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译 者 序 


对 于 大 多 数学 生来 说 , 微 积分 或 许 是 他 们 曾经 上 过 的 倍 感 迷茫 且 最 受 撑 折 的 一 
门 课程 了 . 而 本 书 , 不 仅 让 学 生 们 能 有 效 地 学 习 微 积分 , 更 重要 的 是 提供 了 战胜 微 
积分 的 必 备 工具 . 

本 书 源 于 风靡 美国 普林斯顿 大 学 的 Adrian Banner 的 微 积分 复习 课程 . 他 激励 
了 一 些 考试 前 想 获得 优秀 但 考试 结果 却 平平 的 学 生 . 

对 于 任何 单 变量 微 积 分 的 课程 , 本 书 既 可 以 作为 教科 书 , 也 可 以 用 作 学 习 指南 ， 
对 于 全 英文 授课 的 教师 来 说 更 是 一 个 得 力 助手 . 作者 Adrian Banner 是 美国 普 林 斯 
顿 大 学 的 著名 数学 教授 并 担任 新 技术 研究 中 心 主 任 . Adrian Banner 教授 的 授课 风 
格 是 非 正式 的 、 有 吸引 力 并 完全 不 强求 的 , 甚至 在 不 失 其 详尽 性 的 基础 上 又 增添 了 
许多 娱乐 性 , 而 且 他 不 会 跳 过 讨论 一 个 问题 的 任何 步 又 . 

作者 独创 的 “内 心 独白 ”方式 一 一 即 问 题 求解 过 程 中 学 生 们 应 遵循 的 思考 过 
程 一 一 为 我 们 提供 了 不 可 或 缺 的 推理 过 程 以 及 求解 方案 . 本 书 的 重点 在 于 创建 问 
题 求解 的 技巧 . 其 中 涉及 的 例题 从 简单 到 复杂 并 对 微 积 分 理论 进行 了 深入 探讨 . 读 
者 会 在 非 正式 的 对 话语 境 中 体会 微 积分 的 无 穷 几 力 . 

本 书 特点 : 

。 是 任何 单 变量 微 积 分 教科 书 的 好 伙伴 ; 

。 洋溢 着 非 正 式 的 、 娱乐 性 的 但 非 强求 的 对 话语 境 风格 ; 

。 丰富 的 在 线 视 频 ; 

。 大 量 精 选 例题 (从 简单 到 复杂 ) 提供 了 一 步 一 步 的 推理 过 程 ; 

。 定理 和 方法 的 证 明 以 及 相关 应 用 的 说 明 实 现 理论 应 用 于 实践 的 目标 ; 

。 详细 探讨 了 诸如 无 穷 级 数 这 样 的 难点 问题 . 

这 样 的 一 本 经 典 著作 将 易 用 性 与 可 读 性 以 及 内 容 的 深度 与 数学 的 严谨 完美 地 
结合 在 一 起 . 对 于 每 一 个 想 要 掌握 微 积分 的 学 生来 说 , 本 书 都 是 极 好 的 资源 . 当然， 
非 数 学 专业 的 学 生 也 将 大 大 受益 . 

在 翻译 本 书 的 过 程 中 , 译 者 虽然 尽 最 大 努力 尊重 原文 , 并 尽 可 能 避免 直译 产生 
的 歧义 , 但 是 由 于 才 朴 学 浅 , 难免 存在 翻译 不 当 之 处 , 敬 请 广大 读者 批评 指正 , 以 便 
再 版 时 更 正 . 

本 书 能 得 以 顺利 出 版 , 首先 要 感谢 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公 司 的 大 力 文 持 , 同时 ， 
首都 经 济 贸易 大 学 华侨 学 院 信 管 系 的 全 体 教师 也 给 予 了 无 私 的 帮助 , 在 此 一 并 表示 
衷心 感谢 . 最 后 感谢 我 的 家 人 在 本 书 翻译 过 程 中 所 给 予 的 支持 与 鼓励 , 尤其 是 爱 女 


合生 二 
月 噩 


本 书 由 在 帮助 你 学 习 单 变量 微 积分 的 主要 概念 , 同时 也 致力 于 教会 你 求解 问题 
的 技巧 . 无 论 你 是 第 一 次 接触 微 积 分 , 还 是 为 了 准备 一 次 测验 , 或 是 已 经 学 过 微 积 
分 但 想 再 温习 一 遍 , 我 都 希望 本 书 能 够 对 你 有 所 帮助 . 

写作 本 书 的 灵感 来 自我 在 普林斯顿 大 学 的 学 生 们 , 他 们 在 过 去 的 几 年 里 就 发 
现 , 起 初 的 笔记 连同 讲座 、 复 习 研 讨 以 及 教材 作为 学 习 指 南 是 很 有 帮助 的 . 以 下 是 
他 们 在 学 习 过 程 中 提出 的 一 些 你 可 能 也 想 问 的 问题 . 

这 本 书 为 什么 这 么 长 ”我 认为 你 是 真 的 想 要 掌握 这 门 课程 , 而 不 只 是 想 回 轿 吞 
刺 , 一 知 半 解 , 那 你 就 要 投入 一 些 时 间 和 精力 , 去 阅读 并 理解 这 些 详尽 的 阐述 . 

阅读 之 前 , 我 需要 知道 些 什 么 ”你 需要 了 解 一 些 基本 的 代数 知识 , 并 且 要 知道 
如 何 求解 简单 的 方程 式 ， 本 书 的 前 两 章 涵盖 了 你 所 需要 的 大 部 分 的 微 积 分 预备 知 
识 . 

啊 ! 下 周 就 要 期 末 考 试 了 , 我 还 什么 都 不 知道 呢 ! 从 哪里 开始 啊 接 下 来 的 几 
页 就 会 介绍 如 何 使 用 本 书 来 备考 . 

例题 的 求解 过 程 在 哪里 ? 我 所 看 到 的 只 是 大 量 的 文字 与 少量 的 公式 ”首先 , 看 
一 个 求解 过 程 并 不 能 教会 你 应 该 怎样 思考 ， 所以, 我 通常 试图 给 出 一 种 “内 心 独 
白 ”, 即 当 你 尝试 求解 问题 的 时 候 , 脑海 中 应 该 经 历 怎样 的 思考 过 程 . 最 后 , 你 想到 
了 求解 问题 的 所 有 知识 点 , 但 仍然 需要 用 正确 的 方式 把 它们 全 部 写 出 来 . 我 的 建议 
是 先 看 懂 并 理解 问题 的 求解 方法 , 然后 再 返回 来 尝试 自己 解答 . 

定理 的 证 明 哪 儿 去 了 本 书 中 的 大 部 分 定理 都 以 某 种 方式 被 验证 了 . 在 附录 
A 中 可 以 找到 更 多 正式 的 证 明 过 程 . 

主题 没有 次 序 ! 我 该 怎么 办 呢 《学习 微 积 分 没有 什么 标准 次 序 . 我 选择 的 顺序 
是 有 效 的 , 但 你 可 能 还 得 通过 搜索 目录 来 查找 你 需要 的 主题 , 其 余 的 可 以 先 忽 略 . 我 
也 可 能 遗漏 了 一 些 主题 . 为 什么 不 尝试 给 我 发 送 电子 邮件 呢 ? 地 址 是 adriane calcl- 
ifesaver.com. 你 一 定 想不到 , 我 可 能 会 为 你 写 一 个 附加 章节 (也 为 下 一 版 写 , 如 果 
有 的 话 ! ). 

你 使 用 的 一 些 方 法 和 我 学 到 的 不 一 样 . 到 底 谁 的 正确 , 我 的 任课 老师 的 还 是 你 
的 希望 我 们 都 没 错 ! 如 果 还 有 疑问 , 就 请 教 你 的 任课 老师 什么 是 对 的 吧 . 

页 边 空白 处 怎么 没有 微 积分 的 历史 和 有 趣 的 史实 昵 ”本 书 中 有 一 点 微 积 分 历 
史 内 容 , 但 不 在 这 里 过 多 分 散 我 们 的 注意 力 . 如 果 你 想 记 下 这 些 历 史 内 容 , 就 请 阅 
读 一 本 关于 微 积分 历史 的 书 吧 , 那 才 更 有 趣 , 而 且 比 零 零 散 散 的 几 名 话 更 值得 关注 . 


我 们 学 校 可 以 用 这 本 书 作 为 教材 吗 ”这 本 书 配 有 很 好 的 习题 集 , 可 以 作为 一 本 
教材 , 也 可 以 用 作 一 本 学 习 指 南 . 你 的 任课 老师 也 会 发 现 这 本 书 很 有 助 于 备课 , 特 
别 是 在 问题 求解 的 技巧 这 一 方面 . 

本 书 提 及 的 这 些 录像 是 什么 ”在 网 站 www.calclifesaver.com 上 , 你 可 以 找到 我 
的 年 度 复习 研讨 录像 , 其 中 涉及 了 很 多 (但 不 是 全 部 ! ) 本 书 的 章节 和 例题 . 


如 何 使 用 这 本 书 备考 


如 果 你 快要 参加 考试 了 , 那么 发 挥 本 书 效用 的 机 会 就 来 了 . 我 很 同情 你 的 处 境 ， 
因为 你 没有 时 间 阅 读 整 本 书 的 内 容 ! 但 是 你 不 用 担心 , 后 面 的 那 张 表 会 标 出 本 书 的 
主要 章节 , 来 帮助 你 备考 . 此外, 纵 观 整 本 书 , 下 列 图 标 会 出 现在 书 中 页 边 空白 处 ， 
让 你 快速 识别 什么 是 重要 内 容 . 

。 例题 求 解 过 程 始 于 此 行 . 


| 。 这 里 非常 重要 
入 。 你 应 当 自 己 尝试 解答 本 题 
。 注 意 : 这 部 分 内 容 大 多 是 为 感 兴趣 的 读者 准备 的 . 如 果 时 间 有 限 , 就 请 跳 到 


下 一 节 . 
| 此 外 , 一 些 重要 的 公式 或 定理 带 有 边框 , 一 定 要 好 好 学 啊 . | 


两 个 通用 的 学 习 小 贴 士 


。 把 你 自己 总 结 的 所 有 重要 的 知识 点 和 公式 都 写 出 来 , 以 便 记忆 . 虽说 数学 不 
是 死记 硬 背 , 但 也 有 一 些 关键 的 公式 和 方法 , 最 好 是 你 能 自己 写 得 出 来 . 好 
记性 不 如 烂 笔 头 嘛 ! 通常 来 说 , 做 总 结 足 以 巩固 和 加 强 你 对 所 学 知识 的 理解 . 
这 就 是 为 什么 我 没有 在 每 一 章 的 结尾 部 分 作 要 点 总 结 的 主要 原因 . 如 果 你 自 
己 去 做 , 那 将 会 更 有 价值 . 

。 尝试 自己 做 一 些 类 似 的 考试 题 , 比如 你 们 学 校 以 前 学 期 的 期 末 试 题 , 并 在 恰 
当 的 条 件 下 进行 测验 . 这 将 意味 着 遵守 不 间 晰 , 不 吃饭 , 不 看 书 , 不 打手 机 ， 
不 发 电子 邮件 , 不 发 信息 等 诸如 此 类 的 考试 规则 等 等 . 完成 之 后 , 再 看 看 你 
是 否 可 以 得 到 一 套 标准 答案 来 评阅 试卷 , 如 果 能 请 人 帮 你 评阅 会 更 好 . 


或 
对 


考试 复习 的 重要 章节 ( 按 主题 划分 ) 


主题 副 主 题 节 
直线 1.5 
其 他 常用 图 像 1.6 
三 角 学 基础 2.1 
微 积分 基础 [0,7/2] 之 外 的 三 角 函 数 2.2 
三 角 函 数 的 图 像 2.3 
三 角 恒 等 式 2.4 
指数 函数 与 对 数 函 数 9.1 
三 明治 定理 3.6 
多 项 式 极限 第 4 章 全 部 
导数 伪装 的 极限 6.5 
极限 三 角 函 数 极限 7.1( 跳 过 7.1.5) 
指数 函数 与 对 数 函 数 极限 9.4 
洛 必 达 法 则 14.1 
极限 问题 综述 14.2 
、 定义 5.1 
连续 介 值 定理 5.1.4 
定义 6.1 
法 则 (如 , 乘积 法 则 /商法 则 / 
链 式 求 导 法 则 ) 6.2 
求 切线 6.3 
分 段 函 数 的 导数 6.6 
通 导 函 数 图 像 6.7 
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第 1 章 ”函数 、 图 像 和 直线 


没有 函数 的 微 积 分 是 一 件 最 无 意义 的 事情 . 如 果 要 列 出 微 积分 的 要 素 , 那么 函 
数 会 排 在 最 前 面 , 而 且 是 以 很 大 的 优势 排 在 前 面 的 . 因此 , 本 书 的 前 两 章 由 在 让 你 
温习 函数 的 主要 特征 . 本 章 包 含 对 下 列 主题 的 回顾 . 

。 函数 ; 其 定义 域 、 上 域 、 值 域 和 对 线 检验 ; 

。 反 函数 和 水 平 线 检验 ; 

。 函数 的 复合 ; 

。 奇 函数 与 偶 函 数 ; 

。 线性 函数 和 多 项 式 的 图 像 , 以 及 对 有 理 函 数 、 指 数 函 数 和 对 数 函 数 图 像 的 简 


单 回顾 ; 


。 如 何 处 理 绝对 值 . 
下 一 章 会 涉及 三 角 函 数 . 好 啦 , 就 让 我 们 开始 吧 , 一 起 来 回顾 一 下 到 底 什 么 是 函数 . 


1.1 昭 数 


函数 是 将 一 个 对 象 转化 为 另 一 个 对 象 的 规则 . 起 始 对 象 称 为 输入 , 来 自称 为 定 
义 域 的 集合 . 返回 的 对 象 称 为 输出 , 来 自称 为 上 域 的 集合 . 

来 看 一 些 函 数 的 例子 吧 . 

。 假设 你 写 出 / (z) = zx?, 这 就 定义 了 一 个 函数 f, 它 会 将 任何 数 变 为 自己 的 平 


方 . 由 于 你 没有 说 明 其 定义 域 或 上 域 , 我 们 不 妨 假设 它们 都 属于 及 , 即 所 有 
实数 的 集合 . 这 样 , 你 就 可 以 将 任何 实数 平方 , 并 得 到 一 个 实数 . 例如 , f 将 
2 变 为 4、 将 -1/2 变 为 1/4, 将 1 变 为 1. 最 后 一 个 变换 根本 没有 什么 变化 ， 
但 这 没 问 题 , 因为 转变 后 的 对 象 不 需要 有 别 于 原始 对 象 . 当 你 写 出 f (2) = 4 
的 时 候 , 这 实际 上 意味 着 f 将 2 变 为 4. 顺便 要 说 的 是 , f 是 一 个 变换 规则 ， 
而 f (z) 是 把 这 个 变换 规则 应 用 于 变量 xz 后 得 到 的 结果 . 因此 , 说 “f (x) 是 
一 个 函数 ”是 不 正确 的 , 应 该 说 “f 是 一 个 函数 ”. 

现在 , 令 g(z) = z2, 其 定义 域 仅 包含 大 于 或 等 于 零 的 数 (这 样 的 数 称 为 非 负 
的 ). 它 看 上 去 好 像 和 函数 了 是 一 样 的 , 但 实际 不 同 , 因为 定义 域 不 同 . 例如 ， 
fj (-L/2) = 1/4, 但 9(-L/2) 却 是 没有 定义 的 . 函数 9 会 拒绝 非 其 定义 域 中 
的 一 切 . 由 于 9 和 f 有 相同 的 规则 , 但 9 的 定义 域 小 于 f 的 定义 域 , 因而 我 
们 说 9 是 由 限制 的 定义 域 产生 的 . 


2 第 1 章 函数 .图像 和 直线 


。 仍然 令 f(z) = z?, 了 ( 马 ) 会 是 什么 呢 ? 这 显然 是 无 定义 的 ， 因 为 你 不 能 平 
方 一 匹 马 蚜 . 另 一 方面 , 让 我 们 指定 “h (z) = zx 的 腿 的 个 数 ”, 其 中 h 的 定 
义 域 是 所 有 动物 的 集合 . 这 样 一 来 , 我 们 就 会 得 到 ( 马 ) 二 4 六 ( 晤 蚊 ) 二 6， 
h (名 鱼 ) = 0. 因为 动物 腿 的 个 数 不 会 是 负数 或 者 分 数 , 所 以 其 上 域 可 以 是 
所 有 非 负 整数 的 集合 . 顺便 问 一 下 , h (2) 会 是 什么 呢 ? 当然 , 这 也 是 没有 定 
义 的 , 因为 2 不 在 其 定义 域 中 . “2” 究 竟 会 有 几 条 腿 昵 ? 这 个 问题 实际 上 没 
有 任何 意义 . 你 或 许 也 可 以 认为 h ( 奇 子 ) = 4, 因为 多 数 椅子 都 有 四 条 腿 , 但 
这 也 没有 意义 , 因为 椅子 不 是 动物 , 所 以 “椅子 ”不 在 h 的 定义 域 当中 . 也 
就 是 说 , h (精子 ) 是 没有 定义 的 
假设 你 有 一 条 狗 , 它 叫 Junkster. 可 怜 的 Junkster 不 幸 患 有 消化 不 良 症 . 它 
用 点 东西 , 嚼 一 会 儿 , 消化 食物 ， 可 每 次 都 失败 , 都 会 吐出 来 ，Junkster 将 食 
物 变 成 了 .……… 我 们 可 以 令 “j (z) = 当 Junkster 吃 xz 时 呕吐 物 的 颜色 ”， 
其 中 ; 的 定义 域 是 Junkster 所 要 吃 的 食物 的 集合 . 其 上 域 是 所 有 颜色 的 集 
合 . 为 了 使 之 有 效 , 我 们 必须 认为 如 果 Junkster 吃 了 玉米 面 卷 , 它 的 呕吐 物 
始终 是 一 种 颜色 (假设 是 红色 的 吧 ). 如 果 有 时 候 是 红色 的 , 而 有 时 候 是 绿色 
的 , 那 就 不 太 好 了 . 一 个 函数 必须 给 每 一 个 有 效 的 输入 指定 唯一 的 输出 . 
现在 我 们 要 来 看 看 函数 值 域 的 概念 . 值 域 是 所 有 可 能 的 输出 所 组 成 的 集合 . 你 
可 以 认为 函数 转变 其 定义 域 中 的 一 切 , 每 次 转变 一 个 对 象 ; 转变 后 的 对 象 所 组 成 的 
集合 称 作 值 域 . 可 能 会 重复 , 但 这 也 没什么 . 
那么 , 为 什么 值 域 和 上 域 不 是 一 回 事 呢 ? 值 域 实 际 上 是 上 域 的 一 个 子 集 . 上 域 
是 可 能 输出 的 集合 , 而 值 域 则 是 实际 输出 的 集合 . 下 面 给 出 上 述 函数 的 值 域 
。 如 果 f(z) = z2, 其 定义 域 和 上 域 均 为 及, 其 值 域 是 非 负数 的 集合 . 毕竟 , 平 
方 一 个 数 , 其 结果 不 可 能 是 负数 , 那 你 又 如 何 知道 值 域 是 所 有 的 非 负数 呢 ? 
如 果 平 方 每 一 个 数 , 结果 一 定 包括 所 有 的 非 负数 例如, 平方 V2( 或 -~v3) 
结果 都 是 2. 
。 如 果 g(x) = z?, 其 中 , 9 的 定义 域 仅 为 非 负数 , 但 其 上 域 仍 是 所 有 实数 民 ， 
其 值 域 又 是 非 负数 的 集合 . 当 平 方 每 一 个 非 负数 时 , 结果 仍然 会 包括 所 有 的 
非 负 数 . 
。 如果 h(x) 是 动物 > 的 腿 的 个 数 , 那么 其 值 域 就 是 任何 动物 可 能 会 有 的 腿 的 
个 数 的 集合 . 我 可 以 想到 有 0、2、4、6 和 8 条 腿 的 动物 , 也 有 一 些 有 更 多 条 
腿 的 爬行 动物 . 如 果 你 还 想到 了 个 别 的 像 失去 一 条 或 多 条 腿 的 动物 , 也 可 以 
将 1、3、5 和 7 等 其 他 可 能 的 数 加 入 其 值 域 . 不 管 怎样 , 这 个 函数 的 值 域 并 
不 是 很 清晰 . 要 想 了 解 真 实 的 答案 , 你 或 许 必须 得 是 一 位 生物 学 家 . 
。 最 后 , 如 果 j (x) 是 当 Junkster 吃 xz 时 呕吐 物 的 颜色 , 那么 其 值 域 就 会 包含 
所 有 可 能 的 呕吐 物 的 颜色 . 我 很 怕 去 想 它们 会 是 什么 样 的 , 但 或 许 亮 蓝 色 不 
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ps 


Eg 数 3 


在 其 中 吧 . 
1.1.1 区间 表示 法 


在 本 书 剩余 部 分 , 我 们 的 函数 总 有 上 域 及 , 并 且 其 定义 域 总 会 尽 可 能 和 有 R 差 不 
多 (除非 男 有 说 明 ). 因此 , 我 们 会 经 常 涉及 实 轴 的 子 集 , 尤其 是 像 {z :2 < zx < 5} 
这 样 的 相连 区 间 . 像 这 样 写 出 完整 的 集合 有 点 儿 烦 , 但 总 比 说 “ 介 于 2 和 5 之 间 的 
所 有 数 , 包括 2 但 不 包括 5” 要强 . 使 用 区 间 表 示 法 会 让 我 们 做 得 更 好 . 

我 们 写 [a, 5] 是 指 从 a 到 5 端点 间 的 所 有 实数 , 包括 a 和 6b. 所 以 [a, 9] 指 的 
是 所 有 使 得 a < zx < b 成 立 的 > 的 集合 . 例如 , [2, 5] 是 所 有 介 于 2 和 5 之 间 (包括 
2 和 5) 的 实数 的 集合 . ( 它 不 仅仅 包括 2、 3、4 和 5, 不 要 忘记 还 有 一 大 堆 处 于 2 和 
5 之 间 的 分 数 和 无 理 数 , 比如 5/2、V7 和 x. ) 像 [a, 8] 这 种 形式 表示 的 区 间 我 们 
称 作 闭 区 间 . 

如 果 你 不 想 包 括 端点 , 把 方 括 号 变 为 圆 括 弧 就 行 了 . 所 以 (a, 5) 指 的 是 介 于 a 
和 5 之 间 、 但 不 包括 a 和。 的 所 有 实数 的 集合 . 这 样 , 如 果 z 在 区 闻 (a, 5) 中 , 我 
们 就 知道 a < x < 65. 集合 (2, 5) 表示 介 于 2 和 5 之 间 、 但 不 包括 2 和 5 的 所 有 实 
数 . 像 (a, 9) 这 种 形式 表示 的 区 间 我 们 称 作 开 区 间 . 

你 也 可 以 混和 匹配 : [a, 5) 指 的 是 介 于 a 和 4b 之 间 、 包括 a 但 不 包括 8 的 所 有 
实数 的 集合 ; (a, 中 包 括 b, 但 不 包括 a. 这 些 区 间 在 一 个 端点 处 是 闭 的 , 而 在 另 一 个 
端点 处 是 开 的 . 有 时 候 , 像 这 样 的 区 间 我 们 称 作 半 开 区 间 . 上 述 的 {x :2 < x < 5} 
就 是 一 个 例子 , 也 可 以 写成 [2, 5). 

还 有 一 个 有 用 的 记号 就 是 (a, co), 它 是 指 大 于 a 但 不 包括 a 的 所 有 数 ; [a, co) 
也 一 样 , 只 是 它 包 括 a. 还 有 3 个 涉及 -oo 的 可 能 性 . 总 而 言 之 , 情况 如 下 . 


(a, 6) {fzia<Z< 时 


& 0 
[a, 9 {z:o< zr 
0 2 
{a, 司 {z:a<z <b} ? 
[a, b) {z:a< rz<b} 
a b 
(o oo) {7: 2> 只 < 和 ww 
& 
[a, ce) {7:z> 只 ——— 
(一 cc， b) {2:£< 2: —— 
(~-oo, 8] {zx:z 和 < 一 一 


{ 一 ce, ce) 及 


1.1.2 ” 求 定 义 域 


有 时候, 函数 的 定义 中 包括 了 定义 域 . (确实 如 此 , 比如 1.1 节 中 的 函数 g.) 然 
而 , 大 多 数 情况 下 , 定义 域 是 没有 给 出 的 . 按照 惯例 , 定义 域 包 括 尽 可 能 多 的 实数 集 
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合 . 例如 (x) = Vz, 其 定义 域 就 不 可 能 是 及 中 的 所 有 实数 , 因为 不 可 能 得 到 一 个 
负数 的 平方 根 . 其 定义 域 一 定 是 [0，co), 就 是 大 于 或 等 于 0 的 所 有 实数 的 集合 . 

好 了 , 我 们 知道 取 负 数 的 平方 根 会 出 问题 . 那么 , 还 有 什么 会 把 问题 搞 糟 呢 ? 以 
下 是 3 种 最 常见 的 情况 . 

(1) 分 数 的 分 母 不 能 是 零 . 

(2) 不 能 取 一 个 负数 的 平方 根 (或 四 次 根 , 六 次 根 , 等 等 ). 

(3) 不 能 取 一 个 负数 或 零 的 对 数 . (还 记得 对 数 函 数 吗 ? 如 果 忘 了 ,就 请 看 看 第 
9 章 ! ) 

或 许 你 还 记得 tan(90°) 也 是 一 个 问题 , 但 这 实际 上 是 上 述 第 一 项 的 特例 .你 
看 ， 

om - 守 

所 以 , tan(90°) 是 无 定义 的 , 实际 上 是 因为 其 隐藏 的 分 母 为 零 . 这 里 还 有 一 个 例子 : 
如 果 我 们 定义 


f(z) = logio (2 + 8) V26 — 27 
(z—2)(z+19) 
那么 , f 的 定义 域 是 什么 呢 ? 当然 , 为 了 使 f(x) 有 意义 , 以 下 是 我 们 必须 要 做 的 . 
。 我 们 需要 取 (26 - 2z) 的 平方 根 , 所 以 , 这 个 量 必须 是 非 负 的 ， 也 就 是 说 ， 
26 一 2z > 0. 还 可 以 写成 x < 13. 
。 我 们 也 需要 取 (z + 8) 的 对 数 , 所 以 , 这 个 量 必 须 是 正 的 . (注意 对 数 和 平方 
根 的 区 别 : 可 以 取 0 的 平方 根 , 但 不 能 取 0 的 对 数 .) 不 管 怎么 说 , 我 们 需要 
Z 十 8 > 0, 所 以 z > -8. 到 现在 为 止 , 我 们 知道 -8 < z < 13, 所 以 , 定义 域 
最 多 是 (~8, 13]. 
。 分 母 不 能 为 0, 这 就 是 说 (z 一 2) 关 0 且 (zx 十 19) 关 0. 换 名 话说 , z 关 2 有 
Zz 去 一 19. 最 后 一 个 条 件 不 是 问题 , 因为 我 们 已 经 知道 z 处 于 (一 8, 13] 内 , 所 
以 z 不 可 能 是 -19. 我 们 还 应 该 把 2 去 掉 . 
这 样 , 我 们 就 找到 了 其 定义 域 是 除了 2 以 外 的 集合 (-8，13]、 这 个 集合 可 以 写作 
(一 8,，13] \ {2}, 这 里 的 反 斜 杠 表 示 “ 不 包括 ”. 


1.1.3 ”利用 图 像 求 值 域 


让 我 们 来 定义 一 个 新 的 函数 己 , 指定 其 定义 域 为 [-2, 1], 并 且 , F(x) = z2 在 
此 定义 域 上 . ( 记 住 , 我 们 看 到 的 任何 函数 的 上 域 总 是 所 有 实数 的 集合 .) 其 中 , 对 于 
所 有 的 实数 r, f(z) = z2, 已 和 f 是 同一 个 函数 吗 ? 回答 是 否定 的 , 因为 两 个 函数 
的 定义 域 不 相同 (尽管 它们 有 相同 的 函数 规则 ). 正如 1.1 节 中 的 函数 g, 函数 已 是 
由 限制 7 的 定义 域 得 到 的 . 
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现在 , F 的 值 域 又 是 什么 呢 ? 如 果 你 将 -2 到 1 之 间 (包括 -2 和 1) 的 每 一 个 
实数 平方 的 话 , 会 发 生 什 么 呢 ? 你 应 该 有 能 力 直接 求解 , 但 这 是 观察 如 何 利用 图 像 
来 求 一 个 函数 的 值 域 的 很 好 机 会 . 基本 思想 就 是 画 出 函数 图 像 , 然后 想象 从 图 像 的 
左边 和 右边 很 远 的 地 方 朝向 y 轴 水 平地 射 入 两 束 亮 光 ， 曲 线 会 在 y 办 上 有 两 个 影 
子 , 一 个 在 y 轴 的 左 侧 , 另 一 个 在 y 轴 的 右 侧 . 值 域 就 是 影子 的 并 集 ; 也 就 是 说 , 如 
果 y 轴 上 的 任意 一 点 落 在 左 侧 或 是 右 侧 的 影子 里 , 那么 它 处 于 函数 的 值 域 中 . 我 们 
以 函数 下 为 例 来 看 一 下 图 1-1 这 是 怎么 运作 的 吧 . 


图 1-1 


图 1-1 中 左 侧 的 影子 覆盖 了 在 y 轴 从 0 到 4( 包 括 0 和 当 的 所 有 点 , 也 就 是 [0, 和; 
另 一 方面 , 右 侧 的 影子 覆盖 了 从 0 到 1{ 包 括 0 和 1) 的 所 有 点 , 也 就 是 [0, 4]. 右 侧 的 
影子 没有 任何 其 他 的 贡献 , 全 部 的 覆盖 范围 仍然 是 [0, 4. 这 就 是 函数 已 的 值 域 . 


1.1.4 垂 线 检验 


在 上 一 节 中 , 我 们 利用 一 个 函数 的 图 像 来 求 其 值 域 . 函数 的 图 像 非常 重要 : 它 
真正 地 展示 了 函数 “看 起 来 是 什么 样子 的 ?在 第 12 章 , 我 们 将 会 看 到 画图 技巧 ， 
但 现在 , 我 很 想 提醒 你 注意 的 是 垂 线 检验 . 

你 可 以 在 坐标 平面 上 画 任何 你 想 画 的 图 形 , 但 结果 可 能 不 是 一 个 函数 的 图 像 . 
所 以 , 函数 的 图 像 有 什么 特别 之 处 呢 ? 或 者 说 , 什么 是 函数 了 的 图 像 呢 ? 它 是 所 有 
坐标 为 (x，f (z)) 的 点 的 集合 , 其 中 , z 在 f 的 定义 域 中 . 还 有 另外 一 种 方式 来 看 待 
它 : 我 们 以 某 个 实数 z 开始 . 如 果 z 在 定义 域 中 , 你 就 画 点 (z，f (z)), 它 自 然 是 ， 
在 zx 轴 上 的 点 z 的 正 上 方 , 高 度 为 f(x). 如 果 > 没有 在 定义 域 中 , 你 不 能 画 任何 
点 . 现在 , 对 于 每 一 个 实数 x, 我 们 重复 这 个 过 程 , 从 而 构造 出 函数 的 图 像 . 

这 里 有 个 重要 思想 : 你 不 可 能 有 两 个 点 有 相同 的 z 坐标 . 换 句 话说 , 在 图 像 上 
没有 两 个 点 会 落 在 相对 于 z 轴 的 同一 条 垂 线 上 , 要 不 然 , 你 又 将 如 何 知道 在 点 x 上 
方 的 两 个 或 多 个 高 度 的 点 中 , 哪 一 个 是 对 应 于 了 (zx) 的 值 呢 ? 这样, 就 有 了 垂 线 检 
验 : 如 果 你 有 某 个 图 像 并 且 想 知道 它 是 否 是 函数 的 图 像 , 就 来 看 看 是 否 任 何 的 垂 线 
和 和 图像 相交 多 于 一 次 . 如 果 是 这 样 的 话 , 那 它 就 不 是 函数 的 图 像 ; 反之 , 如 果 没 有 一 
条 牌 线 和 图 像 相交 多 于 一 次 , 那么 你 的 确 是 在 处 理 函 数 的 图 像 . 例如 , 以 原点 为 中 OG 
心 , 半径 为 3 个 单位 的 圆 的 图 像 , 如 图 1-2 所 示 . 
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这 么 普通 的 对 象 应 该 是 个 函数 , 对 吗 ? 不 
对 , 让 我 们 进行 如 图 所 示 的 垂 线 检 验 . 当然 , 在 
-3 的 左边 或 是 3 的 右边 都 没有 问题 ( 垂 线 其 
至 都 没有 击 中 图 像 ), 这 很 好 . 就 连 在 -3 或 3 
上 , 垂 线 和 图 像 也 仅仅 有 一 次 相交 , 这 也 很 好 . 
问题 出 在 x 落 在 区 间 (-3, 3) 上 时 . 对 于 这 其 
中 的 任意 x 值 , 垂 线 通过 (x, 0) 和 圆 相交 两 
次 , 这 就 扭曲 了 圆 的 潜在 函数 特质 你 不 知道 
f (z) 到 底 是 对 应 上 方 的 点 还 是 下 方 的 点 . 

最 好 的 解决 方法 是 把 圆 分 成 上 下 两 个 半圆 , 并 只 选 
择 上 一 半 或 者 下 一 半 . 整个 圆 的 方程 是 zz + y? = 9, 然 
而 , 上 半圆 的 方程 是 y = V9 一 x7, 下 半圆 的 方程 是 y = 
一 V9 一 22. 这 最 后 两 个 就 是 函数 了 , 定义 域 都 是 [-3，3]. 
你 可 以 以 不 同 的 方式 来 分 割 , 实际 上 , 你 不 是 必须 要 把 
它 分 成 半圆 (可 以 分 割 并 改变 上 半圆 和 下 半圆 , 只 要 不 
违反 垂 线 检验 就 行 了 .) 例如 , 图 1-3 也 是 一 个 函数 的 图 
像 , 其 定义 域 也 是 [一 3, 3]: 

垂 线 检验 通过 , 所 以 这 确实 是 一 个 函数 的 图 像 . 


1.2 反 函 数 


我 们 假设 一 个 函数 f. 你 给 了 它 一 个 输入 zx; 如 果 z 在 了 的 定义 域 中, 就 能 得 
到 一 个 输出 , 我 们 称 它 为 f(x). 现在 , 我 们 把 过 程 倒 过 来 , 并 问 : 如 果 你 选 一 个 实数 
y, 那么 应 该 赋予 f 什么 样 的 输入 才能 得 到 这 个 输出 y 呢 ? 

用 数学 语言 来 陈述 这 个 问题 就 是 : 给 定 一 个 实数 y, 那么 在 / 定义 域 中 的 哪个 
2 满足 f(z) = y? 首先 要 注意 的 是 , y 必须 在 f 的 值 域 中 . 否则 , 根据 定义 , 将 不 再 
有 z 的 值 使 得 f (z) =y 成 立 了 . 在 f 定义 域 中 也 许 没有 这 样 的 x 满足 f(z) = y， 
因为 值 域 是 所 有 的 可 能 输出 . 

另 一 方面 , 如 果 y 在 值 域 当中 , 也 可 能 会 有 很 多 值 都 满足 f (x) = y， 例 如 
f(z) = z2 (其 定义 域 为 有), 我 们 的 问题 是 x 取 何 值 时 会 输出 64. 很 显然 , 有 两 个 x 
值 : 8 和 -8. 另外 , 如 果 g(x) = x3, 对 于 相同 的 问题 , 这 时 只 有 一 个 z 值 , 就 是 4. 
对 于 我 们 赋予 9 的 任意 一 个 实数 去 做 变换 , 结果 都 是 一 样 的 , 因为 任何 数 都 只 有 一 
个 (实数 ) 立方 根 . 

所 以 , 这 里 有 一 种 情形 : 给 定 一 个 函数 六 我 们 在 f 的 值 域 中 选择 y. 在 理想 状 
况 下 , 仅 有 一 个 x 值 满 足 f (x) = y. 如 果 上 述 理 想 状 沈 对 于 值 域 中 的 每 一 个 yy 来 
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说 都 成 立 , 那么 就 可 以 定义 一 个 新 的 函数 , 它 将 逆转 变换 . 我 们 以 输出 y 开始 , 这 个 
新 的 函数 发 现 一 个 且 仅 有 一 个 输入 z 满足 f (7) = y. 这 个 新 的 函数 称 为 矿 的 反 函 
数 , 并 写作 广 !. 以 下 是 使 用 数学 语言 对 上 述 情况 的 总 结 . 

(1) 从 一 个 函数 f 出发, 使 得 : 对 于 在 了 值 域 中 的 任意 y, 都 只 有 唯一 的 z 值 满足 
f(z)=y. 也 就 是 说 , 不 同 的 输入 对 应 不 同 的 输出 . 现在 , 我 们 就 来 定义 反 肾 数 -1. 

(2) 了 ~! 的 定义 域 和 f 的 值 域 相同 . 

(3) f-! 的 值 域 和 f 的 定义 域 相同 . 

(4) f-! (y) 的 值 就 是 满足 f(z) = y 的 z. 所 以 ， 

如 果 f(z) =y, 那么 广 1(W =z. 

变换 广 : 就 像 是 } 的 恢复 按钮 : 如 果 你 以 xz 开始 , 并 通过 函数 f 将 它 变 换 为 
2, 那么 可 以 通过 在 y 上 的 反 函 数 广 :! 来 恢复 这 个 变换 的 效果 , 取 回 zx. 

这 会 引发 一 些 问 题 ; 你 是 如 何 知 道 只 有 唯一 的 z 值 满足 f (z) = y 的 呢 ? 如 果 
是 这 样 , 如 何 求 得 反 函 数 呢 ? 如何 知 道 其 图 像 是 什么 样子 的 呢 ? 如 果 不 是 这 样 , 你 
又 如 何 挽救 这 一 局 面 呢 ? 在 接 下 来 的 3 个 小 节 中 我 们 会 对 这 些 问 题 做 出 回答 . 


1.2.1 ”水平线 检验 


对 于 第 一 个 问题 一 一 如 何 知道 对 于 7 值 域 中 的 任意 y, 只 有 一 个 zx 值 满 足 
f(z) = y, 最 好 的 方法 也 许 是 看 一 下 函数 图 像 . 我 们 想 要 在 f 值 域 中 选择 y, 并 且 希 
望 只 有 一 个 x 值 满足 f(z) = y. 这 就 意味 着 通过 点 (0,y) 的 水 平 线 应 该 和 图 像 仅 
有 一 次 相交 , 且 交 点 为 点 (x,y). 那个 z 就 是 我 们 想 要 的 . 如 果 水 平 线 和 曲线 相交 
多 于 一 次 , 那 将 会 有 多 个 可 能 的 对 应 zx 值 , 情况 会 很 糟 . 如 果 是 那样 , 获得 反 函 数 
唯一 的 方法 就 是 对 定义 域 加 以 限制 , 我 们 很 快 会 讨论 这 一 点 . 如 果 水 平 线 根本 就 没 
有 和 曲线 相交 , 会 怎样 昵 ? 就 是 y 根本 没有 在 值 域 当中 , 这 样 也 不 错 . 

这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 描述 水 平 线 检验 : 如 果 每 一 条 水 平 线 和 一 个 函数 的 图 像 
相交 至 多 一 次 , 那么 这 个 函数 就 有 一 个 反 函 数 . 如 果 即 使 只 有 一 条 水 平 线 和 图 像 相 
交 多 于 一 次 , 那么 这 个 函数 就 没有 反 函 数 . 例如 , 我 们 来 看 一 下 图 1-4 中 f(x) = zx3 
和 9(z) = x? 的 图 像 . 
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没有 一 条 水 平 线 和 y = f(z) 相交 多 于 一 次 , 所 以 f 有 一 个 反 函 数 . 另 一 方面 ， 
一 些 水 平 线 和 曲线 y = 9 (z) 相交 两 次 , 所 以 9 没有 反 函 数 . 这 里 有 个 问题 ; 如 果 通 
过 y= z? 来 求解 z, 其 中 y 为 正 , 那么 就 会 出 现 两 个 解 : zx = Vy 和 x 二 一 Vy. 你 
不 知道 要 取 哪 一 个 . 


1.2.2 ” 求 逆 


现在 , 来 看 我 们 的 第 二 个 问题 : 如 何 求 得 函数 f 的 反 函 数 呢 ? 你 记 下 y = f (x)， 
并 试图 解 出 z， 在 f (x) = z3 的 例子 中 , 有 yy = zx3, 所 以 x = 3 这 就 意味 
着 , f-!(y) = 35 如 果 你 不 喜欢 变量 y, 可 以 将 它 改写 为 zx, 如 果 你 愿意 , 可 以 写成 
f(D= 7 f-1(z) = x， 当然 了 , 求解 zx 并 不 总 
.镜像 (y=7) 是 那么 简单 ， 事实 上 , 求解 经 常 是 不 可 
了 广 国 = 虹 能 的 ， 另 一 方面 , 如 果 你 知道 函数 图 像 
是 什么 样子 的 , 反 函 数 的 图 像 就 会 很 容 
易 画 出 来 . 基本 思想 就 是 在 图 像 上 画 一 
条 vy = z 的 直线 , 然后 将 这 条 直线 假想 
为 一 个 双 面 的 镜子 . 反 函 数 就 是 原始 函 
数 的 镜面 反射 ， 如 果 f (x) = zs, 那么 
图 15 广 : 的 图 像 如 图 1.5 所 示 

原始 函数 上 在 y= > 这 面 “镜子 " 

中 被 反射 , 从 而 得 到 反 函 数 . 注意 : f 和 广 : 的 定义 域 和 值 域 都 是 整个 实 轴 . 


1.2.3 ”限制 定义 域 


终于 , 我 们 要 提 及 第 三 个 问题 了 : 如 果 水 平 线 检 验 失败 并 且 没 有 反 函 数 , 那 应 

该 怎么 办 呢 ? 我 们 的 问题 是 , 对 于 相同 的 y 有 多 个 z 
值 . 解决 此 问题 的 唯一 方法 是 : 除了 这 些 多 个 > 值 
中 的 一 个 , 我 们 放弃 所 有 其 他 值 . 也 就 是 说 , 我 们 必 
须 决 定 要 保留 哪 一 个 > 值 , 然后 放弃 剩余 的 值 . 正如 
在 1.1 节 中 看 到 的 , 这 称 为 限制 函数 的 定义 域 . 事实 
上 , 我 们 删 去 部 分 曲线 , 使 得 保留 下 来 的 部 分 能 够 通 
过 水 平 线 检验 . 例如 g (z) = z2, 可 以 删除 左 半边 的 图 1-6 
图 像 , 如 图 1-6 所 示 . 

这 条 新 的 ( 实 线 的 ) 曲线 将 定义 域 缩减 为 [0，co), 并 且 满 足 水 平 线 检验 , 所 以 它 
有 反 函 数 . 更 确切 地 说 , 定义 在 定义 域 [0，co) 上 的 函数 及 有 反 函 数 , 其 中 h (x) = z2. 
让 我 们 用 镜面 游戏 来 看 一 下 它 到 底 是 什么 样子 的 . 

为 了 找到 反 函 数 的 方程 ,我们 必须 在 方程 y = z? 中 解 出 z， 很 明显 , 问题 
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的 解 就 是 zx = V5 或 x = -V5, 但 是 我 们 需要 哪 一 个 呢 ? 我 们 知道 反 函 数 的 值 
域 和 原始 函数 的 定义 域 是 相同 的 , 它 被 限制 为 [0, oo)， 
所 以 我 们 需要 一 个 非 负 的 数 来 作为 答案 , 即 z = V5. 
这 就 是 说 , h-! (y) = Vy. 当然 , 我 们 也 可 以 把 原始 图 
像 的 右 半边 删除 , 将 定义 域 限制 为 (-oo, 0]. 在 那 种 
情况 下 , 我 们 得 到 一 个 定义 域 为 (-oo, 0] 的 函数 j 
并 且 也 满足 j (x) = z2, 但 是 只 是 在 这 个 定义 域 上 才 
成 立 ， 这 个 函数 也 有 反 函 数 ， 反 函数 是 负 的 平方 根 ， 图 17 
即 生 ! (y) = 一 Vy, 如 图 1-7 所 示 . 


y= h(D) 
.镜像 (y=7) 


y= (2) 


顺便 说 一 下 , 如 果 你 取 的 原始 函数 9 定义 
是 9y(z) = 22, 其 定义 域 为 (-co，co), 没有 通 
过 水 平 线 检验 , 并 且 你 试图 将 它 在 镜面 y = z 
中 反射 , 那么 会 得 到 如 图 1-8 图 像 . 

注意 , 这 个 图 像 不 会 通过 垂 线 检验 ， 所 以 

: 它 不 是 函数 的 图 像 . 这 说 明 垂 线 检验 和 水 平 
图 1-8 线 检验 之 间 有 一 定 的 联系 , 即 当 水 平 线 被 镜面 
y 二 2 反射 后 会 变 成 牌 线 . 


1.2.4 ” 反 函 数 的 反 函 数 


有 关 反 函数 还 有 一 点 ， 如 果 f 有 反 函 数 , 那么 对 于 在 定义 域 中 的 所 有 z， 
f-1(f (z)) = > 成立; 同样 , 对 于 在 了 值 域 当中 的 所 有 gy, 都 有 J (f-1(J) =y. ( 记 
住 , f 的 值 域 和 /-! 的 定义 域 相同 , 所 以 的 确 可 以 取 f-! (y) 作为 值 域 当 中 的 y， 
不 会 导致 任何 曲解 . ) 

例如 f(z) = zx3，f 的 反 函 数 由 广 1(z) = 837 给 出 , 所 以 对 于 任意 的 zx， 
六 LU (z)) = 3 = x， 不 要 忘记 , 反 函 数 就 像 是 恢复 按钮 . 我 们 使 用 x 作为 f 
的 输入 , 然后 给 出 输出 到 /-!; 这 就 恢复 了 变换 并 且 我 们 取 回 了 z 这 个 原始 的 数 . 
类 似 地 , 了 (f(y)) = (3 可 3. 所 以 , -1 是 了 的 反 函 数 , 且 f 是 f-! 的 反 函 数 . 换 
句 话说 , 反 函 数 的 反 函 数 就 是 原始 函数 . 

现在 , 对 于 限制 定义 域 的 情况 一 定 要 当心 . 令 g (zx) = z2, 我 们 已 经 看 到 你 需要 
对 其 定义 域 加 以 限制 , 方 能 取得 反 函 数 . 如果 我 们 把 定义 域 限制 为 [0，oo), 但 由 于 
粗心 , 把 函数 继续 看 成 是 g 而 不 是 h, 正如 先前 小 节 所 述 . 我 们 便 会 说 g-! (z) = Vz. 
如 果 你 真 要 计算 g (g-! (zx)), 就 会 发 现 它 是 (Vz)?, 如 果 zx > 0, 它 就 等 于 x. (否则 ， 
从 一 开始 你 就 无 法 取得 平方 根 . ) 

另 一 方面 , 如 果 你 解 出 g-! (g (xz)), 你 会 得 到 V 豆 , 它 不 是 总 和 x 相同 . 例如 ， 
如 果 xz = -2, 那么 z2 = 4, Vz2 = V4 二 2. 所 以 , 总 的 说 来 , g-! (g(x)) = Zz 不成立. 


SO 


SO 
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问题 是 -2 没有 在 9 的 限制 定义 域 当 中 . 而 且 , 从 技术 角度 而 言 , 你 甚至 不 可 能 计 
算 9(-2), 因为 -2 不 再 属于 9 的 定义 域 了 . 我 们 确实 应 该 使 用 h, 而 不 是 g, 这 样 
我 们 要 记得 更 加 小 心 . 尽管 如 此 , 在 实际 中 , 数学 家 们 会 经 常 不 改变 字母 来 限制 定 
义 域 ! 所 以 , 把 这 种 情形 总 结 如 下 对 大 家 是 很 有 帮助 的 . 

如 果 一 个 函数 7 的 定义 域 可 以 被 限制 , 使 得 f 有 反 函 数 广 !, 那么 

。 对 于 了 值 域 中 的 所 有 y, 都 有 f (f-! (y)) = y; 但 是 

。f7 "(f(z)) 可 能 不 等 于 z; 事实 上 , 三 !(f (z)) = z 仅 当 z 在 限制 的 定义 域 

中 才 成 立 . 

在 10.2.6 节 , 对 于 反 三 角 函 数 , 我 们 会 继续 讨论 这 些 要 点 . 


1.3 ”函数 的 复合 


我 们 说 对 于 有 表达 式 g(z) = z2 的 函数 g, 可 以 将 z 替换 成 任何 使 函数 有 意义 
的 对 象 , 如 g(y) = 色 或 g(z+5) = (z+5)2. 后 一 个 例子 需要 特别 注意 小 括号 , 若 
写成 g(z+5) = zz 十? 就 是 错 的 , 因为 x 十 25 并 不 等 于 (z +5)2. 所 以 在 替换 过 程 
中 如 果 拿 不 准 , 可 用 小 括号 . 也 就 是 说 , 如 果 你 需 将 f(x) 写成 f( 某 表达 式 ), 可 将 每 
一 个 z 替换 成 ( 某 表达 式 ), 这 时 一 定 要 加 小 括号 . 唯一 不 需要 加 小 括号 的 情况 是 当 
函数 是 指数 函数 时 , 如 h(z) = 37, 则 可 写 h(z? + 6) = 3”+6, 不 需要 加 小 括号 是 因 
为 已 经 将 z2 + 6 写成 上 标 了 . 

现在 考虑 定义 为 f(z) = cos(z?) 的 函数 f， 若 给 定 一 个 数 zx, 如 何 计算 f(z) 
呢 ? 你 会 首先 计算 z 的 平方 , 然后 计算 平方 值 的 余弦 , 鉴于 我 们 可 将 f(z) 的 计算 
分 解 成 一 个 连 着 一 个 的 两 个 独立 的 计算 ， 我 们 也 就 可 以 将 这 些 计算 各 描述 成 一 个 
函数 , 因此 令 g(x) = z2, h(x) = cos(z)， 为 了 模拟 函数 f 是 如 何 作 用 于 输入 值 x 
的 , 你 可 先 将 z 输入 到 函数 g 进行 求 平方 运算 , 接着 不 必 返 回 9 的 结果 而 直接 让 
9 将 其 结果 作为 函数 h 的 输入 , 然后 h 计算 出 一 个 最 终 的 结果 值 , 该 结果 值 当然 是 
由 函数 9 计算 出 的 x 平方 值 的 余弦 值 . 这 个 过 程 恰恰 模拟 了 f, 故我 们 可 以 写 出 
f(z) = h(g(7x)), 也 可 表示 为 f = hog, 这 里 圈 表 示 “ 与 .…… 的 复合 ", 即 /是 9 
与 h 的 复合 . 换言之 , f 是 9 与 h 的 复合 函数 ,容易 误导 我 们 的 是 h 写 在 9 的 前 面 
( 像 平常 一 样 按 从 左 向 右 的 顺序 来 读 ), 但 计算 起 来 要 先 从 g 开始 . 我 承认 容易 摘 混 ， 
但 我 还 得 说 你 不 得 不 这 么 做 . 

练习 求 两 个 或 多 个 函数 的 复合 是 很 有 用 的 .例如 , 若 g(x) = 27,h(z) = 5z4， 
j(7z) = 22 一 1, 则 函数 f = gohoj 的 表达 式 是 什么 ? 我 们 只 需 从 7 开始 , 将 其 代 换 
到 h, 接着 再 将 结果 代 换 到 g, 可 得 : 

f(z) = g(h(j(z))) = g(h(27 — 1)) = 9(5(2z — 1)4) 一 25C2z 0 

同样 , 你 需要 练习 该 过 程 的 道 过 程 . 例如 , 假定 你 开始 于 函数 
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1 
(0) = antBlogate + 3)) 
如 何 将 f 分 解 为 几 个 简单 函数 呢 ? 从 函数 式 中 找到 zx, 首先 需要 加 3, 所 以 设 g(x) = 
2 十 3; 然后 要 对 所 得 值 取 以 2 为 底 的 对 数 , 令 h(z) = logs(x); 接着 需 乘 5, 则 设置 
j(z) = 5z; 下 面 要 求 正切 值 , 因此 令 kz) = tan(z); 最 后 要 取 倒 数 , 令 m(z) = 1/z. 
由 上 , 验证 下 式 : 
f (2) = m(k(j(h(g(7))))). 
利用 复合 符号 , 可 以 写成 
f=mokojohog. 
这 并 不 是 函数 的 唯一 分 解 形式 . 如 , 我 们 可 以 将 函数 h 和 ; 复合 成 另 一 个 函数 
n, 其 中 n(xz) = 51ogs (x), 验证 一 下 n= 了 oh 和 
f=mokonog. 

或 许 最 初 (包含 ; 和 六 的 分 解 较 好 一 点 , 因为 它 将 f 分 解 成 更 多 的 基本 形式 , 但 
第 二 种 (包含 n) 也 没 错 , 毕竟 n(xz) = 5logs(z) 仍 是 关于 z 的 较为 简单 的 函数 . 

注意 , 函数 的 复合 并 不 是 把 它们 相 乘 . 如 f(x) = zx?2sin(z), f 不 是 两 个 函数 的 
复合 , 因为 对 任意 给 定 的 z, 计算 f(z) 的 值 需要 求解 zz 和 sin(x)( 先 求 哪个 值 都 没 
关系 , 这 与 复合 函数 不 同 ), 然后 将 这 两 个 值 乘 起 来 . 若 令 g(z) = z2, h(x) = sin(z)， 
则 我 们 可 以 写成 f(z) = g(z)h(z) 或 1 = gh. 将 它 与 这 两 个 函数 的 复合 函数 7 = 
goh( 如 下 ) 

jz) = g(h(z)) = g(sin(z)) = (sin(x))? 
即 jz) = sin?(z) 比较 一 下 .函数 1 完全 不 同 于 乘积 x? sin(x), 它 同样 不 同 于 函数 
k 二 og, 函数 上 也 是 g 和 的 复合 洱 数 , 不 过 是 按 另 一 个 顺序 的 复合 : 
k(x) = h(9(2)) = h(z?) = sin(22). 

k 是 另 一 个 完全 不 同 的 函数 . 上述 事实 的 帘 意 在 于 ,函数 的 乘积 和 复合 是 不 同 的 ， 
且 函 数 的 复合 与 函数 顺序 有 关系 , 而 函数 的 乘积 与 函数 顺序 无 关 . 

当 你 将 函数 f 和 g(x) = z -- a(a 是 常数 ) 进行 复合 后 , 就 会 出 现 复合 函数 中 一 
个 简单 但 很 重要 的 例子 . 对 复合 得 到 的 新 函数 pz) = f(z 一 a), 需要 关注 的 是 新 函数 
y = pz) 和 函数 y = f(z) 的 图 像 是 一 样 
的 , 只 不 过 y = h(x) 的 函数 图 像 向 右 平 移 
了 oa 个 单位 .如果 a 是 负 的 ， 那 么 就 是 
向 左 平移 ( 亦 即 ， 向 右 平移 -3 个 单位 与 向 
左 平移 3 个 单位 是 一 样 的 )， 那 么 , 如何 画 
y 二 (x 一 1)? 的 图 像 呢 ? 就 像 画 y = xz? 的 
图 像 一 样 , 只 是 用 > ~ 1 来 代替 z， 所 以 可 图 1.9 
将 函数 y = zx? 向 右 平移 1 个 单位 , 如 图 1-9 所 示 . 
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类 似 地 , y = (z+2)2 的 图 像 是 将 y = zx? 的 图 像 向 左 平移 2 个 单位 , 可 把 (z 十 2) 
理解 为 (z - (--2)). 


1.4 ” 奇 函 数 和 侦 函 数 


一 些 函 数 具有 对 称 性 , 这 便于 对 它们 进行 讨论 . 考虑 定义 为 f(z) = x? 的 函 
数 f, 任 选 一 个 正 数 (我 选 3) 作用 于 函数 f( 得 到 9). 现在 取 该 数 的 负 值 ， 由 我 选 
择 的 数 可 得 -3, 将 其 作用 于 函数 (又 得 到 9)， 不 论 你 选择 的 是 几 , 应 该 跟 我 一 
样 , 两 次 得 到 了 相同 的 值 . 你 可 将 这 种 现象 表示 为 对 所 有 的 z, 有 j(-z) = f(z). 
也 就 是 说 , 若 将 z 作为 了 的 输入 , 会 得 到 和 将 -z 作为 输入 一 样 的 结果 . 注意 到 
9g(z) = x4 和 h(x) = x6 同样 具有 这 种 性 质 . 事实 上 , 当 ”是 偶数 时 (n 可 以 是 负 
数 ), ;(z) = z" 具有 相同 的 性 质 . 受 以 上 讨论 的 启发 , 我们 说 如 果 对 f 定义 域 里 的 
所 有 xz 有 f(x) = f(z), 则 了 是 偶 函 数 . 这 个 等 式 可 以 对 某 些 xz 值 不 成 立 , 但 必须 
对 定义 域 里 的 所 有 z 成 立 . 

现在 , 我 们 对 函数 f(z)= zs 做 相同 的 讨论 . 选择 你 喜欢 的 任 一 正 数 (我 仍 选 3) 
作用 于 /得 到 27), 用 你 选 的 数 的 负 值 再 试 一 遍 , 我 的 数 的 负 值 是 -3, 得 到 一 27,， 
你 应 该 得 到 先前 结果 的 负 值 . 可 以 用 数学 的 方式 将 其 表示 为 j(-z) = 一 f(x). 同样 
地 , 当 n 是 奇数 时 (n 可 以 是 负数 ), j(z) = z”" 具有 相同 的 性 质 . 因此 我 们 说 , 当 对 
f 定义 域内 所 有 z 都 有 f(x) = 一 f(x) 时 , 了 是 奇 函数 . 

总 的 来 说 , 一 个 函数 可 能 是 奇 的 , 可 能 是 偶 的 , 也 可 能 非 奇 非 偶 . 要 记 住 这 一 
点 , 大 多 数 函 数 是 非 奇 非 偶 的 . 从 另 一 方面 来 说 , 只 有 一 个 函数 是 既 奇 又 偶 的 , 它 就 
是 非常 单调 的 对 所 有 x 都 成 立 的 f(x) = 0( 我 们 称 之 为 零 函数 ). 它 为 什么 是 唯一 的 
既 奇 又 偶 函 数 呢 ?我们 证 明 一 下 . 车 函数 /是 偶 函数 , 则 对 所 有 z 有 f (一 z) = f(z); 
但 如 果 同 时 它 又 是 奇 的 , 则 对 所 有 x 有 /-z) = 一 f(z), 用 第 一 个 等 式 减 去 第 二 个 
等 式 , 得 到 0 = 2f(z), 即 Flz) = 0, 这 对 所 有 >z 成 立 , 因此 函数 f 定 是 零 函 数 . 另 
一 个 比较 好 的 结论 是 , 如 果 一 个 函数 是 奇 的 , 并 且 0 在 其 定义 域内 , 则 f(0) = 0. 为 
什么 昵 ? 因为 对 定义 域 里 的 所 有 z, f 都 有 f(--z) = 一 f(z). 我 们 用 0 试 一 下 , 可 得 
f(--0) = 一 了 (0), 但 -0 等 于 0, 因此 f(0) = 一 f(0), 化 简 得 2f(0) = 0, 即 f(0) = 0. 

总 之 , 对 于 一 个 函数 f, 你 怎么 来 判定 它 是 奇 函数 、 偶 函数 或 都 不 是 呢 ? 若是 奇 
函数 或 偶 函 数 又 怎样 昵 ? 我 们 讨论 第 一 个 问题 前 先 来 看 下 第 二 个 问题 . 当知 道 函数 
的 奇偶 性 之 后 , 一 个 比较 好 的 事情 就 是 画 函 数 图 像 比较 容易 了 . 事实 上 , 如 果 你 能 
将 函数 的 右 半 边 图 像 画 出 来 , 那么 画 左 半边 图 像 就 是 小 菜 一 碟 . 我 们 先 讨论 当 f 是 
偶 函 数 时 的 情形 . 因 f(x) = f(x), y = f(x) 的 图 像 在 x 和 -z 坐标 上 方 具 有 相同 
的 高 度 , 且 对 所 有 的 x 都 成 立 , 故 如 下 页 图 1-10 所 示 . 

我 们 得 到 这 样 的 结论 : 偶 函 数 的 图 像 关 于 y 轴 具 有 镜面 对 称 性 . 所 以 , 当 你 画 
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出 偶 函 数 的 右 半 边 图 像 后 ,可 以 通过 将 其 图 像 关于 y 轴 反 射 得 到 它 的 左 半边 图 像 . 
用 y=z2 的 图 像 检 验 一 下 它 的 镜面 对 称 性 . 

男 一 个 方面 , 我 们 讨论 当 /是 奇 函数 的 情形 . 因 f(-zx) = 一 f(z), y = f(z) 图 
像 在 x 坐标 上 方 和 -z 坐标 下 方 具有 相同 的 高 度 . (当然 , 若 f(x) 是 负 的 , 你 可 以 
调换 一 下 “上 方 ” 和 “下 方 ”两 个 词 .) 在 任 一 情形 下 的 图 像 如 图 1-11 所 示 . 


1-10 


现在 是 关于 原点 的 点 对 称 , 即 硝 函数 的 图 像 关 于 原点 有 180° 的 点 对 称 性 . 这 
就 意味 着 如 果 你 只 有 奇 函 数 的 右 半边 图 像 , 就 可 按 下 面 的 方法 得 到 左 半边 的 图 像 . 
假定 曲线 在 纸 上 , 可 以 把 它 拿 起 来 但 不 能 改变 它 的 形状 , 亦 或 用 大 头 针 从 原点 穿 过 
曲线 (要 记 住 奇 函 数 车 在 0 点 有 定义 就 一 定 穿 过 原点 , 然后 将 整个 曲线 旋转 半 轿 ， 
就 得 到 左 半边 图 像 的 样子 了 . (如 果 曲 线 是 不 连续 的 , 即 不 是 连 在 一 起 的 一 条 , 这 个 
方法 就 不 那么 好 用 了 ). 验证 一 下 , 上 面 的 图 像 和 函数 y = z3 的 图 像 具 有 这 样 的 对 
称 性 . 
现在 假设 f 定义 为 f(z) = logs (2zx5 一 6z2 + 3), 你 怎么 确定 f 是 奇 函 数 、 偶 
函数 还 是 都 不 是 呢 ? 方法 就 是 将 每 个 z 替换 为 (-z) 并 计算 f(--z), 一 定 要 记 着 给 
一 x 加 上 小 括号 , 然后 化 简 结 果 . 如 果 你 得 出 了 f(z) 的 表达 式 , / 广 就 是 偶 的 ; 如 果 得 
到 负 的 f( 一 x), f 就 是 奇 的 ; 如 果 得 到 的 结果 既 不 是 f(z) 也 不 是 f( 一 x), 则 了 就 非 
奇 非 偶 (或 之 前 没有 对 结果 进行 充分 的 化 简 ). 由 上 例 , 可 得 
f(—2) = logs (2(—7)° — 6(—2)? + 3) = logs (27x° 一 6z2 + 3), 
本 式 实 际 上 等 于 f(zx) 本身 , 因此 函数 f 是 偶 的 . 那 函 数 
3 3 
人 -生生 um- 到 
的 奇偶 性 如 何 呢 ? 对 函数 g, 我 们 有 
2( 一 z)3 十 (-z) 一 273 一 7 
9 a 3 
现在 可 把 负 号 提 到 前 面 来 , 得 


9( 一 Z) = 


2x 十 了 
3z2 十 昌 ? 


© 
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注意 结果 等 于 -9(z), 即 除了 负 号 以 外 , 剩 下 部 分 就 是 原 函 数 , 因此 9 是 奇 函数 . 那 
函数 疡 呢 ? 我 们 有 


ia 二 2(—z)3+(—z)—1 —2x3—7z—1 


3(-z)2+5 3z2+5 
我 们 再 次 把 负 号 提 到 前 面 来 , 得 
h(_z) = 273 十 ZX 十 1 
3z2 十 5 


咽 , 看 起 来 这 不 是 原 函 数 的 负 值 , 因为 分 子 上 上 有 个 +1, 它 也 不 是 原 函 数 本 身 , 所 以 
函数 h 是非 奇 非 偶 的 . 

我 们 再 看 一 个 例子 . 若 想 证 明 两 个 奇 函 数 之 积 是 偶 函 数 , 该 怎么 做 呢 ? 先 给 事 
物 命名 比较 利于 讨论 , 我 们 就 定义 有 两 个 奇 函 数 f 和 9, 我 们 需要 看 一 下 它们 的 乘 
积 , 因此 定义 它们 的 积 为 h, 即 定义 了 h(x) = f(z)g(z), 目的 是 要 证 明 h 是 偶 的 . 一 
般 地 , 我 们 也 需要 证 明 h(x) = h(z). 因 了 和 9g 都 是 奇 的 , 注意 到 (zx) = 一 了 (x)， 
g(-z) = -9g(z) 会 有 所 帮助 . 我 们 从 1 一 z 开始 , 因为 h 是 f 和 g 的 乘积 有 
h( 一 2) = f( 一 z)g( 一 x), 利用 f 和 9g 的 奇 函数 性 质 将 等 式 右边 表示 为 (一 f(x))(-g(x))， 
负 号 提 到 前 面 消 掉 , 由 此 得 到 跟 f(z)g(z) 一 样 的 结果 , 当然 等 于 h(xz). 我 们 可 以 (也 
应 该 ) 把 上 述 过 程 用 数学 式 表 示 为 : 

Ah(—2) = f(—z)g9(-z) = (—f{(2))(—9(2)) = f(2)9(7) = h(x). 
总 之 , 由 h( 一 zx) = h(x) 可 得 函数 h 是 偶 函 数 . 现在 你 可 以 证 明 两 偶 沙 数 之 积 仍 为 
偶 函 数 , 奇 函 数 和 偶 函 数 之 积 是 奇 函 数 . 马上 试 一 下 吧 ! 


1.5 ”线性 函数 的 图 像 


形 如 f(x) = mz +b 的 函数 叫做 线性 函数 . 如 此 命名 原因 很 简单 : 因为 它们 的 
图 像 是 直线 . 直线 的 斜率 是 m. 设想 一 下 , 此 时 此 刻 你 
就 在 这 页 纸 中 , 这 条 直线 就 像 是 座 山 , 你 从 左 向 右 开始 
登山 . 见 图 1-12. 

如 果 像 上 图 一 样 , 斜率 m 为 正 数 , 那么 你 正在 上 山 . 
m 越 大 , 这 段 山 路 就 越 陡 . 相反 , 如 果 m 为 负数 , 那么 
图 112 你 正在 下 山 . m 的 数值 越 小 ( 即 绝对 值 越 大 ), 这 段 山 路 
就 越 陡 . 如 果 斜 率 为 0, 这 段 山 路 就 是 水 平 的 , 你 既 不 在 

上 山 , 也 不 在 下 山 , 仅仅 是 在 沿 一 条 直线 前 行 . 
你 仅仅 需要 确认 两 个 点 , 就 可 以 画 出 线性 函数 的 图 像 , 因为 两 点 确定 一 条 直线 . 
你 所 要 做 的 就 是 把 尺子 放 在 这 两 点 上 , 轻 轻 一 连 就 行 了 . 其 中 一 点 很 容易 找 , 就 是 
y 轴 的 截 距 . 设 z = 0, 很 显然 y= m x0+p= 也 就 是 说 , y 轴 的 截 距 为 5, 所 以 
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直线 通过 (0, 0) 这 点 . 我 们 可 以 通过 找 z 轴 的 截 距 来 
找 另 一 点 , 设 y 为 0, 求 x 的 值 . 这 两 种 求 点 的 方法 
很 实用 , 但 有 两 个 特殊 情况 需要 考虑 . 情况 一 : b = 0， 
这 时 函数 变 为 y = mxz， 直线 通过 原点 , z 轴 和 y 畏 
的 截 距 都 为 零 ， 接 下 来 再 求 男 一 点 , 把 x = 1 代入 ， 
可 得 y = m. 所 以 , 直线 y = mz 通过 原点 和 (1, m) 
这 两 点 . 例如 , 直线 y = -2z 通过 原点 以 及 (1, -2)， 
如 图 1-13 所 示 . 

情况 二 : 当 m = 0, 这 时 函数 变 为 y = b, 是 一 条 
通过 (0,5) 的 水 平 直线 . 


图 1-13 


下 面 举 一 个 有 趣 的 例子 , 考虑 函数 y = 2 -1 © 
很 显然 , y 轴 截 距 为 -1, 斜率 为 1/2. 为 画 这 条 直线 ， 
我 们 还 需要 求 出 z 轴 的 截 距 , 通过 设 y = 0 可 以 得 
出 0= 3z 一 1, 化 简 后 得 出 z=2. 图 像 如 图 1-14 所 示 . 
现在 我 们 假设 你 知道 平面 上 有 一 条 直线 , 但 不 知 
道 它 的 方程 ， 如 果 你 知道 这 条 直线 通过 某 一 固定 的 
图 1.14 点 以 及 它 的 斜率 , 就 会 很 容易 地 找到 它 的 方程 . 你 真 
的 很 有 必要 去 掌握 这 种 方法 ， 因 为 它 经 常 出 现 ， 这 

个 公式 叫 直 线 方程 的 点 ~ 斜 式 , 其 文字 表达 方式 如 下 : 


| 如 果 已 知 直 线 通过 点 (zo, yo), 斜率 为 m, 则 它 的 方程 为 ywm 一 m(z 一 zo).| 


例如 , 如 果 已 知 一 条 直线 通过 (2,5), 斜率 为 -3, 如 何 求 它 的 方程 ? 方程 为 y 一 5= 
一 3(z - (-2)), 化 简 后 结果 为 y = -3z 一 1. 

有 时 你 不 知道 直线 的 斜率 , 但 知道 它 通过 哪 两 点 . 怎样 求 它 的 方程 ? 解决 问题 O 
的 技巧 在 于 如 何 求 它 的 斜率 , 再 用 刚才 的 方法 去 求 出 方程 . 首先 需要 知道 的 是 : 


| 如 果 一 条 直线 通过 (z1, yi) 和 (z2，yo), 则 它 的 斜率 等 于 po | 


问题 : 如 何 求 通过 (-3, 4) 和 (2, -6) 的 直线 方程 . 首先 , 求 它 的 斜率 : © 
斜率 = -6-4 _ -10__， 
2-(-3) 5 


我 们 现在 知道 该 直线 通过 (--3,4) 斜率 为 -2, 所 以 它 的 方程 为 yY 一 4= 一 2(z 一 (-3))， 
化 简 后 为 y = -2z - 2. 同样 , 我 们 也 可 以 使 用 另 一 点 (2,-6) 斜率 为 -2, 方程 为 
一 (-6) = -2(z 一 2), 化 简 后 为 y = -2z - 2. 你 会 发 现 , 无 论 使 用 哪 一 个 点 , 最 后 
得 到 的 结果 都 是 相同 的 . 
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1.6 ”常见 函数 及 其 图 像 


下 面 是 你 应 该 知道 的 最 重要 的 方程 . 

(1) 多 项 式 ” 有 许多 函数 是 基于 z 的 非 负 次 寡 建 立 起 来 的 . 你 可 以 以 1、.z、z2 zs 
等 为 基本 项 , 然后 用 实数 同 这 些 基 本 项 做 乘法 , 最 后 把 有 限 个 这 样 的 项 加 到 一 起 , 例 
如 , 多 项 式 f(x) = 5z4 -4z3 上 10 是 由 x4 的 5 倍加 zx3 的 -4 倍加 10 而 形成 的 . 你 
可 能 也 想 加 中 间 的 基本 项 zz 和 z ,但 是 由 于 它们 没有 出 现 , 所 以 我 们 可 以 说 零 倍 的 
z2 和 零 倍 的 xz. 基本 项 z 的 倍数 叫做 x" 的 系数 . 例如 , 刚才 的 多 项 式 zt、zx3、zx?、z 
和 常数 项 的 系数 分 别 为 5、-4、0、0 和 10. (顺便 问 一 下 , 为 什么 有 x 和 了 的 形式 ? 
这 两 项 看 上 去 与 其 他 项 不 同 , 但 实际 上 是 一 样 的 , 因为 x = zx1,1 = x0.) 最 大 的 塞 
指数 n( 该 项 系数 不 能 为 零 ) 叫做 多 项 式 的 度数 . 例如 上 述 多 项 式 的 系数 为 4, 因为 
不 存在 比 4 大 的 z 的 宕 指数 . 度数 为 n 的 多 项 式 的 通 式 的 数学 写法 为 ; 

D(Z) = an2Zn 十 an_1Zn 十 十 aaz2 十 az 十 ao， 
其 中 on 为 z” 的 系数 , on 1 为 z*-! 的 系数 , 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 项 ao 的 系数 
为 1. 

因为 z” 是 所 有 多 项 式 的 基本 项 , 你 应 该 知道 它们 的 图 像 是 什么 样 的 . 偶 次 寡 
的 图 像 之 间 是 非常 类 似 的 , 同样 奇 次 备 的 图 像 之 间 也 很 类 似 . 图 1-15 是 从 zo 到 x7 
的 图 像 . 


A 
此 本 于 十 


图 1-15 


一 般 的 多 项 式 的 图 像 是 很 难 画 的 . 除非 是 很 简单 的 多 项 式 , 否则 zx 轴 的 截 距 都 
很 难 找到 . 但 是 多 项 式 最 左 端 和 最 右 端 的 走势 是 很 容易 判断 的 . 这 是 由 最 大 度数 的 
项 的 系数 决定 的 , 该 系数 叫做 主导 系数 . on 就 为 上 述 多 项 式 通 式 的 主导 系数 . 例如 ， 
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我 们 刚才 提 到 的 5z4 一 4z3 + 10 多 项 式 , 5 为 它 的 主导 系数 . 实际 上 , 我 们 只 需 考虑 
主导 系数 正 负 以 及 多 项 式 度数 的 奇偶 就 能 决定 图 像 两 端的 走势 了 .所 以 对 于 图 像 
两 端的 走势 共有 如 下 4 种 情况 , 如 图 1-16 所 示 . 


th 


n 为 偶数 , m > 0 n 为 奇数 , as > 0 n 为 偶数 , a, < 0 n 为 奇数 , a, < 0 
图 1-16 


上 述 图 像 的 中 间 部 分 是 由 多 项 式 的 其 他 项 决定 的 .图 像 仅仅 准确 地 显示 出 了 
左右 两 端的 走势 . 例如 多 项 式 5z4 -- 4z3 + 10 同 最 左边 的 图 像 很 类 似 , 因为 n= 4 
为 偶数 , an = 5 为 正 数 . 

我 们 讨论 一 下 度数 为 2 的 多 项 式 , 又 叫 二 次 函数 . 不 用 传统 的 写法 p(x) = 
a222 十 Qi2 十 ao, 我 们 用 一 种 更 容易 的 写法 来 表达 二 次 函数 p(z) = az2 +bz +c. 根 
据 判别 式 的 正 负 可 以 决定 二 次 函数 到 底 有 二 个 、 一 个 还 是 没有 实数 解 . 通常 我 们 用 
希腊 字母 A 来 表示 判别 式 A = 如 一 4ac. 共有 三 种 可 能 性 . 情况 一 : A > 0, 有 两 个 
不 同 的 解 ; 情况 二 : A = 0, 只 有 一 个 解 , 也 可 以 说 有 两 个 相同 的 解 ; A < 0, 在 实数 
范围 内 无 解 . 对 于 前 两 种 情况 解 为 : 

一 5) 士 V 到 二 4ac 


2a 
注意 该 表达 式 根 号 下 为 判别 式 . 二 次 函数 的 一 个 重要 技术 是 配方 . 下 面 我 用 实例 说 
明 . 考虑 二 次 函数 2z2 _ 3z + 10. 第 一 步 是 把 二 次 项 的 系数 提出 来 2 (0-3e+5). 
这 时 该 一 次 玉 数 训 变 为 二 次 项 系数 为 1 的 函数 . _ 蘑 来 我 们 考虑 z 的 系数 ->， 


被 2 除 得 一 > 2 再 平方 得 二 16" 我 们 希望 系数 为 8 -而 不 是 5, 下 面 我 们 做 一 些 脑 
练习 : 


3 3 9 9 
2 
为 什么 要 加 一 次 了 3 ;又 减 一 次 六 ， 呢 ? 因为 这 样 的 话 , 前 三 项 为 平方 形式 (2-3). 


这 时 , 我 们 得 到 : 


3 3 9 9 3\2 9 
2 二 二 二 二 一 -二 
Lx 37+5= (= 37+ 1 十 5 一 16 = (2 3) 十 5 16: 


接 下 来 , 只 剩 最 后 一 小 步 5 - 9 . 5 最 后 恢复 系数 2, 我 们 有 : 
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3 3\* 71 3 71 
2 一 一 2 -二 二 一 一 一 | 一 一 一 一 
27 37 十 10 2 (2 2+5) 2 (( ) + 号 2(z ) t+- 


可 以 发 现 , 这 是 一 种 更 好 的 二 次 函数 形式 . 你 一 定 要 学 会 如 何 配 方 , 因为 我 们 要 在 
第 18 和 第 19 章 用 这 个 技巧 . 


(2) 有 理 函 数 2 这 种 形式 的 函数 , 其 中 p 和 g 为 多 项 式 , 叫做 有 理 函 数 


有 理 函 数 变化 多 样 , 它 的 图 像 根据 p 和 g 两 个 多 项 式 的 变化 而 变化 . 最 简单 的 有 理 
函数 是 多 项 式 本 身 , 即 g(x) 为 1 的 有 理 函 数 . 另 一 个 简单 的 例子 是 1/z”, 其 中 n 
为 正 整 数 . 我 们 看 图 1-17 中 一 些 有 理 函 数 的 图 像 . 


证 下 让 


图 1-17 


奇 次 赛 的 图 像 之 间 类 似 , 偶 次 寡 的 图 像 之 间 也 很 类 似 . 这 些 图 像 很 值得 一 看 . 

(3) 指数 函数 和 对 数 函 数 ”知道 指数 函数 的 图 像 是 很 必要 的 . 例如 , 下 图 是 y = 
27 的 图 像 . 

y = bY(b > 1) 的 图 像 与 上 图 很 类 似 ， 有 几 点 值得 注意 . 首先 , 该 函数 的 定义 
域 为 全 体 实 数 ; 其 次 , y 轴 的 截 距 为 1 并 且 值 域 为 大 于 零 的 实数 ; 最 后 , 左 端的 水 
平 渐 近 线 为 x 轴 . 再 强调 一 下 , 该 图 像 非常 接近 于 x 轴 , 但 永远 不 会 接触 到 > 轴 ， 
无 论 在 你 的 图 形 计算 器 上 多 么 接近 . (在 第 3 章 的 学 习 中 , 我 们 会 再 次 见 到 渐 近 线 .) 
=2-? 与 y= 2* 关于 y 轴 对 称 , 如 图 1-18 所 示 . 
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如 果 底 小 于 1, 情况 会 是 怎样 ?例如 , 考虑 y 一 (3) 的 图 像 .我们 发 现 G3) - 


1.6 常见 函数 及 其 图 像 ”19 


1/2 = 2 因为 对 于 任意 mn,2-* 与 (二 均 相 等 ,所 以 图 118 中 y = 2 的 图 
像 也 是 4 一 (3) 的 图 像 . 同 理 可 得 任何 y 二 ze(0 < 5 < 1) 的 图 像 

由 于 y = 2z 的 图 像 满足 水 平 线 检验 , 所 以 该 函数 有 反 函 数 . 这 个 反 函数 就 是 以 
2 为 底 的 对 数 y = logo(z). 以 直线 y = z 为 对 
称 畏 , y = logs(zx) 如 图 1-19 所 示 . 

注意 , 它 支持 了 我 之 前 所 说 的 负数 及 0 不 
能 求 对 数 的 说 法 . 该 函数 的 定义 域 为 (0, +oo)， 
值 域 为 全 体 实数 , y 轴 为 垂直 浙 近 线 . log,(z) 
(5 > 1) 的 图 像 都 是 很 相似 的 ， 对 数 函 数 在 向 
积分 的 学 习 中 是 很 重要 的 , 你 一 定 要 学 会 怎样 。 
去 画 上 面 的 图 像 . 我 们 将 在 第 9 章 学 习 对 数 函 图 119 
数 的 特性 . 

(4) 三 角 函 数 “ 三 角 函 数 很 重要 , 所 以 整个 下 一 章 将 对 其 作 详细 的 介绍 . 

(5) 带 有 绝对 值 的 函数 “我 们 研究 由 f(z) = |z| 定义 的 绝对 值 函 数 . 该 函数 的 
定义 为 : 


7 一 2 镜像 (y=D 


1 
有 


y=log,(7) 


另 一 个 研究 这 个 绝对 值 函数 的 方法 是 数 轴 上 0 和 zx 的 距离 . 更 概括 地 说 , 你 也 应 该 
知道 : 


[ 1s 一 让 是 数 轴 上 在 > 入 两 点 间 的 距离 .] 
例如 , 假设 你 需要 去 找 不 等 式 jz - 1| < 3 在 数 轴 上 的 覆盖 区 域 . 我 们 能 解释 该 不 等 
式 为 > 和 1 之 间 的 距离 小 于 或 等 于 3. 也 就 是 说 , 我 们 要 找到 所 有 与 1 之 间 的 距离 
不 大 于 3 的 点 . 所 以 我 们 画 一 个 数 轴 并 标记 1 的 位 置 , 如 图 1-20 所 示 ; 
1 
1-20 
距离 不 大 于 3 的 点 最 左 到 -2 最 右 到 4 所 以 区 域 如 图 1-21 所 示 : 
3 单位 3 单位 


二 一 一 -一声 一 > 


图 1-21 
所 以 |z -1| < 3 所 表示 的 区 域 为 [-2, 44. 
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而 且 我 们 知道 |z| = Vz2. 可 以 校 验 一 下 , 当 z > 0, 显然 Vvzz = zx; 如果 z < 0， 
Vz5 = z 这 个 表达 式 就 错 了 , 因为 左边 为 正 , 右边 为 负 . 正确 的 表达 式 为 Vz? = 一 zx， 
这 次 右边 为 正 了 , 负 负 得 正 . 如 果 你 再 重新 看 一 次 |z| 的 定义 , 会 发 现 我 们 已 经 证 明 
了 lz| = Vz2. 尽管 这 样 , 对 于 |z| 这 个 函数 , 最 好 是 用 分 段 函数 去 定义 . 

最 后 我 来 说 说 函数 的 图 像 . 如 果 你 知道 一 个 函数 的 图 像 , 那么 可 以 得 到 函数 绝 
对 值 的 图 像 , 即 以 > 轴 为 对 称 轴 , 把 zx 轴 下 方 的 图 像 映 射 上 来 , x 轴 上 方 的 图 像 不 
变 . 例如 , 对 于 |z| 的 图 像 , 可 以 通过 翻转 y = z 在 z 轴 下 方 的 部 分 得 到 , 图 y = |z| 
的 图 像 如 图 1-22. 
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怎样 画 y = |logs(z)| 的 图 像 呢 ? 使 用 图 像 对 称 的 原理 , 则 这 个 绝对 值 函 数 的 图 
像 如 图 1-23. 


y= |log2(2)| 


镜像 (z 轴 ) 


图 1-23 


除了 三 角 函 数 要 在 下 一 章 讲 外 , 这 是 我 在 函数 部 分 要 讲解 的 所 有 内 容 . 希望 你 
在 学 习 本 章 后 能 够 获 益 良 多 . 本 章 中 的 大 部 分 知识 将 在 微 积分 中 被 反复 使 用 , 所 以 
希望 你 能 尽快 掌握 这 些 知识 . 
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学 习 微 积分 必须 要 了 解 三 角 学 . 说 实话 , 我 们 一 开始 不 会 看 到 很 多 有 关 三 角 的 
内 容 , 但 是 当 它们 出 现 的 时 候 , 并 不 会 让 我 们 感觉 很 容易 . 因此 , 我 们 不 妨 对 三 角 学 
中 最 重要 的 方面 进行 一 次 全 面 的 回顾 . 

。 用 弧度 度量 的 角 与 三 角 函 数 的 基本 知识 ; 

。 实 轴 上 的 三 角 函 数 (不 只 是 介 于 0。 和 90° 的 角 ); 

。 三 角 函 数 的 图 像 ; 

。 三角 恒 等 式 . 
现在 到 了 刷新 记忆 的 时 候 了 .……: 


2.1 基本 知识 


首先 要 提醒 的 是 弧度 的 概念 ,旋转 一 周 , 我 们 说 成 2 强度 而 不 是 360°. 这 似 
乎 有 点 古怪 , 但 有 一 个 原因 , 那 就 是 半径 为 1 个 单位 的 圆 的 周 长 是 2r 个 单位 . 事 
实 上 , 这 个 圆 横 形 弧 长 正好 是 棉 和 角 , 如 图 2-1 所 示 . 


9 单位 


0 弧度 
“NN 


图 2-1 


这 幅 图 很 美观 也 很 完善 , 其 主旨 就 是 让 我 们 轻松 面 对 用 度 和 弧度 表达 的 最 常见 的 
角 , 首先 , 你 应 该 能 够 绝对 轻松 地 想到 , 90° 和 my/2 弧度 是 一 样 的 . 类 似 地 , 180。 和 
A 骤 度 是 一 样 的 , 270? 和 3x/2 绝 度 是 一 样 的 . 一 旦 你 的 脑海 里 已 经 有 了 这 种 想法 ， 
那 就 请 试 着 将 图 2-2 中 所 有 的 角 在 度 与 弧度 之 闻 反 复 转换 吧 : 
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更 一 般 地 , 如 果 需 要 的 话 , 你 也 可 以 使 用 公式 
用 弧度 度量 的 角 = -x 用 度 度量 的 角 . 


180 


例如 , 要 想 知道 5r/12 弧度 是 多 少 度 , 我 们 求解 下 式 
否 = 高 x 用 度 计量 的 角 
就 会 发 现 5r/12 弧度 就 是 (180/r) x (5r/12) = 75°. 事实 上 , 我 们 可 以 将 弧度 和 度 


1 J 


邻 边 
图 2-3 


那么 , 基本 公式 为 


的 转换 看 成 是 一 种 单位 的 转换 , 如 英里 和 公里 的 转换 
一 样 . 转换 因数 就 是 r 弧度 等 于 180 度 . 

到 目前 为 止 , 我 们 仅仅 研究 了 角 , 让 我 们 继续 来 
看 看 三 角 函 数 吧 , 显然 , 我 们 必须 要 知道 的 是 如 何 由 
三 角形 来 定义 三 角 函 数 . 假设 , 我 们 有 一 个 直角 三 角 
形 , 除 直角 外 的 其 余 一 角 被 记 为 9, 如 图 2-3. 


sin (0) = 对 注 ， cos(9) = 出 六 及 tan (0) = 对 党 


当然 , 如 果 我 们 移动 角 9, 那么 也 必须 移动 其 对 边 和 


邻 边 , 如 图 2-4 所 示 . 


A 
这 没什么 大 惊 小 怪 的 , 对 边 就 是 对 着 角 6 的 边 ， 2 
而 邻 边 则 是 换 着 角 6 的 边 . 尽管 如 此 , 斜 边 始终 保持 


不 变 : 它 是 最 长 的 那 条 边 , 并 始终 面 对 直 和 角 . 


对 边 
图 2-4 


我 们 也 会 用 到 余 割 , 正 割 和 余 切 这 些 倒数 函数 ， 


其 定义 如 下 : 


csc(z) = 


sin(zx) 


1 1 
， sec(Z) 一 本末 及 cot(z) = tn) 
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如 果 你 想 要 计划 参加 一 次 微 积分 的 考试 (或 者 即使 你 没有 这 种 想法 ), 我 的 一 
点 建议 就 是 : 请 熟 记 常用 角 0,r/6,r/4,r/3,r/2 的 三 角 函 数值 . 例如 , 如 果 不 思 考 ， 
你 能 化 简 sin (x/3) 吗 ? tan (x/4) 又 会 如 何 呢 ? 如 果 你 不 能 , 那么 , 充其量 你 是 想 用 
三 角形 来 求解 , 这 只 是 在 浪费 时 间 . 最 糟糕 的 是 , 你 求解 过 程 中 总 不 化 简 答案 , 这 样 
就 会 丢失 很 多 轻松 得 分 点 . 解决 的 方法 就 是 要 熟 记 下 表 : 


0 工 下 亚 工 

6 4 3 2 

sin 0 1 工 V3 1 
2 v2 2 

wos 1 V3 1 1 0 
? V2 2 

tan 0 -一 1 V3 克 


上 表 中 的 星 号 表示 tan (x/2) 无 定义 . 事实 上 , 正切 函数 在 x/2 处 有 一 条 垂直 渐 近 
线 (从 图 像 上 看 会 很 清楚 , 我 们 将 在 接 下 来 的 2.3 节 中 对 此 进行 研究 ). 无 论 如 何 , 你 
必须 能 够 熟练 地 说 出 该 表 中 的 任意 一 项 , 不 管 从 前 往 后 说 还 是 从 后 往 前 说 ! 这 意味 
着 你 必须 能 够 回答 两 类 问题 . 下 面 就 是 每 种 类 型 的 例子 : 

(1) sin (x/3) 是 什么 ? (使 用 该 表 , 答案 是 V3/2. ) 

(2) 介 于 0 和 x/2 间 , 其 正弦 值 为 V3/2 的 角 是 什么 ? (显然 , 答案 是 /3. ) 
当然 , 你 必须 能 够 回答 该 表 中 的 每 一 项 所 对 应 的 这 两 类 问题 . 就 算 我 请 求 大 家 , 请 
背 熟 这 张 表 吧 ! 数学 不 是 死记 硬 背 , 但 有 些 内 容 是 值得 去 记忆 的 , 而 这 张 表 一 定 列 
在 了 记忆 的 名 单 上 . 因此 , 自己 做 些 卡 片 , 让 你 的 朋友 来 测验 你 , 一 天 花 上 一 分 钟 的 
时 间 , 无 论 这 会 对 你 起 到 怎样 的 作用 , 请 背 熟 这 张 表 吧 . 
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上 表 (你 背 熟 了 吗 ? ) 仅仅 包括 一 些 从 0 到 nj/2 变化 的 角 . 我 们 想 取 任意 角 ， 
甚至 一 个 负 角 的 正 蓄 或 余弦 , 情况 也 可 能 会 是 这 样 . 对 于 正切 函数 , 我 们 一 定 要 更 
小 心 些 . 例如 , 上 面 我 们 看 到 的 tan (x/2) 是 无 定义 的 . 尽管 如 此 , 我 们 还 是 能 够 对 几 
平 每 一 个 , 甚至 是 最 负 的 角 取 正切 . 到 

让 我 们 首先 来 看 看 介 于 0 和 2x( 记 住 ， 工 ! 
2r 就 是 360°) 间 的 角 吧 , 假设 , 你 想 要 计 
算 sin(g)( 或 cos (9) 或 tan (9)), 其 中 , 6 ™ 0 2 
是 从 0 到 r/2 变化 的 角 . 为 了 看 得 更 清 
楚 , 我 们 先 来 画 一 个 带 有 一 点 古怪 标记 的 
坐标 平面 , 如 图 2-5 所 示 . 图 25 

请 注意 ， 坐 标 轴 将 平面 分 成 了 四 个 


I IV 


BE 
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象限 , 标记 为 1 到 4( 以 罗马 数字 表示 的 ), 且 标 记 的 走向 为 逆 时 针 方 向 , 这 些 象限 分 
别 被 称 为 第 一 象限 , 第 二 象限 , 第 三 象限 和 第 四 象限 . 下 一 步 是 要 画 一 条 始 于 原点 
的 射线 (就 是 半 直 线 ). 那么 究竟 是 哪 一 条 射线 昵 ? 这 取决 于 角 0. 来 想象 一 下 , 你 自 
己 站 在 原点 上 , 面向 z 轴 的 正 半 轴 . 现在 沿 着 逆 时 针 方向 转动 9 角 , 然后 , 沿 着 一 
条 直线 向 前 走 . 你 的 足迹 就 是 你 要 找 的 那 条 射线 了 . 
现在 , 图 2-2 中 的 其 他 标记 就 很 有 意义 了 . 事实 上 , 如 果 你 转动 了 x/2 角 , 你 将 
面 对 本 页 并 且 你 的 足迹 将 勾勒 出 y 轴 的 正 半 轴 . 如 果 你 转动 了 角 , 你 将 得 到 z 轴 
的 负 半 轴 . 如 果 你 转动 了 3m/2 角 , 你 将 得 到 y 轴 的 负 半 轴 . 最 后 , 如 果 你 转动 了 2r 
角 , 那么 你 又 会 回 到 你 起 始 的 那个 位 置 , 即 面向 > 轴 的 正 半 轴 . 这 就 像 你 根本 就 没有 
和 转动 一 样 ! 这 就 是 为 什么 那 张 图 中 会 有 0 = 
1 I 2r. 对 于 角度 而 言 , 0 和 2r 是 等 价 的 . 
好 了 , 让 我 们 取 某 个 角 9 并 以 恰当 的 


x 0(=27) 方式 画 出 它 吧 .也许 它 就 在 第 三 象限 的 某 
9 个 地 方 , 如 图 2-6 所 示 . 
III Tv 请 注意 , 我 们 将 这 条 射线 标记 为 0, 而 
至 不 是 这 个 角 本 身 . 不 管 怎样 , 现在 , 我 们 在 
2-6 这 条 射线 上 选取 某 个 点 并 从 该 点 画 一 条 垂 
线 至 z 轴 . 


我 们 对 三 个 量 感 兴趣 : 该 点 的 x 坐标 
和 y 坐标 (当然 它们 被 称 为 x 和 vy! ), 以 及 
该 点 到 原点 的 距离 , 我 们 称 为 +. 注意 , zx 和 
y 可 能 会 同时 为 负 (事实 上 , 在 图 2-6 中 它 
们 均 为 负 ). 然而 , 7 总 是 正 的 , 因为 它 是 距 
离 . 事实 上 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 即 勾 股 
定理 ), 不 管 zx 和 y 是 正 还 是 负 , 我 们 总 会 
有 7 = wz2 十 只 ， (平方 会 消除 任何 负 号 ， 
如 图 2-7 所 示 .) 

拥有 这 三 个 量 , 我 们 就 可 以 定义 如 下 的 三 个 三 角 函 数 了 : 

sin(0) = < cos(0) = 了 及 tan(b) = 由 
我 们 将 量 x, y 和 > 分 别 解释 为 邻 边 , 对 边 和 斜 边 , 这 些 恰好 就 是 2.1 节 中 的 固定 公 
式 了 . 先 别 急 , 如 果 你 在 那 条 射线 上 选取 了 另外 一 个 点 , 那 会 是 什么 样子 呢 ? 这 不 
要 紧 , 因为 你 得 到 的 新 的 三 角形 和 原来 的 那个 三 角形 是 相似 的 , 且 上 述 比值 不 会 受 
到 任何 影响 . 事实 上 , 我 们 假设 r = 1 总 会 很 方便 , 这 样 得 到 的 点 (xz, y) 会 落 在 所 
©O 亩 的 单位 圆 (就 是 以 原点 为 中 心 , 半径 为 1 的 圆 ) 上 . 


0( 三 2r) 
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现在 , 让 我 们 来 看 一 个 例子 . 假设 , 我 们 想 求 sin (7r/6). 那么 7r/6 会 在 第 几 象 
限 呢 ? 我 们 需要 决定 7ry/6 会 出 现在 列表 0, x/2, zx, 3r/2, 27 的 哪个 地 方 . 事实 上 ， 
7/6 大 于 1 但 小 于 3/2, 故 7r/6 介 于 x 和 3r/2 之 间 . 事实 上 , 图 2-8 看 起 来 很 像 
上 面 的 例子 . 

因此 , 角 7rxy/6 在 第 三 象限 . 我 们 先是 选 要 
取 了 该 条 射线 上 的 一 点 ,该 点 至 原点 的 距 
离 = 1, 然后 从 该 点 至 > 轴 做 了 一 条 垂 线 . 
由 上 述 公 式 我 们 可 知 , sn (9) = y/r =y ( 因 
为 + = 1), 因此 , 我 们 确实 要 求 出 y. 好 吧 ， 
那个 小 角 , 就 是 介 于 在 7x/6 处 的 射线 和 z 
轴 的 负 半 轴 之 间 的 角 (其 本 身 即 为 x) 一 定 
是 这 两 个 角 的 差 , x/6， 这 个 小 角 被 称 为 参 
考 角 . 一 般 来 说 , 9 的 参考 角 是 介 于 表示 角 


9 的 射线 和 z 轴 间 的 最 小 的 角 , 它 必须 位 于 0 与 了 之 间 . 在 我 们 的 例子 中 , 到 z 轴 
的 最 短路 径 是 向 上 , 所 以 参考 角 如 图 2-9. 
和 因此 , 在 那个 小 三 角形 中 , 我 们 知道 + = 1， 
以 及 角 为 x/6. 我 们 得 出 y = sin (r/6) = 
1/2， 不 会 再 有 其 他 的 答案 了 ! 由 于 我 们 
o=2 ”在 zxz 轴 的 下 方 , y 一 定 为 负 值 . 也 就 是 说 ， 
y = 一 1/2. 因为 sn(g = y, 我 们 就 证 明了 
sin (7r/6) = 一 1/2. 对 于 余弦 来 说 , 我 们 也 
可 以 重复 这 个 过 程 , 求 出 x = 一 cos (7/6) = 
图 2.9 一 V3/2. 毕竟 , 由 于 点 (z, y) 在 y 轴 的 左 
侧 , 因此 x 必须 为 负 . 这 样 我 们 就 证 明了 
cos (7r/6) = 一 V3/2, 并 且 识 别 出 点 (z,y) 即 为 点 (V3/2, 一 1/2). 
2.2.1 ASTC 方法 


上 例 中 的 关键 是 将 sin (7x/6) 和 sin (r/6) 联系 起 来 , 其 中 , x/6 是 7mr/6 的 参考 
角 . 事实 上 , 并 不 难看 出 任意 角 的 正弦 就 是 其 参考 角 正 弦 的 正 值 或 负 值 ! 这 就 使 问 
题 的 关键 缩小 到 两 种 可 能 性 上 , 而 且 没 有 必要 再 混乱 x, y 或 + 了 . 因此 , 在 我 们 的 
例子 中 , 我 们 只 需要 求 出 7r/6 的 参考 角 , 即 r/6; 这 就 会 立即 告诉 我 们 sin (7x/6) 
等 于 sin (x/6) 或 -sin (mx/6), 并 且 我 们 只 需要 确保 我 们 得 到 的 是 正确 的 结果 . 我 们 
已 经 看 到 结果 是 负 的 , 因为 y 是 负 的 . 

事实 上 , 在 第 三 或 第 四 象限 中 任意 角 的 正 获 必定 为 负 , 因为 那里 的 y 为 负 . 类 
似 地 , 在 第 二 或 第 三 象限 中 任意 角 的 余弦 必定 为 负 , 由 于 那里 的 z 为 负 . 正切 是 比 


0(=2x) 
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值 y/z, 它 在 第 二 和 第 四 象限 为 负 (由 于 xz 和 y 中 的 一 个 为 负 , 但 不 全 为 负 ), 而 在 
第 一 和 第 三 象限 为 正 . 

让 我 们 以 文字 和 图 像 相 结合 的 方式 来 总 结 一 下 
这 些 研究 成 果 吧 ，、 首 先 , 所 有 三 个 函数 在 第 一 象限 
(1) 中 均 为 正 . 在 第 二 象限 (ITD) 中 , 只 有 正弦 为 正 ; 其 
他 两 个 函数 均 为 负 . 在 第 三 象限 (IITD 中 , 只 有 正切 
为 正 ; 其 他 两 个 函数 均 为 负 . 最 后 , 在 第 四 象限 (IV) 
中 , 只 有 余弦 为 正 ; 其 他 两 个 函数 均 为 负 . 如 图 2-10 
所 示 . 

事实 上 , 你 只 需要 记 住 图 表 中 的 字母 ASTC 就 
行 了 .， 它们 会 告诉 你 在 那个 象限 中 哪个 函数 为 正 . 
“A” 代 表 “全部”, 意味 着 所 有 的 函数 在 第 一 象限 均 为 正 . 显然 , 其 余 的 字母 分 别 代 
表 正 弦 , 余 切 和 余弦 ， 在 我 们 的 例子 中 , 7ry/6 在 第 三 象限 , 所 以 只 有 正切 函数 在 那 
里 为 正 . 特别 地 , 正弦 函数 为 负 , 由 于 我 们 已 经 把 sin (7r/6) 的 可 能 取 值 缩小 到 1/2 
或 -1/2 了, 因此 , 结果 一 定 是 负 的 . 我 们 也 确实 得 到 了 sin (7r/6) = -1/2. 

ASTC 图 表 唯 一 的 问题 就 是 它 没 有 告诉 我 们 如 何 处 理 角 0, x/2, r 或 3r/2， 
为 它们 都 位 于 坐标 轴 上 . 这 种 情况 下 , 最 好 是 先 忘记 所 有 ASTC 的 内 容 , 然后 以 恰 
当 的 方式 画 一 个 y = sin (z)( 或 cos (z), 或 tan (x)) 的 图 像 , 并 且 从 图 像 中 读 取 数 值 , 
我 们 将 在 2.3 节 对 此 进行 研究 . 

同时 , 这 里 有 一 张 ASTC 方法 的 总 结 表 , 用 来 求 介 于 0 到 27 的 角 的 三 角 函 数 
的 值 : 

(1) 画 出 象限 图 表 , 确定 在 该 图 中 你 感 兴趣 的 角 在 哪里 , 然后 , 在 图 表 中 标 出 该 角 . 

(2) 如 果 你 想 要 的 角 在 z 或 y 轴 ( 即 没有 在 任何 象限 中 ) 上 , 那么 , 就 画 出 三 角 
函数 的 图 像 , 从 图 像 中 读 取 数值 (2.3 节 有 一 些 例 子 ). 

(3) 否则 , 找 出 代表 我 们 想 要 的 那个 角 的 射线 和 z 轴 间 最 小 的 角 ; 这 个 角 被 称 
为 参考 角 . 

(4) 如 果 可 以 , 使 用 那 张 重要 的 表 来 求 出 参考 角 的 三 角 函 数 的 值 . 那 就 是 你 需 


要 的 答案 , 或 许 你 还 需要 在 得 到 的 值 前 面 添 一 x 
个 负 号 . IT 1 
(5) 使 用 ASTC 图 表 来 决定 你 是 否 需 要 添 
一 个 负 号 Ry 
让 我 们 来 看 一 些 例 子 吧 .， 如 何 求 cos 下 后 
(7x/4) 和 tan (9r/13) 呢 ? 我 们 一 个 一 个 地 看 . II 玉 TY 


对 于 cos (7x/4), 我 们 注意 到 7/4 介 于 3/2 和 
2 之 间 , 故 该 角 必 在 第 四 象限 , 如 图 2-11 所 示 . 图 2-11 
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为 了 求 出 参考 角 , 请 注意 我 们 必须 向 上 走 到 2r( 注 意 ! 不 是 到 0. ), 因此 , 参考 角 就 
是 2x 和 ?7r/4 的 差 , 即 (2x 一 7r/4), 或 简化 为 x/4. 所 以 , cos (7r/4) 是 正 的 或 负 的 
cos (zx/4, 根据 我 们 的 表 cos (mx/4) 是 1/V2. 到 底 是 正 的 还 是 负 的 昵 ? ASTC 图 表 告 
诉 我 们 , 在 第 四 象限 中 余弦 为 正 , 故 结果 为 正 ; cos (7r/4) = 1/V2. 
现在 我 们 来 看 一 下 tan (9x/13). 我 们 发 现 9/13 介 于 1/2 和 1 之 间 , 故 角 9mr/13 
在 第 二 象限 , 如 图 2-12 所 示 . 
这 一 次 ， 我 们 需要 走 到 x 以 到 达 zx 到 
轴 ， 故 参考 角 就 是 x 和 9r/13 的 差 ， 即 香 
x 一 9r/13, 或 简化 为 4r/13. 这 样 , 我 们 知 。 参考 角 
道 tan (9r/13) 是 正 的 或 负 的 tan (4r/13). 一 0(=2 
哎呀 ,可 是 数 4r/13 没有 在 我 们 的 表 里 
面 ， 因 此 我 们 不 能 简化 tan (4r/13)， 可 


我 们 还 是 需要 确定 它 是 正 的 还 是 负 的 . 那 II 下 IV 
好 ，ASTC 图 表 显 示 ， 在 第 二 象限 只 有 
正弦 为 正 ， 故 正切 一 定 为 负 ， 且 我 们 看 到 2 12 


tan (9r/13) = 一 tan (4r/13). 这 就 是 不 使 用 近似 我 们 可 以 得 到 的 最 简 形 式 . 在 求解 
微 积分 问题 的 时 候 , 我 不 建议 去 近似 结果 , 除非 题目 中 有 明确 要 求 . 一 个 常见 的 误 
解 是 , 当 你 计算 如 同 -tan (4r/13) 这 样 的 问题 时 , 由 计算 器 计算 出 来 的 数 就 是 正确 
答案 . 相反 , 那 只 是 一 个 近似 ! 所 以 你 不 应 该 写 

一 tan(4r/13) = —0.768 438 861, 
因为 它 不 正确 . 取而代之 , 我 们 就 写 -tan (4x/13), 除非 有 特别 的 要 求 , 让 你 做 近似 
在 那 种 情况 下 , 使 用 约 等 号 和 更 少 的 小 数位 , 并 化 整 近似 (除非 有 更 多 的 要 求 ): 

一 tan(4r/13)  —0.768. 

顺便 说 的 是 , 你 应 该 少 用 计算 器 . 事实 上 , 一 些 大 学 甚至 不 允许 在 考试 中 使 用 计算 
器! 因此 , 你 应 该 尽量 避免 使 用 计算 器 . 


2.2.2 [0，2r] 以 外 的 三 角 函 数 


还 有 一 个 问题 , 就 是 如 何 取 大 于 ?2r 或 小 于 0 的 角 的 三 角 函 数 . 事实 上 , 这 并 
不 太 难 , 简单 地 加 上 或 减 去 2r 的 倍数 , 直到 你 得 到 的 角 在 0 和 2x 之 间 . 你 看 , 它 
并 不 只 在 2r 就 停止 了 . 它 就 是 一 直 在 旋转 . 例如 , 如 果 我 让 你 站 在 一 点 面向 正 东 ， 
然后 逆 时 针 方向 旋转 450 度 , 那么 , 我 说 你 旋转 了 一 整 周 , 然后 又 接着 旋转 了 90 度 ， 
这 样 也 合理 . 现在 你 应 该 是 面向 正 北 . 当然 , 这 要 比 你 只 是 道 时 针 方 向 旋转 了 90 度 
感觉 更 眩晕 , 但 是 , 你 会 面向 同样 的 方向 . 因此 , 450 度 和 90 度 是 等 价 的 角 , 当然 这 
对 于 弧度 来 说 也 是 一 样 的 . 这 种 情况 下 , 5r/2 弧度 和 x/2 弧度 是 等 价 的 角 . 但 为 什 
么 在 旋转 一 周 之 后 要 停 下 来 呢 ? 9x/2 弧度 又 如 何 昵 ? 这 和 旋转 2x 两 次 (这 样 我 们 
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得 到 4m), 然后 再 旋转 x/2 是 一 样 的 . 因此 , 在 我 们 得 到 最 终 的 x/2 之 前 , 我 们 做 了 
两 周 徒劳 的 旋转 . 旋转 没有 关系 , 我 们 再 次 得 到 9r/2 和 /2 等 价 . 这 个 过 程 可 以 
被 无 限 地 扩展 下 去 , 以 得 到 等 价 于 x/2 的 角 的 一 个 家 族 : 

T 5x 9x 13nx 177n i 

2”22” 2 ”2° 
当然 , 这 其 中 的 每 一 个 角 都 比 第 一 个 角 多 一 个 整 周旋 转 或 2r. 当然 这 不 是 全 部 . 如 
果 我 坚持 让 你 做 所 有 的 逆 时 针 旋 转 , 你 会 感觉 眩晕 , 或 许 你 也 会 要 求 做 一 个 或 两 个 
顺 时 针 旋 转 来 恢复 神智 . 这 就 相当 于 一 个 负 角 .特别 地 , 如 果 你 面向 东 , 我 让 你 道 
时 针 旋 转 -270 度 , 对 我 这 个 怪异 的 要 求 的 唯一 一 致 的 解释 就 是 顺 时 针 旋转 270 度 
(或 3r/2). 显然 , 你 最 终 仍 然 会 面向 正 北 , 因此 , -270 度 和 90 度 一 定 是 等 价 的 确 
实 如 此 , 我 们 将 360 度 加 到 -270 度 上 就 会 得 到 90 度 . 用 弧度 测量 时 , 我 们 看 到 ， 
-3r/2 和 /2 是 等 价 角 . 另外 , 我 们 可 以 坚持 更 多 负 的 ( 顺 时 针 方 向 ) 整 周 旋转 . 最 
后 , 以 下 这 就 是 等 价 于 x/2 的 角 的 完全 的 集合 : 

LT lix 77 37 xT 5r 9 13T 17n . 
， 2 2” 2 2:2 2 2:2 ”2 

这 个 序列 没有 开始 也 没有 结束 ; 当 我 说 它 是 “完全 的 ”时 , 我 掩饰 了 一 个 事实 , 就 是 
在 开始 和 结束 的 省 略 号 上 包含 了 无 穷 多 个 角 . 我 们 借助 集合 符号 {r/2 + 2rm}, 其 
中 可 以 取 所 有 整数 , 这 样 就 可 以 避免 写 这 些 省 略 号 了 . 

让 我 们 来 看 一 下 我 们 是 否 可 以 应 用 它 吧 . 如 何 求 sec (157/4) 呢 ? 首先 , 注意 到 
如 果 我 们 能 够 求 出 cos (15x/4), 我 们 所 要 做 的 就 是 取 其 倒数 以 得 到 sec (15r/4). 因 
此 , 让 我 们 先 来 求 cos(15r/4， 由 于 15/4 大 于 2, 让 我 们 先 来 试 着 消去 2， 这样， 
15/4 一 2 = 7/4, 现在 它 介 于 0 和 2 之 间 , 这 看 上 去 很 有 希望 了 . 代入 x, 我 们 看 
到 cos (15r/4) 和 cos (7x/4) 是 一 样 的 , 并 且 我 们 已 经 求 出 其 结果 为 1/V2， 因 此 ， 
cos (15r/4) = 1/V2. 取 其 倒数 , 我 们 发 现 sec (15r/4) 就 是 V2. 

最 后 , sin (一 5xw/6) 又 会 如 何 呢 ? 有 很 多 
方法 来 求解 此 问题 ,但 上 述 建议 的 方法 是 
将 2r 的 倍数 加 到 一 5x/6 上 直到 结果 是 介 
0 于 0 和 2?2r 疗 的 . 事实 上 , 2r 加 上 一 5r/6 
人 (该 角 为 顺 时 针 得 7x/6, 因此 , sin (-5x/6) = sin (7r/6), 这 

方向 的 至 就 是 我 们 已 经 看 到 的 “1/2， 另 外 , 我 们 也 
II 站 IV 可 以 直接 画图 2-13. 

现在 , 你 必须 找 出 上 图 中 的 参考 角 , 我 

们 并 不 太 难 看 出 它 是 r/6, 然后 继续 之 前 的 
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2.3 ”三 角 函 数 的 图 像 


记 住 正弦 、 余 弦 和 正切 函数 的 图 像 的 样子 确实 非常 有 用 . 这些 函数 都 是 周期 
的 , 这 意味 着 , 它们 从 左 到 右 反 复 地 重复 自己 . 例如 , 我 们 考虑 y = sin(x). 从 0 到 
2x 的 图 像 看 上 去 如 图 2-14 所 示 . 


y= Sin(Z) 


图 2-14 


你 应 该 能 够 不 用 想 就 画 出 这 个 图 像 , 包括 0, r/2, r, 3x/2 和 2r 的 位 置 . 由 于 
sin (z) 每 27 单位 重复 (我 们 说 sin (z) 是 > 的 周期 函数 , 其 周期 为 2m), 通过 重复 样 
式 , 我 们 可 以 对 图 像 进 行 扩 展 , 得 到 图 2-15. 


y=sin(z) 


pe NN 
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从 图 像 中 读 值 , 我 们 看 到 sin (3r/2) = -1 及 sin (-m = 0. 正如 之 前 注意 到 的 ， 
这 就 是 你 应 该 如 何 去 应 对 r/2 的 倍数 的 问题 ; 我 们 不 需要 混乱 参考 角 了 . 另 一 个 值 
得 注意 的 是 , 该 图 像 关于 原点 有 180° 点 对 称 , 这 意味 着 , sin (z) 是 z 的 奇 函 数 .( 我 
们 在 1.4 节 中 分 析 了 奇偶 函数 .) 

y = cos (z) 的 图 像 和 y = sin (x) 的 图 像 类 似 . 当 zx 在 从 0 到 2x 上 变化 时 , 它 
看 起 来 就 像 图 2-16. 


图 2-16 
现在 , 利用 cos (z) 是 周期 函数 及 其 周期 为 2r 这 一 事实 , 我 们 对 该 图 像 进行 扩 
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展 , 得 到 图 2-17. 


2-17 


例如 , 如 果 你 想 要 求 cos (x), 从 图 像 上 读 
取 , 你 会 看 到 结果 是 -1， 此外, 注意 到 , 这 次 
该 图 像 关 于 y 轴 有 镜面 对 称 . 这 说 明 , cos (z) 
是 z 的 偶 函 数 . 

现在 , y = tan (zx) 略 有 不 同 , 最 好 是 先 画 
出 图 像 , 其 中 z 介 于 -Ar/2 和 my/2 之 间 , 如 图 
2-18. 

和 正弦 函数 与 余弦 函数 不 同 的 是 , 正切 函 
数 有 垂直 渐 近 线 . 此 外 , 它 的 周期 是 x, 而 不 
是 2x， 因 此 , 上 述 图 样 可 以 被 重复 以 便 得 到 
= tan (x) 的 全 部 图 像 , 如 图 2-19 所 示 . 


图 2-18 


y=tan(2%) 


图 2.19 


很 明显 , 当 z 是 x/2 的 奇数 倍数 时 , y = tan (z) 有 垂直 渐 近 线 (是 无 定义 的 ). 
此 外 , 图 像 的 对 称 性 表明 , tan (z) 是 z 的 奇 函数 . 
二 sec (7Z), y = csc(z) 及 yy = cot (z) 的 函数 图 像 也 值得 我 们 去 学 习 , 如 图 
2-20、 图 2-21、 图 2-22 所 示 . 
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y= sec(z) 


to 
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从 它们 的 图 像 中 , 我 们 可 以 得 到 所 有 六 个 基本 三 角 函 数 的 对 称 性 的 性 质 , 这 些 
都 值得 学 习 . 


sin (Z) ,tan (7x) ,cot (Z) 及 csc(z) 都 是 x 的 奇 函 数 . 
cos (z) 和 sin (z) 都 是 x 的 偶 函 数 . 
因此 , 对 于 所 有 的 实数 z， 我 们 有 sin (-z) = -sin(z)，tan(-z) = -tan(z) 及 


cos (~Z) = cos (Z). 


2.4 三 角 恒 等 式 


三 角 函 数 间 的 关系 用 来 十 分 方便 . 首先 , 注意 到 正切 和 余 切 可 以 由 正弦 和 余弦 
来 表示 , 如 下 : 
sin(Z) cos(z) 
cos(Z)” Sin(Z) 
(有 时 , 根据 这 些 恒等式 用 正弦 和 余弦 来 代替 正切 和 余 切 会 有 帮助 , 但 事实 上 , 你 不 
应 该 这 样 做 , 除非 你 真 的 遇 上 麻烦 了 .) 

所 有 三 角 恒 等 式 中 最 重要 的 就 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 了 (用 三 角形 式 表示 的 )， 


| cos> (z) + sin2(z) = 1. | 
这 对 于 任意 的 z 都 成 立 . (为 什么 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 呢 ? 如 果 直 角 三 角形 的 斜 边 是 
1, 其 中 一 个 角 为 zx, 自己 要 和 弄 明白 三 角形 的 其 他 两 条 边 长 就 是 cos (z) 和 sin (z).) 
现在 , 让 这 个 等 式 两 边 同 除 以 cos? (z)， 我 想 让 你 检验 一 下 是 否 能 够 得 到 以 下 


结果 : 
[i+ tan?2 (zx) = sec? (2).| 


该 公式 也 会 经 常 出 现在 微 积 分 里 ， 另 外 , 可 以 将 毕 达 哥 拉 斯 定理 等 式 两 边 同 除 以 
sin? (z), 我 们 得 到 下 列 等 式 : 


tan(Z) = cos(Z) = 


| eot2(z) +1= csc?(z). | 
这 个 公式 好 像 没有 其 他 公式 使 用 得 那么 频繁 . 

还 有 一 些 更 多 的 三 角 函 数 关 系 . 你 注意 到 了 吗 , 一 些 函数 的 名 字 是 以 符号 “co” 
开头 的 . 这 是 “ 互 余 ” 的 简称 . 说 两 个 角 互 余 意 味 着 它们 的 和 是 x/2( 或 90 度 ). 这 
不 是 说 它们 对 对 方 很 好 . 撤 开 所 有 的 双关 语 , 事实 是 , 我 们 有 以 下 一 般 关 系 : 

三 角 函 数 (z) = 互 余 三 角 函 数 (3 -7). 


特别 地 , 我 们 有 : 


sin(Z) = cos (3 一 z)， tan(Z) = cot 


一 z) 及 sec(z) = csc (3 一 z). 
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当 三 角 函 数 已 经 互 余 的 时 候 , 以 上 公式 也 适用 ; 你 只 需要 认识 到 , 余 角 的 余 角 就 是 
原始 的 角 ! 例如 , co 一 co 一 sin 事实 上 就 是 sin, co - co 一 tan 事实 上 就 是 tan. 基本 
上 这 意味 着 我 们 也 可 以 这 样 说 : 
cos(Z) = sin (3 一 z)， cot(Z) = tan (3 一 z) 及 csc(z) = sec (3 一 z)- 
最 后 , 还 有 一 组 恒等式 值得 我 们 学 习 . 这 些 恒等式 涉及 了 和 角 的 和 与 倍 角 公式 . 
特别 地 , 我 们 应 该 记 住 下 列 公 式 : 
sin(A+ B) = sin(A)cos(B) + cos(A)sin(B) 
cos(A+ B)= cos(A)cos(B) — sin(A) sin(B). 


请 记 住 , 你 可 以 切换 所 有 的 正 号 和 负 号 得 到 一 些 相关 的 公式 , 这 对 我 们 也 很 有 帮助 : 
sin(A — B) = sin(A) cos(B) — cos(A) sin(B) 
cos(4 — B) = cos(A)cos(B) + sin(A) sin(B). 
对 于 上 述 加 框 公式 中 的 sin (4 + B) 和 cos (4++B), 令 4 = B= z, 我 们 就 会 得 到 
一 个 很 好 的 结果 . 很 明显 , 正弦 公式 是 sn (2z) = 2sin (z) cos (z). 但 是 , 让 我 们 来 好 
好 看 看 余弦 公式 . 它 会 变 成 cos (2z) = cos? (z) - sin2 (z); 这 没 错 , 但 是 更 有 用 的 是 
使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 sin? (z) + cos? (x) = 1 将 cos (2z) 表示 成 为 2cos? (z) 一 1 或 
1 一 2sin? (z)( 相 信 这 些 都 是 有 效 的 ! ). 总 之 , 倍 角 公式 为 : 
sin(2x) = 2 sin(x) cos(Z) 
cos(2z) = 2 cos? (x) —1=1— 2sin(z). 


那么 , 你 如 何 用 sin (z) 和 cos (z) 来 表示 sin (4z) 呢 ? 好 吧 , 我 们 可 以 将 4z 看 作 二 
倍 的 2z, 并 且 使 用 正 纺 恒等式 , 写作 sin (4z) = 2sin (2z) cos (2z). 然后 , 应 用 恒 等 
式 来 求 , 得 到 : 
sin(4z) = 2(2sin(z) cos(z))(2cos2(z) — 1) = 8sin(z) cos3(z) — 4 sin(x) cos(7). 
类 似 地 ， 
cos(4z) = 2cos2(2z)] 一 1 = 2(2cos2(zZ) — 1)?2 — 1 = 8eost(z) 一 8cos2(z) 十 1 
你 不 用 记 这 后 两 个 公式 ; 然而 , 你 要 确保 理解 了 如 何 使 用 倍 角 公式 来 推导 它们 . 
现在 , 如 果 你 可 以 掌握 本 章 涉及 的 所 有 的 三 角 学 , 你 就 能 够 很 好 地 去 学 习 本 书 
的 剩余 部 分 了 . 因此 , 抓紧 时 间 消 化 这 些 知识 吧 , 做 一 些 例 是, 并 确保 你 记 住 了 那 
张 很 重要 的 表格 和 所 有 加 框 公式 . 
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如 果 没 有 极限 的 概念 , 那么 微 积 分 将 不 复 存 在 . 这 就 是 说 , 我 们 要 花 大 量 的 时 
间 来 研究 它们 . 恰当 的 定义 一 个 极限 是 非常 有 技巧 的 , 但 在 没有 对 细节 深入 讨论 的 
情况 下 , 你 也 可 以 得 到 一 个 对 极限 的 直观 的 理解 . 它们 对 于 解决 微分 和 积分 问题 已 
经 足够 了 . 因此 , 本 章 仅仅 包含 对 极限 的 直观 描述 ; 正式 描述 请 参见 附录 A. 总 的 来 
说 , 以 下 就 是 我 们 会 在 本 章 讲解 的 内 容 : 

。 对 于 极限 是 什么 的 一 个 直观 概念 ; 

。 左 、 右 与 双 侧 极限 , 及 在 oo 和 一 co 处 的 极限 ; 

。 何 时 极限 不 存在 ; 

。 三 明治 定理 (也 称 作 “ 夹 通 定 理 ”). 


3.1 极限 : 基本 思想 


让 我 们 开始 吧 . 我 们 从 某 个 函数 } 和 z 轴 上 的 一 点 出 发 , 该 点 我 们 称 之 为 a 
我 们 想 要 理解 的 是 : 当 z 真 的 非常 接近 于 a, 但 不 等 于 a 时 , f (z) 是 什么 样子 ? 这 
是 一 个 非常 奇怪 的 问题 , 这 也 许 就 是 为 什么 人 们 发 展 微 积分 一 直到 现今 吧 . 

这 里 有 一 个 例子 显示 了 为 什么 我 们 想 要 提出 这 样 的 问题 . 令 / 的 定义 域 为 
R\{2}( 除 2 以 外 的 所 有 实数 ) 并 设 f (z) = zx - 1 在 此 定义 域 上 ， 可 以 正式 地 
写作 : 

f(z)=7z-1 当 z #2. 
J 这 看 起 来 好 像 是 一 个 古怪 的 函数 . 毕竟 , 到 底 为 什么 
1 我 们 要 将 2 从 定义 域 中 去 除 掉 呢 ? 事实 上 , 在 下 一 章 
人 ”我 们 会 看 到 f 作为 有 理 函 数 ( 见 4.1 节 中 的 第 二 个 
例子 ) 很 自然 地 增长 . 同时 , 让 我 们 取 上 述 定义 的 _， 
并 画 其 图 3-1. 

31 那么 ，/ (2) 是 什么 昵 ? 或许 你 会 说 f (2) = 1 
但 那 只 是 投机 , 因为 2 根本 不 在 f 的 定义 域 中 . 你 所 能 做 的 最 好 的 就 是 说 f (2) 是 
无 定义 的 . 另 一 方面 , 当 x 真 的 非常 接近 于 2 的 时 候 , 我 们 可 以 找到 一 些 f(z) 的 
值 , 并 看 看 将 会 有 什么 发 生 . 例如 , f (2.01) = 1.01, 及 f (1.999) = 0.999. 如 果 你 想 
一 下 的 话 , 你 会 发 现 当 z 真 的 非常 接近 于 2 的 时 候 , f(z) 的 值 会 真 的 接近 于 1. 
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还 有 , 令 z 充分 地 接近 于 2, 你 可 以 尽 可 能 地 接近 1, 而 不 是 真 的 达到 1. 例如 ， 
如 果 你 想 要 f (z) 在 1 土 0.000 1 内 , 你 可 以 取 在 1.999 9 和 2.000 1 中 的 任意 的 zx 
值 (当然 是 除了 z = 2, 这 是 禁止 的 ). 如 果 你 想 要 f (x) 在 1 土 0.000 007 内 , 那么 选 
取 z 的 时 候 , 你 最 好 更 细心 一 点 . 这 一 次 , 你 需要 取 在 1.999 993 和 2.000 007 之 间 
的 任意 值 了 (当然 还 是 除了 2). 

不 管 怎么 说 , 在 附录 A 中 的 A.1 节 会 对 这 些 思 想 有 更 详细 的 描述 . 在 陷入 那 
种 情境 下 之 前 , 让 我 们 切入 正题 并 写 出 : 

lim f(7) =1. 
如 果 你 大 声 将 它 读 出 来 , 它 听 起 来 应 该 像 是 “ 当 z 趋 于 2, / (z) 的 极限 等 于 1. ”再 
次 , 这 意味 着 , 当 z 接近 于 2( 但 不 等 于 2) 时 , f (x) 的 值 接近 于 1. 到 底 有 多 近 呢 ? 
你 想 要 多 近 就 能 多 近 . 以 上 陈述 的 另外 一 个 写法 是 
f(x) 一 1 当 xz 一 2. 
用 这 个 进行 计算 会 更 难 些 , 但 其 意义 很 清晰 : 当 x 沿 着 数 轴 从 左 侧 或 者 从 右 侧 走向 
2 时 , f (x) 的 值 会 非常 接近 于 1( 并 且 保 持 接近 ! ). 

现在 , 我 们 取 上 述 函数 f 并 对 它 作 一 点 改动 . 事 
实 上 , 假设 有 一 个 新 的 函数 g, 如 图 3-2 图 像 . 

函数 9 的 定义 域 是 所 有 实数 , 并 且 , g (x) 可 以 被 
定义 为 如 下 的 分 段 函数 形式 ， 

zz-=-1 如 果 xz 关 2， 
oo-| 如 果 z= 二 2 图 3-2 
jlimg(z) 是 什么 昵 ? 这 里 的 小 诀窍 是 g(2) 的 值 和 该 极限 是 不 相关 的 ! 只 有 那些 在 
z 接近 于 2 时 的 g(z) 的 值 , 而 不 是 在 2 处 的 值 , 才 是 问题 的 关键 . 如 果 我 们 忽略 
Zz 二 2, 函数 9 和 我 们 之 前 看 到 的 函数 /就 是 完全 相同 的 . 因此 , 正如 以 前 那样 , 尽 
管 g(2) = 3, 我 们 还 是 会 有 lim g (z) =1. 
重要 的 是 , 当 你 写 出 如 下 形式 的 时 候 ， 
lim f(z) = 1, 
等 式 左 边 事实 上 不 是 x 的 函数 ! 记 住 , 以 上 等 式 是 说 当 x 接近 于 2 时 , f(z) 接近 于 
1. 事实 上 , 我 们 可 以 将 > 替换 成 任意 其 他 的 字母 ,上 式 仍然 成 立 . 例如 , 当 g 接近 
于 2 时 , f(g) 接近 于 1, 因此 我 们 有 : 
lm f(9) =1. 


y= 9(9 


我 们 也 可 以 写成 : 

Lin (2) =1， lim f(2) 一 1， lm f(a) 二 1， 
并 且 可 以 继续 写 下 去 , 直到 我 们 用 光 了 所 有 的 字母 和 字符 ! 问题 的 关键 在 于 , 在 
极限 
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lim f(z) = 1, 
中 , 变量 > 只 是 一 个 虚拟 变量 . 它 是 一 个 暂时 的 标记 , 来 表示 某 个 (在 上 述 情 况 下 ) 
非常 接近 于 2 的 量 . 它 可 以 被 替换 成 其 他 任意 字母 , 只 要 你 在 任何 它 出 现 的 其 他 地 
方 做 调换 就 可 以 了 ; 同样 , 当 你 求 出 极限 值 的 时 候 , 结果 不 可 能 包含 这 个 虚拟 变量 . 
所 以 , 面 对 虚 拟 变量 时 你 要 灵活 应 变 . 


3.2 ” 左 极限 与 右 极 限 


我 们 看 到 , 极限 描述 了 函数 在 一 个 定点 附近 的 行为 . 想 想 看 , 如 何 来 描述 h(x) 
在 z= 3 附近 的 行为 , 如 图 3-3 所 示 . 

当然 , 就 极限 行为 而 言 , 事实 上 h(3) = 2 
是 无 关 紧 要 的 . 现在 , 当 你 从 左 侧 接 近 于 x = 3 
时 会 发 生 什么 呢 ? 想象 一 下 , 你 是 一 张 图 片 中 
的 远足 者 , 息 山 下 山 . h(x) 的 值 会 告诉 你 , 当 
你 的 水 平 位 置 是 z 时 , 你 的 高 度 是 多 少 . 因此 ， 
如 果 你 从 图 片 的 左边 向 右 走 , 那么 , 当 你 的 水 

图 33 平 位 置 接近 于 3 时 , 你 的 高 度 就 会 接近 于 1. 

当然 , 当 你 到 达 z = 3( 不 是 说 在 你 上 方 的 那个 古怪 的 小 突起 ) 时 就 会 有 一 个 陡 
然 下 降 , 但 此 时 我 们 对 此 并 不 关心 . 任何 在 z = 3 右 侧 的 值 , 包含 x = 3 本 身 对 应 
的 值 , 都 是 无 关 紧 要 的 . 因此 , 我 们 就 看 到 了 h (zx) 在 x = 3 的 左 极限 就 等 于 1. 

另 一 方面 , 如 果 你 从 图 片 的 右边 向 左 走 , 那么 , 当 你 的 水 平 位 置 接近 于 x = 3 
时 , 你 的 高 度 就 会 接近 于 -2. 这 就 是 说 , h(x) 在 x = 3 的 右 极 限 就 等 于 -2. 任何 
在 z=3 左 侧 的 (包含 z = 3 本 身 ) 值 都 是 无 关 紧要 的 . 

我 们 可 以 将 上 述 发 现 总 结 如 下 : 

im h(x)= 二 1 及 Lim, h(x) = —2. 
在 上面 第 一 个 极限 中 3 后 的 小 减 号 表示 该 极限 是 一 个 左 极限 , 在 上 面 第 二 个 极限 
中 3 后 的 小 加 号 表示 该 极限 是 一 个 右 极限 . 要 在 3 的 后 面 写 上 减 号 或 加 号 , 而 不 是 
在 前 面 , 这 是 非常 重要 的 ! 例如 , 如 果 你 写成 
-ma h(z), 

那么 , 你 指 的 就 是 h(x) 在 xz = -3 时 的 通常 的 双 侧 极限 , 而 不 是 h(z) 在 z= 3 时 
的 左 极限 . 这 确实 是 两 个 完全 不 同 的 概念 . 顺便 说 的 是 , 在 左 极限 的 极限 符号 底下 


” 写 z 一 3- 的 理由 是 此 极限 只 涉及 小 于 3 的 x 的 值 . 也 就 是 说 , 你 需要 在 3 上 减 一 


点 点 来 看 会 有 什么 情况 发 生 . 类 似 地 , 对 于 右 极限 , 当 你 写 z 一 3+ 的 时 候 , 这 意味 
着 你 只 需要 考虑 如 果 在 3 上 加 一 点 点 会 有 什么 情况 发 生 . 
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正如 我 们 将 在 下 一 节 看 到 的 一 样 , 极限 不 是 总 存在 的 . 但 重要 的 是 : 通常 的 双 
侧 极 限 在 > = a 处 存在 , 仅 当 左 极限 和 右 极限 在 > = a 处 都 存在 并 且 相 等 ! 在 这 种 
情况 下 , 这 三 个 极限 ( 双 侧 极限 , 左 极 限 和 右 极 限 ) 都 是 一 样 的 . 用 数学 的 语言 描述 ， 
我 们 有 

lim f(z)= 工 及 lim, f(z) = 
和 a 
lim 1 f (7) = 
是 同一 个 极限 . 如 果 左 极限 和 右 极限 不 相等 ， 让 加 上 这 例子 中 的 也 h, 那么 , 双 侧 
极限 不 存在 . 我 们 最 好 是 写 
lim h(z) 不 存在 
或 甚至 可 以 用 “DNE” 来 代替 “不 存在 ”. 


3.3 ” 何 时 不 存在 极限 


我 们 刚刚 看 到 , 当 相 应 的 左 极 限 和 右 极限 不 相等 时 双 侧 极限 不 存在 . 这 里 有 一 
个 更 戏剧 性 的 例子 . 我 们 考虑 j (z)=1/z 的 图 像 : 
lim f(x) 是 什么 呢 ? 期 望 双 侧 极 限 在 那里 存在 有 
点 不 大 可 能 . 因此 , 我 们 先 来 试 着 求 一 下 右 极限 ， 
.lim f(z). 看 一 下 图 3-4, 当 z 是 正 的 并 且 接近 于 
0 时 , f(z) 看 起 来 好 像 非常 大 . 特别 是 , 当 z 从 右 
侧 滑 到 0 时 , 它 看 起 来 并 不 接近 于 任何 数 ; 它 就 是 
变 得 越 来 越 大 了 .但 会 有 多 大 呢 ? 它 会 比 你 能 想 
象 到 的 任何 数 都 大 ! 我 们 说 该 极限 是 无 穷 大 , 并 写 
作 : 


类 似 地 , 这 里 的 左 极限 是 -oo, 由 于 当 x 上 升 
至 0 时 , f (z) 会 任意 地 变 得 越 来 越 负 . 这 就 是 
说 : 


由 于 左 极限 和 右 极限 不 相等 故 双 侧 极限 当然 
不 存在 . 另 一 方面 , 我 们 考虑 函数 g, 其 定义 为 
9g(z) = 1/x?. 其 图 像 如 图 3-5 所 示 . 

此 函数 在 > = 0 处 的 左 极限 和 右 极 限 都 是 co, 因此 你 也 可 以 说 lim 1/z? = co. 顺 


图 3-5 
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便 说 的 是 , 现在 我 们 有 一 个 关于 “垂直 渐 近 线 ” 正 式 定 义 : 


“f 在 > 二 a 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 ” 说 的 是 ，lim f(z) 和 lim f(z)， 
其 中 至 少 有 一 个 极限 是 oo 或 -oc. 


现在 , 可 能 会 出 现 左 极限 或 右 极 限 不 存在 的 情况 吗 ?答案 是 肯定 的 ! 例如 , 让 我 
们 来 认识 一 个 让 人 心跳 的 函数 9, 其 定义 为 g(z) = sin (1/z). 此 函数 的 图 像 看 起 来 
会 是 什么 样 的 呢 ? 首先 , 让 我 们 来 看 一 下 xz 的 正 值 . 由 于 sin (x) 在 x = ,2n,37,.… 
上 的 值 全 为 0, 那么 ， sn/ 在 1/z = ,27,37x,:…- 上 的 值 全 为 0. 我 们 取 其 倒数 ， 


会 发 现 sn (1/z) 在 z= 一 ,二 二 . 上 的 值 全 为 0. 这 些 数 就 是 sin (1/z) 的 xz 轴 
截 距 . 在 数 轴 上 ， 它们 看 起 来 如 图 3-6 所 示 . 
| 
0 守 砚 均 本 让 去 
图 3-6 


正如 你 看 到 的 , 当 接 近 于 0 的 时 候 , 它们 确实 都 挤 在 一 起 了 . 现在 , 在 每 一 个 x 轴 
截 距 间 , sin (x) 向 上 走 到 1 或 向 下 走 到 -1 因此 , sin (1/zx) 也 一 样 . 我 们 把 目前 已 
知 的 画 出 来 , 得 到 图 3-7: 


图 3-7 


那么 ， lim, sin (1/z) 是 什么 呢 ? 以 上 图 像 在 x = 0 附近 很 杂乱 . 它 无 限 地 在 1 和 -1 
之 间 振荡 ， , 当 你 从 右 侧 向 z = 0 处 移动 时 , 振荡 会 越 来 越 快 . 这 里 没有 垂直 渐 近 线 ， 
但 是 , 那里 也 没有 极限 ?. 当 x 从 右 侧 趋 于 zx = 0 时 , 该 函数 不 趋 于 任何 数 . 因此 ， 
我 们 说 ， _lim sin (1/7) 不 存在 (DNE). 我 们 在 下 一 节 会 将 y = sin (1/z) 的 图 像 补充 
完整 . 


3.4 在 co 和 一 ce 处 的 极限 


还 有 一 类 我 们 需要 研究 的 极限 . 我 们 已 经 研究 了 在 接近 一 点 z = a 时 的 函数 行 
@@ 正式 的 证 明 请 参见 附录 A 的 A.3.4 节 . 
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为 . 然而 , 有 些 情况 下 , 重要 的 是 要 理解 当 x 变 得 非常 大 时 , 一 个 函数 的 行为 如 何 . 
换 句 话说 , 我 们 感 兴趣 的 是 ， 研究 当 变量 > 趋 于 oo 时 函数 的 行为 . 我 们 想 写 出 如 下 
形式 ， 
im f(z) = 

并 且 想 表达 , 当 zx 很 大 的 时 候 , f (zx ;) 和 L, ro 
度 . (更 多 详情 请 参阅 附录 A 的 A.3.3 节 . ) 重要 的 是 要 意识 到 , 写 “lim f(z) - 
表示 F 的 图 像 在 y = 工 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 . 类 似 地 , 当 z 趋 于 -ce 时 ， 有 人 
写 出 如 下 形式 : 

lim fo) = 了 
它 表 示 当 x 变 得 越 来 越 负 (或 者 更 确切 地 说 ,--z 变 得 越 来 越 大 时 ) 的 时 候 , f (z) 会 
变 得 非常 接近 于 值 L, 并 且 是 持续 接近 于 值 L. 这 当然 和 函数 y = f (zx) 的 图 像 有 
一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 是 相对 应 的 . 如 果 你 愿意 , 也 可 以 把 这 些 转化 为 定义 , 并 说 成 
如 下 形式 : 


“在 y= 工 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 ” 表 示 Jim f(z)=L. 
和 在 y= M 处 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 ” 表示 lim f(z) = 


当然 , 像 y = z2 这 样 的 函数 设 有 任何 水 平 渐 近 线 , 因为 当 z 变 得 越 来 越 大 时 , y 
信 只 会 无 限 上 升 . 用 符号 表示 , 我 们 可 以 写作 ”lim z? = oo. 或 者 说 极限 不 存在 . 
例如 ， lim sin (z) 是 什么 呢 ? 就 是 说 , sin (z) 会 变 得 越 来 越 接近 何 值 呢 (并 且 保持 
这 种 接近 状态 )? 它 只 是 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 , 因此 , 它 绝 不 会 真正 地 接近 任 
何 地 方 . 此 函数 没有 水 平 渐 近 线 ,也 不 会 趋 于 oo 或 -co; 你 所 能 做 的 最 好 的 是 说 
,iim sin (z) 不 存在 (DNE). 证 明 请 见 附 录 A 的 A.3.4 节 . 

让 我 们 返回 上 一 节 看 到 的 函数 f, 其 定义 为  (z) = sin (1/z). 当 zx 变 得 非常 
大 时 会 怎么 样 呢 ?好 吧 , 当 z 很 大 时 , 1/z 会 非常 接近 于 0. 由 于 sin (0) = 0, 那么 
sin (1/z) 就 会 非常 接近 于 0. zx 越 大 , sin (1/z) 就 会 越 来 越 接近 于 0. 我 的 观点 有 点 
粗略 , 但 是 希望 你 能 相信 ? 

Jim n sin(1/7) = = 0. 

因此 , sin (1/z) 在 y = 0 处 有 一 -条 水 平 浙 近 线 . 这 使 我 们 能 够 扩展 我 们 之 前 画 的 
y = sin(1/z) 的 图 像 , 至 少 是 向 右边 做 扩展 . 我 们 还 应 该 关心 一 下 当 x < 0 时 会 发 
生 什 么 情况 . 这 不 是 太 糟糕 , 因为 f 是 一 个 奇 函 数 . 理由 如 下 : 


f(—z) = sin (三 ) = sin (-3) = 一 sin (3) = —f(7). 


注意 到 , 我 们 使 用 的 事实 是 , sin (z) 是 z 的 奇 函 数 , 由 sin (一 1/z) 得 到 一 sin (1/z). 
中 如 果 你 不 信 , 就 请 参见 附录 A 的 A.4.1 节 ! 


40 第 3 章 极限 导论 


这 样 一 来 , 由 于 奇 函 数 有 一 个 很 好 的 性 质 , 就 是 关于 原点 对 称 ( 见 1.4 节 ), 我 们 可 
以 完整 地 画 出 y = sin (1/z) 的 图 像 , 如 图 3-8 所 示 : 


g(7)= sin(B) 


图 3-8 


同样 , 我 们 很 难 画 出 当 z 在 0 附近 时 的 情况 . z 越 接 近 0, 此 函数 就 会 振荡 得 越 激 
烈 , 当然 ,该 函数 在 x = 0 处 无 意义 . 在 上 图 中 , 我 选择 避免 在 中 间 画 出 黑色 的 斑点 ， 
就 是 想 让 你 想象 一 下 那里 的 振荡 会 是 什么 样子 的 . 


大 数 和 小 数 


希望 我 们 都 认同 1 000 000 000 000 是 一 个 大 数 . 那么 , -1 000 000 000 000 呢 ? 
或 许 这 会 引起 争议 , 我 想 让 你 把 它 看 作 是 一 个 大 的 负数 , 而 不 是 一 个 小 数 . 举 个 小 
数 的 例子 , 0.000 000 001, 然而 , -0.000 000 001 也 是 一 个 小 数 (更 确切 地 说 , 是 一 个 
小 的 负数 ). 有 趣 的 是 , 我 们 不 打算 把 0 看 作 是 个 小 数 : 它 就 是 零 . 因此 , 下 面 就 是 
我 们 对 于 大 数 和 小 数 的 非 正 式 的 定义 : 

。 如 果 一 个 数 的 绝对 值 是 非常 大 的 数 ， 则 这 个 数 是 大 的 

。 如 果 一 个 数 非常 接近 于 0( 但 不 是 真 的 等 于 0), 则 这 个 数 是 小 的 

尽管 上 述 定义 将 有 助 于 我 们 在 实践 中 的 应 用 , 但 这 实在 是 一 个 没有 说 服 力 的 定义 . 
“非常 大 ”和 “非常 接近 于 0” 这 些 都 意味 着 什么 昵 ? 好 吧 , 我 们 考虑 下 列 极限 方程 : 

lim f(zx) = 

正如 我 们 以 上 看 到 的 , 它 表 示 当 z 是 一 个 足够 大 的 数 ，f (z) 的 值 就 会 几乎 等 于 二 
可 问题 是 , 多 大 才 是 “足够 大 ” 呢 ? 这 取决 于 你 想 让 f (x) 距离 工 有 多 近 ! 不 过 , 从 
实际 应 用 的 观点 出 发 , 如 果 y = f(z) 的 图 像 看 上 去 开始 变 得 靠近 在 y = 工 的 水 平 
渐 近 线 , 那么 这 个 数 zx 足够 大 . 当然 , 任何 事情 都 依赖 于 函数 f 的 定义 , 正如 你 在 
图 3-9 中 看 到 的 一 样 ， 


0 100 200 
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这 两 种 情况 , f (10) 都 不 在 工 的 附近 . 在 左 图 中 , 当 x 至 少 是 100 时 , f (z) 看 上 
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去 非常 接近 于 厂 , 因此 , 任何 比 100 大 的 数 都 是 大 数 . 在 右 图 中 , f (100) 远离 L, 因 
此 , 现在 的 100 就 不 是 足够 大 了 , 这 种 情形 下 , 你 可 能 需要 走 到 200, 那么 , 你 能 够 
只 选取 一 个 像 1 000 000 000 000 这 样 的 数 , 并 且说 它 已 经 很 大 了 吗 ? 不 可 以 , 因为 
一 个 函数 , 在 它 变 得 趋 于 它 的 水 平 渐 近 线 之 前 , 可 能 会 徘徊 , 直到 5 000 000 000 000. 
问题 是 ,“ 大 的 ”这 个 词 必须 参与 到 某 个 函数 或 极限 中 . 幸好 , 有 很 大 的 空间 向 上 移 
尔 ) 来 说 还 是 相 
当 的 小 , 而 10109 与 101 000 000 比 起 来 又 是 那么 的 微不足道 .……… . 顺便 要 说 的 是 ， 
我 们 会 经 常 使 用 术语 “在 co 附近 ”来 代替 “大 的 正 的 *，( 在 字面 意义 上 说 , 一 个 数 
不 可 能 真 的 在 ce 附近 , 因为 oo 无 穷 远 . 尽管 如 此 , 我 们 用 z 一 oo 的 极限 来 表示 .) 

当然 , 除了 你 在 所 有 的 大 的 正 的 数 前 面 添加 一 个 负 号 之 外 , 所 有 的 这 些 都 适用 
于 x 一 一 00 的 极限 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 有 时 会 说 “在 -ce 附近 ”来 强调 我 们 所 指 
的 是 大 的 负 的 数 . 

另 一 方面 ， 我 们 会 经 党 看 到 下 列 形 开 的 虱 限 方程 

lm f(z) = 5, dim, f(x)=L 或 lim f(z) = 

在 上 述 三 种 情况 下 ， 我 们 知道 ， 当 。 7 足够 接近 于 0 时 ， f (2) 的 值 几 科 是 工 ( 对 于 右 
极限 , x 也 必须 为 正 , 而 对 于 左 极限 , z 也 必须 为 负 . ) 此 外 , z 必须 离 0 多 近 昵 ? 这 
取决 于 函数 f. 因此 , 当 我 们 说 一 个 数 是 “小 的 ”( 或 者 “接近 于 0”) 的 时 候 , 我 们 必 
须 依据 某 个 函数 或 极限 来 看 待 它 , 正如 对 于 “大 的 ”情况 一 样 . 

尽管 这 方面 的 讨论 真 的 是 强化 了 上 述 站 不 住 脚 的 定义 , 它 仍然 不 完美 . 如 果 你 
想 学 更 多 的 相关 知识 , 你 真 的 应 该 查看 一 下 附录 A 的 A.1 节 和 A.3.3 节 . 
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现在 看 来 , 到 了 纠正 一 些 关于 水 平 渐 近 线 的 常见 错误 认 知 的 好 时 机 了 . 首先 ， 
一 个 函数 不 需要 在 左右 两 边 有 相同 的 水 平 渐 近 线 . 在 3.3 节 f(z) = 1/z 的 图 像 中 ， 
函数 在 y = 0 的 左右 两 边 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 这 就 是 说 
Ji 0 和 J-z-0 
然而 , 我 们 考虑 图 3-10 中 y = tan-1(z) 的 图 像 (或 者 你 更 喜欢 反 三 角 函 数 y = 
arctan (Z), 你 可 以 使 用 这 两 种 写法 中 的 任意 一 种 ): 
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此 函数 在 y = /2 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 , 在 y = 一 x/2 处 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 
线 , 它们 是 不 同 的 . 我 们 也 可 以 用 极限 来 表示 : 


Z 一 co 2 2 一 一 co 2 


因此 , 一 个 函数 的 确 可 以 有 不 同 的 右 侧 和 左 侧 水 平 渐 近 线 , 但 最 多 只 能 有 两 条 水 平 
渐 近 线 (一 条 在 右 侧 , 另 一 条 在 左 侧 ). 或 许 它 一 条 都 没有 , 也 或 者 只 有 一 条 . 例如 ， 
y = 2* 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 , 但 是 没有 右 侧 水 平 渐 近 线 ( 见 1.6 节 的 图 像 ). 这 和 
垂直 渐 近 线 相 反 : 一 个 函数 可 以 有 很 多 条 垂直 渐 近 线 (例如 , y = tan (zx) 有 无 穷 多 
条 垂直 渐 近 线 ). 

另外 一 个 常见 的 错误 认 知 是 说 一 个 函数 不 可 能 和 它 的 渐 近 线 相 交 . 或 许 你 已 
经 看 到 了 , 渐 近 线 是 一 条 让 函数 越 来 越 接近 , 但 是 永远 不 会 相交 的 直线 . 这 不 正确 ， 
至 少 当 你 谈 及 水 平 渐 近 线 的 时 候 它 是 不 正确 的 . 例如, 我们 考虑 定义 为 f(x) = 
sin (z) /z 的 函数 f, 这 里 , 我 们 只 关心 当 z 是 很 大 的 正 数 时 的 函数 行为 . sin (zx) 的 
值 在 -1 和 1 之 间 振 落 , 因此 , sin (z) /x 的 值 在 曲线 y = -1/z 和 w = 1/z 之 间 振 
荡 . 此 外 , sin (z) /z 和 sin (z) 有 相同 的 零点 , 即 x, 27, 3n,.……. 综合 所 有 的 信息 , 其 
图 像 如 图 3-11 所 示 . 


y= , o> 3 
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在 图 像 中 用 虚线 表示 的 曲线 y = 1/z 和 y= 一 1/z 形成 了 正弦 波 的 信封 形式 . 在 任 
何 情况 下 , 正如 你 从 图 像 中 看 到 的 , 如 果 世 界 上 还 有 一 点 真理 存在 的 话 , 那么 下 列 
形式 将 是 正确 的 

这 意味 着 , 尽管 y = f(z) 的 图 像 和 坐标 轴 一 次 又 一 次 地 相交 , 我 们 有 z 轴 是 f 的 


水 平 渐 近 线 . 现在 , 为 了 证 明 上 述 极限 , 我 们 需要 应 用 所 谓 的 三 明治 定理 . 证 明 就 在 
下 一 节 的 结尾 部 分 . 


3.6 ”三 明治 定理 


三 明治 定理 又 称 作 夹 通 定 理 , 说 的 是 , 如 果 一 个 函数 了 被 夹 在 函数 g 和 hh 之 
间 , 当 x 一 a 时 , 这 两 个 函数 g 和 h 都 收敛 于 同一 个 极限 L, 那么 , 当 z 一 a 时 , f 
也 收敛 于 极限 二 . 

这 里 是 对 该 定理 的 一 个 更 精确 的 描述 . 假设 , 对 于 所 有 的 在 a 附近 的 zx, 我们 
都 有 g(x) < 了 (zx) < h(x). 即 了 (zx) 被 夹 在 (或 被 挤 在 )g (z) 和 产 (z) 之 间 . 此 外 ， 
们 假设 lim g (z) = 工 并 且 lim h (z) = 工 . 那么 ， 我 们 可 以 得 出 结论 : lim f (z) = 
即 当 zz 一 a 时 ， 所 有 三 个 函数 都 有 相同 的 极限 , 像 往常 一 样 , 图 3-12 会 人 
切 . 


\ y=9(0 


图 3-12 


在 图 像 中 用 实心 曲线 表示 的 函数 f 的 确 被 夹 在 其 他 两 个 函数 g 和 之 间 ; 当 z 一 a 
时 , f (x) 的 极限 被 迫 趋 于 5. (三 明治 定理 的 证 明 见 附录 A 的 A.2.4 节 . ) 

对 于 单 侧 极 限 , 除了 不 等 式 g (z) < f(x) < h(x) 仅 在 我 们 关心 的 a 的 一 侧 成 
立 之 外 , 我 们 有 一 个 类 似 三 明治 定理 的 描述 . 例如 , 下 式 是 什么 呢 ? 

dim, Lsin 2 ? 

y 二 zsin (1/z) 的 图 像 和 y = sin (L/z) 的 图 像 很 相似 , 只 是 现在 , 前 面 有 一 个 > 致 
使 函数 陷于 信封 y=z 和 y= 一 z 之 间 . 图 3-13 是 xz 在 0 和 0.3 之 间 时 的 函数 图 像 . 
(四 一 了 


7/ 


ee 9(D=— 
图 313 
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从 上 图 中 我 们 仍然 看 到 , 当 x 趋 于 0 时 , 函数 有 强烈 的 振荡 , 但 是 现在 它们 被 信封 
线 抑制 着 . 特别 是 , 求 我 们 想 要 的 极限 就 是 三 明治 定理 的 一 个 完美 应 用 . 函数 9 是 
下 方 的 信封 线 y = 一 z, 而 函数 h 是 上 方 的 信封 线 y = zx. 我 们 需要 证 明 对 于 x > 0， 
有 g(x) < f(z) < h(xz). 由 于 我 们 只 需要 f (zx) 在 x = 0 处 的 右 极 限 , 所 以 我 们 不 
关心 z < 0 时 的 情况 . (事实 上 , 如 果 你 将 直线 扩展 到 -z, 你 可 以 看 到 , 对 于 x < 0， 
9g(z) 实际 大 于 h(x), 因此 , 三 明治 定理 不 适用 ! ) 所 以 , 当 xz > 0 时 , 要 怎样 证 明 
g(z) < f(x) 和 h(x) 呢 ? 我 们 将 会 用 到 任意 数 的 正弦 (在 我 们 的 例子 中 是 1/z) 都 包 
括 在 -1 和 1 之 间 这 样 的 事实 ; 
一 上 < sin (2) <1. 


现在 我 们 用 z 乘 以 这 个 不 等 式 , 太 棒 了 , 因为 x > 0, 我 们 得 到 : 


1 
一 和 和 rsSIn (2) 入 7. 
2 


而 这 正 是 我 们 需要 的 g(x) < f(z) < h(xz). 最 后 , 注意 到 
im, g(x) = im 《一 二 0 及 Lim, h(x) = Lim, r=0. 


因此 ， 由 于 当 2 一 0+ 时 ， 三 明治 台 函 数 g (zx) 和 和 Ca 的 值 收敛 于 同一 个 数 一 一 0， 
f(x) 也 一 样 . 这 就 是 说 , 我 们 证 明了 


lim zsin G2) 一 0， 
xz 一 0+ z 
请 记 住 , 如 果 前 面 没有 因子 z, 上 式 一 定 不 成 立 ; 正如 我 们 在 3.3 节 看 到 的 , 当 z 一 0+ 
时, sin (1/z) 的 极限 不 存在 . 
| 别 筷 了 我 们 想 证 明 的 是 
lim 0. 


为 了 证 明 此 公式 ， 我 们 必须 使 用 一 个 略 有 不 同 的 三 明治 定理 , 涉及 在 oo 处 的 极限 . 
在 这 种 情况 下 , 我 们 需要 对 于 所 有 的 很 大 的 z, 都 有 9 (z) < f(z) < (zx) 成 立 ; 人 
如 果 我 们 知道 lim g(z) = 二 工 并 且 Jim h(xz) = 工 . 我 们 也 可 以 说 ， Jim f (7) = 
这 几乎 是 和 三 明治 定理 对 于 有 限 处 的 极限 是 一 致 的 . 为 了 建立 上 述 极 限 ， 我 们 还 要 
用 到 , 对 于 所 有 的 z, 都 有 -1 < sin (x) < 1, 但 这 次 , 对 于 所 有 的 x > 0, 我 们 要 用 
该 不 等 式 除 以 z 得 到 

1 am) 1 


现在 , 令 z oo, 由 于 , -1/z 和 1/z 的 极限 都 是 0, sin (z) /z 的 极限 必 为 0 也 就 


是 说 , 由 于 
lim _+=0 及 lim 工 -0， 
Zo0 Tr bh 


我 们 也 必须 有 
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lim sin(2) 一 
总 之 , 以 下 就 是 三 明治 定理 : 
如 果 对 于 所 有 在 a 附近 的 x 都 有 g(x) < f(x) < h(x), 且 
lim g(2) 二 lim h(z) = 二 则 lim f(z) = 上 . 
这 对 于 左 极限 或 右 极 限 也 适用 ; 在 那 种 情况 下 , 不 等 式 只 需要 在 a 的 适当 的 一 侧 对 


于 z 成 立即 可 . 当 a 是 co 或 -co 时 它 也 适用 ; 在 那 种 情况 下 , 对 于 所 有 的 非常 大 
的 (分 别 是 正 的 或 负 的 )z, 不 等 式 必 成 立 . 


0. 


3.7 ”极限 的 基本 类 型 小 结 


我 们 已 经 看 到 很 多 不 同 的 极限 的 基本 类 型 了 .下 面 我 们 展示 一 些 最 常见 的 可 | 
能 性 并 有 代表 性 的 图 , 以 此 来 结束 本 章 . 
(1) 在 z =a 时 的 右 极限 . 在 x = a 的 左 侧 以 及 zx =a 处 f(x) 的 行为 是 无 关 紧 
要 的 . (也 就 是 说 , 对 于 z < a, f (zx) 取 何 值 都 不 要 紧 , 我 们 只 关心 右 极限 . 事实 上 ， 
对 于 xz < a, f(x) 甚至 不 需要 被 定义 . ) 如 图 3-14 所 示 . 


:0 


lim f(D =L jinm f(2)=~ lim f(D 一 一 ce lim f(2) DNE 
图 3-14 


(2) 在 xz = a 时 的 左 极限 . 在 x = a 的 右 侧 以 及 xz = a 处 f(z) 的 行为 是 无 关 
紧要 的 . 如 图 3-15 所 示 . 


tm 7 四 = L lm 7 四 = oo lim 1 四 = lim f(2) DNE 


图 3-15 
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(3) 在 zx =a 时 的 双 侧 极限 . 在 下 面 的 第 一 个 图 中 , 左 极限 和 右 极限 存在 但 不 相 
等 , 因此 , 双 侧 极限 不 存在 . 在 下 面 的 第 二 个 图 中 , 左 极限 和 右 极 限 存在 并 相等 , 因 
此 , 双 侧 极限 存在 并 且 等 于 左右 极限 值 . f (a) 的 值 是 无 关 紧 要 的 . 如 图 3-16 所 示 . 


a 


lim f(»)=L 


lim f(2)=M 
sa | lm f(DNE ~ ] lim f(D =L 


lim f(2)=L lim f(z)=L T° 
Tat Trat . 
图 3-16 


(4) 在 z 一 co 时 的 极限 . 如 图 3-17 所 示 . 


lim f(2)=L lim ja) = co lim 瞩 四 三 一 ce 


(5) 在 xz 一 一 oo 时 的 极限 . 如 图 3-18 所 示 . 


Ne 


lim f(2)=o% lim 上 四 = 一 co lim f(z)DNE 
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在 上 一 章 中 , 我 们 主要 是 从 概念 的 角度 学 习 了 极限 . 现在 , 该 是 时 候 来 看 一 看 
求解 极限 的 技巧 了 . 目前 , 我 们 将 注意 力 集中 在 涉及 多 项 式 的 极限 问题 上 ; 以 后 , 我 
们 还 会 看 到 如 何 处 理 三 角 函 数 , 指数 函数 和 对 数 函 数 的 极限 问题 . 正如 我 们 将 要 在 
下 一 章 看 到 的 , 微分 会 涉及 比率 的 极限 . 因此 , 我 们 的 焦点 将 主要 集中 在 该 极限 类 
型 上 . 

当 你 取 两 个 多 项 式 的 比 的 极限 时 , 真正 重要 的 是 要 注意 极限 是 在 哪里 取 的 . 特 
别 是 , 处 理 x 一 oo 和 处 理 x 一 a( 对 于 某 个 有 限 的 数 o) 的 技巧 是 完全 不 同 的 . 因 
此 , 我 们 将 对 涉及 下 列 函 数 类 型 的 极限 分 开 研究 : 

。 当 zx 一 a 时 的 有 理沙 数 ; 

。 当 z 一 a 时 的 涉及 平方 根 的 函数 ; 

。 当 2 一 00 时 的 有 理 函 数 ; 

。 当 7z 一 oo 时 的 类 似 多 项 式 的 (或 “多 项 式 型 的 ”) 函数 的 比 ; 

e 当 zz 一 一 00 时 的 有 理 函 数 / 多 项 式 型 的 函数 ; 

。 涉及 绝对 值 的 函数 . 


4.1 ”包含 当 z 一 a 时 的 有 理 函 数 的 极限 
让 我 们 以 如 下 形式 的 极限 开始 吧 : 


其 中 , p 和 gq 都 是 多 项 式 ， 并 且 a 是 一 个 有 限 的 数 . (请 记 住 ， 两 个 多 项 式 之 比 
p(x) /a (z) 被 称 作 有 理 函 数 .) 你 首先 总 是 应 该 尝试 用 a 的 值 替换 z. 如 果 分 母 不 为 
0, 那么 状态 良好 , 即 极限 值 就 是 你 做 替换 后 所 得 到 的 值 . 例如 , 下 列 极限 
Z2 一 3 十 2 

2Z 一 一 1 2 一 2 
是 什么 呢 ? 我 们 可 以 简单 地 将 x = -1 代入 表达 式 (z2 -3z+2) / (x -2) 中 , 就 会 
得 到 

CD2-3CD+2 6 » 

一 革 一 2 一 3 
其 分 母 不 为 零 , 因此 , -2 就 是 极限 值 . (我 知道 我 在 上 一 章 说 过 , 函数 在 极限 点 上 的 
值 , 在 上 述 情况 下 , 就 是 在 x = -1 处 的 值 , 是 无 关 紧 要 的 ; 但 是 , 在 下 一 章 中 , 我 们 
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将 会 学 到 连续 的 概念 , 它 将 证 明 这 种 “代入 " 法 
另 一 方面 , 如 果 你 想 要 求 
mn Z2 一 37 十 2 
=2 ZX 一 2 
那么 , 代入 z = 2 并 不 会 起 到 很 好 的 效果 : 你 会 得 到 (4 - 6 + 3)/(2 -2), 简化 为 
0/0. 这 被 称 作 不 定式 . 如 果 你 使 用 代入 法 并 得 到 零 比 零 的 形式 , 那么 ,什么 都 可 能 
会 发 生 : 极限 或 许 是 有 限 的 ， 极限 或 许 是 oo 或 _oo, 或 者 , 极限 或 许 不 存在 . 我 们 
可 以 借助 因 式 分 解 这 一 重要 技巧 来 求解 上 例 ， 特 别 是 , z? ~ 3z + 2 可 以 被 分 解 为 
(2 一 2) (z -- 1) 因此 , 通过 删除 公 因 子 我 们 可 以 写 
2 
I i, be) 
现在 , 我 们 就 可 以 将 z = 2 代入 到 表达 式 (z - 1) 中 了 ; 你 会 得 到 2 1 其 结果 是 
1. 那 就 是 我 们 要 求 的 极限 值 
这 把 我 们 带 到 了 一 个 往往 会 被 误解 的 点 上 来 : 这 两 个 函数 和 9, 定义 如 下 ; 
f0) = Tt 及 g(r) -ol 
它们 是 同一 个 函数 吗 ? 为 什么 不 能 写成 
Jo) = et EY 1 ga)? 
好 吧 , 你 几乎 可 以 这 么 写 ! 唯一 的 问题 出 现在 当 z = 2 时 , 因为 那 时 , 分 母 2 -2 就 
等 于 0, 无 意义 . 因此, /和 9 不 是 同一 个 函数 : 数字 2 不 包含 在 了 的 定义 域 中 , 但 
它 却 在 9 的 定义 域 中 ， (事实 上 , 我 们 之 前 已 经 磁 到 过 这 个 函数 了 请 查看 一 下 第 3 
章 开头 的 讨论 及 图 像 吧 . ) 另 一 方面 , 如 果 你 把 极限 符号 放 在 以 上 等 式 链 中 每 一 项 
的 最 前 面 , 那么 等 式 依然 成 立 . 因为 , f(z) 和 9 (z) 在 > 2 处 的 值 是 无 关 紧 要 的 ， 
只 有 那些 在 z = 2 附近 的 f(z) 和 9 (z) 的 信 才 有 价值 . 因此 , 上 述 极限 问题 的 解 的 
确 是 有 效 的 
让 我 们 来 看 看 有 关 不 定式 的 另外 一 个 例子 吧 . 同样 , 我 们 的 技巧 是 试 着 将 所 有 
看 到 的 因 式 做 因 式 分 解 . 除了 要 知道 如 何 分 解 二 次 方程 式 之 外 , 了 解 两 个 立方 差 的 
公式 确实 也 非常 重要 : 


? 


0 一 所 一 (ao 一 人 (az 十 ob 十 妇 )， 
这 里 有 一 个 较 难 的 例子 , 其 中 你 需要 使 用 这 个 公式 求 
. 2Z3 一 27 
J Z4 一 52z3 十 6z2- 
如 果 你 将 z = 3 代入 , 你 会 得 到 0/0( 试 着 做 一 下 就 会 知道 了 ). 因此 , 让 我 们 试 着 来 
分 解 分 子 和 分 母 . 分 子 是 za 和 33 的 差 , 因此 , 我 们 可 以 使 用 上 述 的 加 框 公 式 . 分 
母 有 一 个 明显 的 因子 是 x2, 因此 它 可 以 被 写成 zz (x2 - 5x 十 6). 二 次 的 z22 一 5z +6 
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也 可 以 被 分 解 ; 总 而 言 之 , 你 应 该 相信 , 我 们 有 

lim 23 一 27 _ jim (并 一 3)(z2 十 37 十 9) 
za 3 4 一 573 十 6z2 xz-3 7227 — 3)(z— 2) 
代入 x = 3 不 起 作用 , 因为 因子 (z - 3) 在 分 母 上 . 另 一 方面 , 由 于 我 们 要 取 极 限 ， 
我 们 只 需要 看 当 z 在 3 的 附近 时 发 生 的 情况 就 可 以 了 ; 因此 , 删除 分 子 和 分 母 中 的 
公 因 子 (x - 3)( 它 们 绝对 不 会 等 于 0), 这 样 我 们 就 完美 地 证 明了 我 们 的 观点 . 因此 ， 
我 们 在 因 式 分 解 并 删除 公 因 子 之 后 使 用 代入 技巧 , 完整 的 求解 如 下 : 


, x3— 27 . (z—3)(z22+3r+9) , 2X2+3z+9 
lim 一 一 一 一 一 二 二 lim 一 lim 一 一 一 一 一 一 
z-324 一 503 十 6z2 zo3 72(7— 3)(7— 2) z 一 3 22(z 一 2) 
_3+3.319_， 
32(3-2) 


要 是 分 母 为 0 但 分 子 不 为 0 会 怎么 样 呢 ? 在 那 种 情况 下 , 将 总 会 涉及 一 条 垂直 渐 近 
线 ; 即 , 有 理 函 数 的 图 像 在 你 感 兴趣 的 > 值 上 会 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 问题 是 , 会 有 四 
类 行为 出 现 . 在 以 下 的 每 一 幅 图 里 , f 是 一 个 我 们 关心 的 有 理 函 数 , 且 图 4-1 中 显 
示 了 zx =a 处 的 各 种 不 同 的 极限 : 


lim f(D = ~ lm f(D= ~ lim f(D = lim f(D =—~ 


lim f(D=-o lim f(D=~ lim /四 = lim 及 轨 = 一 co 
lim f(DDNE lim /az = co lim f(z2) DNE lim /四 = 一 co 
41 


那么 , 又 如 何 分 辨 出 你 在 处 理 这 四 种 情形 中 的 哪 一 种 呢 ? 你 只 需要 查看 一 下 
f(z) 在 z = a 两 边 的 符号 就 可 以 了 . 例如 , 如 果 它 在 两 边 都 是 正 的 , 那么 , 你 一 定 
是 在 处 理 上 述 的 第 二 种 情形 . 下 面 就 是 一 个 实际 的 例子 , 如 何 求 

. 2z2 -7 一 6 

1 
首先 , 代入 z = 1 得 出 -5/0( 自 己 尝试 做 一 下 ! ). 因此 , 我 们 必定 是 在 处 理 上 述 四 
种 情形 中 的 一 种 . 会 是 哪 一 种 呢 ? 我 们 指定 f(z) = (2z2 一 zx 一 6)/ (z (z— 1)3), 并 
观察 当 我 们 移动 > 到 1 的 附近 时 会 有 什么 情况 发 生 . 首先 要 注意 的 是 , 当 z = 1 
时 , 分 子 (2z2? 一 xz 一 6) 等 于 -5, 因此 , 当 我 们 在 a 的 附近 稍微 移动 一 下 zx, 则 分 子 
保持 负 值 . 那么 分 母 里 的 因子 会 怎样 呢 ? 当 x = 1 时 , 这 个 因子 当然 是 1, 它 是 正 的 . 


50 第 4 章 如 何 求解 涉及 多 项 式 的 极限 问题 


并 且 , 当 你 在 a 的 附近 稍微 移动 一 下 zx, 它 也 保持 为 正 的 . 关键 因子 是 (x - 1 , 当 
zZ > 1 时 为 正 , 而 当 z < 1 时 为 负 . 因此 , 我 们 可 以 对 如 同 此 类 情形 进行 总 结 (使 用 


(+). 和 (-) 分 别 表 示 正 的 和 负 的 量 , 当然 , 使 用 事实 (一 ) : (-) = (+), 等 等 . ): 
、 (CD _,,， (7) 
当 z > 1: 站 人 (—); 当 z <1: 0 (+). 


这 就 是 说 , 当 z 比 1 大 一 点 的 时 候 , f (z) 是 负 的 , 而 当 z 比 1 小 一 点 的 时 候 , f(z) 
是 正 的 . 看 看 上 述 的 四 幅 图 吧 (只 有 第 三 幅 图 对 应 我 们 的 问题 ). 特别 是 , 我 们 可 以 
看 到 双 侧 极限 
. Jim 2z2 一 Z 一 6 
xz—=1 Zz(z 一 1)3 


不 存在 , 而 单 侧 极 限 存在 (尽管 它们 是 无 穷 大 ); 特别 是 ， 


,2x72—z—6 ,272—z-—6 
py 
现在 , 假设 我 们 对 极限 作 了 微小 的 改变 , 使 它 成 为 
2xz2 -zZ 一 6 


lim 一 一 一 一 一 . 

z+i ZT(T— 1)? 
它 要 如 何 改 变 所 有 的 一 切 昵 ? 当 x 接近 于 1 时 , 分 子 仍然 是 负 的 , 且 因子 > 依然 是 
正 的 , 但 是 , (z - 1 会 怎样 ? 由 于 它 是 一 个 平方 , 当 z 接近 1 但 不 等 于 1 时 , 它 必 
定 是 正 的 . 因此 , 现在 我 们 有 下 列 情形 : 


、 0 (CC 
当 z>1: 站 (-) 当 <1: 0-05 (—). 
现在 , 我 们 在 z = 1 的 两 边 有 负 值 , 因此 我 们 必须 有 
272—z—6 


lim 一 一 -一 一 oo. 
za Z(Z 一 1)? ” 


当然 , 左 极限 和 右 极 限 也 都 是 -co. 


4.2 当 z 一 a 时 的 涉及 平方 根 的 极限 
我 们 考虑 以 下 极限 : 


lim 一 一 一 一 -一 . 


如 果 你 代入 z = 5, 你 会 得 到 0/0 型 的 不 定式 ( 试 着 做 一 下 就 会 知道 了 ! ). 进行 因 
式 分 解 好 像 不 太 管 用 你 可 以 将 z? - 9 写作 (z 一 3) (x + 3), 但 这 也 不 会 起 多 
大 作用 , 因为 还 有 一 个 -4 在 分 子 上 . 你 需要 做 的 是 , 用 Vz? - 9+ 4 和 分 子 相 乘 并 
相 除 ; 这 被 称 作 Vz2 ~ 9 - 4 的 共 轰 表达 式 ，( 在 学 习 数学 的 过 程 中 , 或 许 你 已 经 碰 
到 过 共 轿 表达 式 了 , 尤其 是 当 分 母 有 理化 的 时 候 . 其 基本 思想 是 , a 一。 的 共 轿 表达 
式 是 e+ 反之 亦 然 . ) 因此 , 以 下 就 是 我 们 通过 做 乘法 和 除法 所 得 到 的 : 
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lim 2Z2 一 9 4 _ im 2 一 9 一 4 、 22 一 9 十 4 
Tz—5 T—5 £5 T—5 Vz2 二 9 十 4- 


这 看 起 来 更 复杂 了 , 但 有 些 好 的 事情 即将 发 生 : 我 们 使 用 公式 (a -中 (e+ 有 二 o2- 
刀 , 分 子 简化 为 (Vz7 一 9)” - 42, 或 简写 为 z2 -- 25. 因此 , 以 上 极限 就 是 
。 Z2 一 25 
(VE 

我 们 将 z? - 25 分 解 为 (z 一 5) (z + 5) 并 删除 分 子 分 母 中 的 公 因子 , 将 看 到 此 极限 
变 为 

lim (z 一 5)(z 十 5) _ jim ZX 十 5 

z5(Z 一 5)(Vz2 一 9+4) xz-5Vz2 一 9 十 4 
现在 , 如 果 你 代入 = = 5 就 没有 问题 了 , 你 会 得 到 10/8, 或 5/4. 这 个 故事 的 寅 意 在 
于 , 如 果 你 磁 到 一 个 平方 根 加 上 或 减 去 另外 一 个 量 , 就 可 以 试 着 用 该 表达 式 的 共 轿 
表达 式 做 乘法 和 除法 , 也 许 会 有 惊喜 发 生 呢 ! 


4.3 当 z 一 oo 时 涉及 的 有 理 函 数 的 极限 


现在 , 让 我 们 回 到 有 理 函 数 中 去 , 但 这 一 次 我 们 要 看 看 当 z 一 co 而 不 是 某 个 
有 限 的 值 时 会 有 什么 情况 发 生 . 用 符号 表示 , 我 们 现在 想 要 求 下 列 形式 的 极限 
iim 2 


im ， 


其 中 p 和 4 是 多 项 式 . 现在 , 这 有 一 个 非常 重要 的 多 项 式 的 性 质 : 当 x 很 大 时 , 首 
项 决定 一 切 . 这 就 是 说 , 如 果 你 有 一 个 多 项 式 p, 那么, 当 zx 变 得 越 来 越 大 时 , p (zx) 
的 表现 就 好 像 只 有 它 的 首 项 存在 一 样 . 例如 , 我 们 说 p(z) = 3x3 -1 000z2 十 5z 一 7. 
让 我 们 设 pz (z) = 3z3, 它 就 是 p 的 首 项 . 这 里 我 要 说 的 是 : 当 zx 变 得 非常 非常 大 
时 , p(z) 和 pr (z) 会 相对 地 彼此 靠近 . 更 确切 地 说 , 我 们 有 
lim 2) -1 
z 一 co DEL(Z) 


在 我 们 去 看 为 什么 上 式 成 立 之 前 , 让 我 们 先 来 看 一 下 它 想 要 表达 的 意义 . 想象 一 下 
如 果 没 有 极限 符号 , 这 个 等 式 将 是 
pLIT 

这 意味 着 p(z) = pr (7x). 很 明显 这 不 是 真 的 (至 少 对 于 绝 大 多 数 的 > 值 来 说 ), 但 z 
越 大 , 该 等 式 就 会 越 来 越 接近 真 的 . 因此 , 为 什么 不 写成 

2 PCr) 一 和 Pr 
呢 ? 这 确实 是 正确 的 , 但 由 于 两 边 都 是 oo, 它 训 无 意义 . 因此 , 我 们 必须 这 样 解决 ， 
用 其 比 接近 于 1 来 表达 p (z) 和 pr (z) 彼此 非常 接近 . 当 z 变 大 时 , 其 比 趋 于 1, 不 
用 必须 等 于 1. 
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这 有 意义 吗 ? 为 什么 是 首 项 昵 ? 为 什么 不 是 其 他 项 中 的 一 项 昵 ? 如 果 你 想 , 你 
可 以 跳 到 下 一 段 去 看 看 数学 证 明 ; 然而 , 首先 , 我 想 让 大 家 感受 一 下 , 我 们 用 真正 
的 大 的 z 值 做 检验 , 来 看 看 在 我 们 的 例子 p(z) = 3z3 一 1 000z2 + 5z 一 7 中 会 发 
生 什 么 ， 让 我 们 以 zx = 100 来 开始 .在 那 种 情况 下 , 3z3 是 3 百 万 , 而 1 000z? 
是 1 千 万 . 量 5z 仅 为 500, 而 7 不 会 发 生 太 多 改变 . 因此 , 所 有 的 值 加 在 一 起 我 
们 可 以 看 到 p (100) 大 概 是 负 7 百 万 . 另 一 方面 , pr (100) 是 3 百 万 , 这 看 起 来 不 
是 太 好 : p (100) 和 pz (100) 完全 不 同 . 可 是 不 要 丧失 信心 。 毕 况 , 100 不 是 很 大 . 
假设 , 我 们 将 x 设 为 1 000 000 一 一 那 是 一 百 万 . 那么 , 3x3 会 变 得 非常 大 : 它 是 
3 000 000 000 000 000 000, 或 者 三 百 万 万 亿 ! 相 比 之 下 , 1000x? 会 变 得 相对 微小 , 它 
仅 是 一 千 万 亿 ( 即 1 000 000 000 000 000), 并 且 5x 只 是 5 百 万 , 这 相对 于 那些 数 就 像 
灰尘 一 样 微小 . 项 -7 就 太 小 了 且 不 会 引起 任何 差异 . 因此 , 为 了 计算 p (1 000 000)， 
我 们 需要 用 3 百 万 万 亿 减 去 一 千 万 亿 再 加 上 一 些微 小 的 变化 (在 5 百 万 以 下 的 小 
变化 ). 让 我 们 来 看 看 , 结果 还 是 接近 于 3 百 万 万 亿 ! 究竟 我 们 在 这 里 处 理 了 多 少 个 
万 亿 昵 ? 我 们 有 3 百 万 万 亿 , 只 是 除去 了 一 千 万 亿 , 因此 , 我 们 仍然 有 差不多 3 百 
万 万 亿 . 即 , p (1 000 000) 大 概 是 3 百 万 万 亿 , 这 不 就 是 pr (1 000 000) 的 值 吗 ? 关 
键 是 , 当 z 变 大 时 , 最 高 次 数 项 比 其 他 项 增长 得 更 快 . 事实 上 , 如 果 你 用 一 个 更 大 
的 数 来 代替 1 000 000, za 和 如 同 zz 和 x 这 样 的 低 次 数 项 之 间 的 差异 会 变 得 更 为 
明显 . 

哲学 的 漫谈 已 经 足够 多 了 . 让 我 们 试 着 给 出 下 式 的 一 个 真正 的 证 明 


im = 
xz 一 co pL(T) 
我 们 必须 要 做 一 些 真正 的 数学 了 . 开始 吧 , 我 们 写 
p(x) .， 3z3 一 1000z2 二 57 一 了 
2 一 co 用 也 (全 so 37z3 


它 简化 为 
37 1000% 57 了 1000 5 7 
J (3 - 375 + 落 - 垣 ) = jim (1- B+ -es) 

你 如 何 处 理 它 呢 ? 首先 要 注意 到 的 是 , 你 可 以 将 最 后 一 个 表达 式 分 成 四 个 单独 的 极 
限 . 因此 , 如 果 你 知道 , 当 z 变 得 非常 大 时 , 1, -1 000/3z, 5/3z? 和 -7/3za 这 四 个 
量 会 发 生 什么 情况 的 话 , 那么 , 你 就 可 以 把 这 四 个 极限 加 在 一 起 来 得 到 你 想 要 求 的 
极限 . 从 技术 角度 来 讲 , 这 可 以 用 “和 的 极限 等 于 极限 的 和 ”来 描述 ; 当 所 有 的 极限 
都 是 有 限 的 ?时 候 , 这 是 正确 的 . 因此 , 我 们 要 为 这 四 个 量 担忧 了 . 第 一 个 是 1, 不 管 


@ 如 果 极 限 不 是 有 限 的 ， 它 就 不 成 立 ! 我 们 考 虚 ，lim (z 十 (1 一 2))， 对 于 任意 的 z， 都 有 (z+ 
(1 一 2)) = 1, 因此 , 此 极限 是 1. 另 一 方面 , 这 两 个 单独 的 (z) 和 (1 一 xz) 的 极限 是 lim (zx) 和 
im, (1 一 Zz)， 第 一 个 极限 是 oo, 第 二 个 极限 是 一 co, 但 是 co 十 (一 00) = 1 不 成 立 . 事实 上 ， 
表达 式 ce + (一 0) 是 无 意义 的 . 
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z 是 什么 , 它 总 是 1. 第 二 个 量 是 -1 000/3z. 当 z 变 大 时 , 它 会 怎么 样 昵 ? 即 下 式 
1000 


lim 一 一 一 ? 
了 一 De 3Z 


是 什么 昵 ? 这 里 的 小 穿 门 是 要 意识 到 你 可 以 将 因子 -1 000/3 提出 来 . 特别 是 , 该 
极限 可 以 表示 为 


z 一 oo 3 Zz 
很 酷 的 是 , 像 -1000/3 这 样 的 数 是 常数 , 不 管 z 是 什么 , 它 都 不 会 改变 . 因此 , 这 
表明 现在 你 就 可 以 继续 计算 并 把 它 拖 到 极限 符号 之 外 (更 多 详情 见 附录 A 的 A.2.2 
节 ). 因此 我 们 有 
1000 1 1000 ,1 
di 
我 们 已 经 看 到 , 一 个 非常 大 的 数 的 倒数 是 一 个 非常 小 的 数 ( 记 住 , 这 表示 一 个 非常 
接近 于 零 的 数 ). 因此 ， im 1/z =0, 并 且 , -1000/3 乘 上 此 极限 还 是 0. 结论 如 下 
. 1000 _ 
lim -gr 一 0. 


事实 上 , 不 用 任何 更 多 的 细节 你 应 该 就 能 写 出 上 式 . 更 一 般 地 , 你 可 以 使 用 下 述 定 
理 : 
对 于 任意 的 ”> 0, 只 要 C 是 常数 , 我 们 就 有 
C 
lim 一 一 0 


rz—=00 TN 
这 个 事实 让 我 们 看 到 , 当 zx 变 得 非常 大 时 , 其 他 两 项 5/3z2 和 -7/3z3 也 趋 于 0. 
此 , 完整 的 论证 是 
323—1000z?2+5z—7 , ( 1000 5 7 ) 
lim = lim [1 一 一 十 一 一 一 
xz 一 co 37z3 z 一 oo 


=1-0+0+0=1. 


这 样 我 们 就 证 明了 特例 中 的 

lim Pz) 一 

2 一 co op(Z) 的 首 项 
其 中 p(z) = 3z3 一 1000z? +5z 一 7. 幸运 的 是 , 同样 的 方法 适用 于 任意 的 多 项 式 , 并 
且 , 我 们 会 在 本 章 的 剩余 部 分 反复 使 用 它 . 


方法 和 例子 


此 方法 的 大 意 为 : 当 你 看 到 对 于 某 个 多 项 式 p, p (z) 是 多 于 一 项 的 , 就 用 下 式 
来 代替 它 


大 x (c) 的 首 项 ) 


54 第 4 章 如 何 求解 涉及 多 项 式 的 极限 问题 


对 于 每 一 个 多 项 式 都 这 样 做 ! 注意 到 , 我 们 所 做 的 就 是 用 该 多 项 式 除 以 并 乘 以 其 首 
项 , 因此 , 我 们 并 没有 改变 p (x) 的 量 . 关键 是 , 当 x 一 oo 时 , 以 上 表达 式 中 的 分 式 
的 极限 是 1, 首 项 就 更 简单 了 . 让 我 们 来 看 看 这 在 实际 中 是 如 何 应 用 的 吧 : 例如 ， 
， r— 874 
dn T700077 6 

是 什么 呢 ? 我 们 有 两 个 多 项 式 : 一 个 在 上 , 一 个 在 下 . 对 于 分 子 , 首 项 是 -8z4( 不 要 
被 分 子 中 项 的 顺序 所 迷惑 , 首 项 并 不 总 是 写 在 最 前 面 ! ) 因此 , 我 们 要 用 下 式 来 代 
替 分 子 


Z 一 8z4 
gz Xx (一 8z4)， 


类 似 地 , 分 母 的 首 项 是 7z4 因此 , 我 们 用 下 式 来 代替 分 母 
7z4 十 5z3 十 2000z2 一 6 


了 x (7z4). 
做 完 这 两 次 替换 , 我 们 会 有 
z— B874 
IT— 874 2 x (一 8z“) 


i = 
zoo TI Tr To00072 6 ™ vio 7753 二 505 十 200072 二 6 
724 


x (7zZ4) 
来 看 看 , 你 应 该 将 精力 集中 在 


一 8z4 
A ? 


尼 
上 , 因为 那 是 这 里 真正 所 发 生 的 . 其 他 分 式 的 极限 都 是 1, 但 我 们 有 效 地 从 两 个 多 
项 式 中 “压榨 ”了 所 有 重要 的 “果汁 ”, 变 成 简单 的 首 项 比 . 幸运 的 是 , 那个 比 简化 为 
一 8/7, 这 就 应 该 是 我 们 的 答案 了 . 为 了 确 溺 , 我 们 必须 证 明 其 他 分 式 的 极限 为 1, 但 
这 不 成 问题 . 你 看 , 在 每 一 个 小 的 分 式 里 , 我 们 可 以 做 除法 , 并 且 我 们 看 到 上 述 极限 
可 以 写作 


Tx 7Z2 774 
现在 我 们 来 取 极 限 ; 从 上 一 节 加 框 公式 中 的 事实 可 以 看 出 , 当 z 一 oo 时 , 形 如 C/x” 
的 任意 的 表达 式 都 趋 于 0( 只 要 C 是 常数 , 且 ”> 0). 因此 , 大 多 数 的 项 就 消 掉 了 ! 


我 们 也 可 以 删除 右边 的 因子 zx4, 来 看 一 下 我 们 将 上 式 简 化 为 
0 十 1 -8 1 -8 -8 


i100-0” 7 1 ”7 7 
这 样 我 们 就 算 完成 本 题 了 . 
这 里 还 有 另外 一 个 例子 : 求 
， (z4 十 37 一 99](2 一 25) 
z 一 co (18727 十 9z6 一 3z2 一 1)(z 十 1) 
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这 里 我 们 有 四 个 多 项 式 , 首 项 分 别 是 z4, -xw5, 18z7 及 xz. 因此 , 我 们 会 对 其 中 的 每 
一 个 多 项 式 来 使 用 我 们 的 方法 ! 继续 阅读 之 前 , 试 着 自己 做 一 下 看 看 . 即使 你 不 做 ， 
也 要 确保 你 理解 以 下 证 明 过 程 中 的 每 一 步 : 
(z + 3z— 99)(2 — z5) 
dm (18z7 十 9z6 — 3z2 一 1)(z 十 1) 


(= + 一 外 x (z 人) (2 


= lim 
z 一 co (18z7 十 9z6 — 372—1 2 十 工 
7 aa 
(EE 1877 x (18z Dy FX 0 


187 18z5 182z7 
(+0=-0)(0+D1T) x lim T= lm 2 ow 
(14+0—-0— O040 ~ zeoo 18 zo00 18 . 


重要 的 是 , 我 们 将 首 项 写成 比 


tr (1) 


(z4)( 一 z5) 
邮 (1827)(z) ， 
上 式 化 简 为 ~z/18. 其 他 的 都 不 受 影 响 ! 最 后 , 当 x _， oo 时 -zx/18 趋 于 _oo, 因 
电 此 , 它 就 是 我 们 想 要 求 的 极限 的 “ 值 ” 
在 前 两 个 例子 中 , 我 们 看 到 了 极限 或 许 是 有 限 的 且 非 零 (我 们 得 到 的 答案 是 
-8/7) 或 是 无 限 的 (我 们 得 到 的 答案 是 -oo)， 让 我 们 来 看 一 下 在 这 些 例子 中 的 多 
项 式 的 次 数 吧 . 在 第 一 个 例子 中 , 分 子 和 分 母 的 次 数 都 是 4. 在 第 二 个 例子 中 , 分 子 
是 次 数 为 4 和 5 的 多 项 式 的 乘积 , 那么 , 如 果 你 把 它们 乘 出 来 , 你 会 得 到 一 个 次 数 
为 9 的 多 项 式 . 类 似 地 , 分 母 是 次 数 为 7 和 1 的 多 项 式 的 乘积 , 因此 , 它 的 总 次 数 


是 8. 在 这 种 情况 下 , 分 子 的 次 数 大 于 分 母 的 次 数 . 另 一 方面 , 我 们 考虑 极限 
27 十 3 
Zoo 72—7 


让 我 们 使 用 我 们 的 方法 来 求解 : 

27 十 3 3 
2z (22) 1+) 2z 
= lim = lim Ea 一 
余下 Oo 2 7 了 一 Do 22 一 了 立 一 CO 7 x2 

2— X (22) 1— -sz 

a I 
1+0 x lim 一 = 一 0 


这 里 , 分 母 的 次 数 为 2, 大 于 分 子 的 次 数 (是 1). 结果 是 ， 分 母 占 主导 地 位 , 因此 , 极 
限 为 0. 一 般 地 , 我 们 考虑 极限 
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其 中 p 和 为 多 项 式 , 我 们 可 以 说 : 
(1) 如果 p 的 次 数 等 于 g 的 次 数 , 则 极限 是 有 限 的 且 非 零 . 
(2) 如 果 p 的 次 数 大 于 g 的 次 数 , 则 极限 是 oo 或 -oc. 
(3) 如 果 p 的 次 数 小 于 9 的 次 数 , 则 极限 是 0. 
( 当 z 一 ~o0 时 , 所 有 的 这 些 也 成 立 , 极限 为 
im 2(z) ， 
z 一 -oo d(Z) 
我 们 将 在 4.5 节 中 考虑 这 种 情况 . ) 一 般 地 , 使 用 上 述 方法 很 容易 证 明 这 些 事 实 . 和 
这 些 事实 一 样 有 用 的 是 , 你 真 的 不 需要 用 它们 来 求解 问题 ; 你 应 该 使 用 除法 和 乘法 ， 
然后 , 使 用 这 些 事实 来 检验 你 的 答案 是 否 有 意义 . 


4.4 当 z 一 ecoe 时 的 多 项 式 型 函数 的 极限 


我 们 考虑 函数 f,g 和 hh, 此 3 个 函数 分 别 被 定义 为 
f(z) = Z3 十 472 — 5r2/3+1, g(x) = Vi — 772 十 2， 
及 h(xz)=24— Vr3+ Yer-2r+3. 
这 些 都 不 是 多 项 式 , 因为 它们 含有 分 数 次 数 或 ” 次 根 , 但 是 它们 看 起 来 有 点 像 多 项 
式 . 事实 上 , 上 一 节 的 方法 也 适用 于 这 类 对 象 . 因此 , 我 称 它们 为 “多 项 式 型 函数 .” 
这 一 次 , 除了 首 项 不 是 很 清晰 之 外 , 原理 对 于 多 项 式 型 函数 和 多 项 式 是 类 似 的 . 
平方 根 (或 立方 根 , 四 次 根 等 等 ) 的 出 现 可 以 对 它们 产生 很 大 的 影响 . 例如 , 让 我 们 
考虑 
im V16z4 十 8 十 37 
z 一 co 2z2 十 6z 十 1 
分 母 是 一 个 带 有 首 项 2z? 的 多 项 式 , 因此 , 我 们 可 以 用 下 式 替 换 它 


2z2 +6z 十 1 


那么 分 子 怎么 办 呢 ? 在 平方 根 符号 下 的 部 分 是 多 项 式 16z4+8, 且 它 的 首 项 为 16z4. 
如 果 你 对 其 取 平 方 根 , 你 会 得 到 4z?. 因此 , 感觉 上 你 应 该 想 着 分 子 就 像 是 4z2 + 3zx. 
它 的 首 项 为 4z2, 这 就 是 我 们 要 用 到 的 . 具体 地 , 我 们 用 下 式 替 换 分 子 


V16z4 十 8 十 37 x (4z2) 
472 
你 如 何 化 简 第 一 个 分 式 呢 ? 解决 方法 是 你 可 以 把 4z2 拖 到 平方 根 符号 下 , 它 就 变 为 
16x4: 
Vi6z4+8+3z Vl6z*+8 3r /i6x*+8 3x 
472 4 42z2 16z4 422 


现在 , 如 果 你 多 拆 分 一 些 并 删除 , 你 可 以 将 其 化 简 为 
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1 + 
16z4 4x 
当 zx 一 oo, 分 母 中 包含 zx 的 部 分 就 消失 了 , 因此 , 该 表达 式 趋 于 
Vl++0+0=1. 
那么 , 让 我 们 将 所 有 的 放 在 一 起 就 可 以 写 出 原始 问题 的 解 : 
Vi6zzTS8+3c ，， 
V16z 十 8 十 3 jm A472 x (4x”) 
zo00 272 十 6 十 1 zo00 2z2 十 6z 十 1 
一 -一 一 一 一 x(2z2) 
2z2 
16z4+8 3zr 8 3 
2 1 了 一 二 
1 16z 47x27 4z2 ,, 十 天 二 了 五 4 
= lim a X= lim Xs 
z 一 oo 272+67x+1 27z2 ”zx 一 oo 11+64 2 
272 27 2z2 
V1l+0+0 
二 一 一 一 一 Xx2=2. 
1 十 0 十 0 


这 很 棒 , 对 吗 ? 看 上 去 很 乱 , 但 确实 很 棒 . 现在 , 我 们 来 看 看 当 我 们 将 情形 稍 加 修改 
后 会 发 生 什 么 情况 . 我 们 考虑 
1 V16z4 十 8 十 3z3 

zcoo 272 十 6z 二 1 
唯一 的 变化 就 是 , 上 例 中 的 分 子 中 的 项 3z 变 成 了 3z3. 这 会 有 什么 影响 昵 ? 我 们 已 
经 说 过 , 对 于 很 大 的 x, V16z4 十 8 这 一 项 就 像 是 4z2, 但 这 一 次 , 更 高 次 数 的 项 373 
将 它 淹没 了 . 因此 , 现在 我 们 必须 用 下 式 来 替换 分 子 

V16z4 十 8 十 3z3 3 

a X (32°); 


当然 , 当 我 们 把 3x3 拖 到 平方 根 符号 下 的 时 候 , 它 会 变 为 9z9. 所 有 的 放 在 一 起 , 我 
们 得 到 问题 的 解 , 如 下 : 
V16z4 十 8 十 37z3 、 


3 
1i V16z4 十 8 十 373 lim 375 (ar ) 
m= 
zo00 2z2 十 6rz 十 1 z~oo 2z2 二 6z 十 1 
和 2 十 67 十 工 x (2z2) 
272 
16z4 十 8 373 16 8 
,Vom ta 373 ,) V 丈 +956+ 3 
= lim 3 x—= lim x 
z=00 272+67x+1 272 zoo00 6 1 2 
和 十 6z+1l 1 二 二 十 -7 
272 27 27 
VOTOt1 ,37 


一 TOTO ~ 2 7 


你 一 定 要 切实 理解 了 后 两 个 求解 过 程 的 每 一 步 . 在 第 一 个 例子 中 , 来 自 16z4 的 首 
项 在 平方 根 符号 下 ; 即使 当 你 取 平 方 根 的 时 候 , 结果 项 4z2 仍然 支配 分 子 中 的 剩余 
部 分 (3z). 在 第 二 个 例子 中 , 分 子 中 的 剩余 部 分 (3z3) 是 主导 力量 . 但 是 等 一 下 , 你 
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说 一 一 要 是 它们 是 相等 的 会 怎样 呢 ? 例如 ， 
jim V475 一 575 一 273 2 
i>0%0 了 20277565 十 8 
是 什么 呢 ? 事实 上 , 分 母 并 不 太 令 人 讨厌 , 但 我 们 还 是 先 来 看 看 分 子 吧 . 在 平方 根 
符号 下 , 我 们 有 4z5 - 5z5, 当 z 很 大 时 , 它 的 表现 就 像 是 首 项 V4z5. 因此 , 我 们 应 
该 会 想 V4z6 一 5x5 就 像 是 V4z5, 它 就 是 2z3( 因 为 z 为 正 ). 问题 是 , 我 们 删除 分 
子 中 的 2z3, 这 看 起 来 好 像 我 们 什么 都 没有 了 ! 真 糟糕 , 我 们 应 该 怎么 办 呢 ? 
我 们 使 用 与 4.2 节 中 描述 的 相同 的 技巧 来 求解 : 用 分 子 的 共 轿 表达 式 乘 以 并 除 
以 分 子 和 分 母 . 所 以 在 只 光世 项 之 前 我 们 也 需要 做 一 些 准备 工作 : 
lim V4z6 一 575 一 V4z5 一 5z5 一 2z2 、 426 一 575 一 | 
2 一 o9 ee zoo YITrE + B87 V4z6 一 525 十 273 
现在 , 公式 (a 一 (a 十 日 = oa? 一 所 可 以 让 我 们 将 上 式 化 简 为 
(4z6 — 5725) 一 (2z3)? 
"oo VE 十 2z3) 
事实 上 , 我 们 可 将 情形 进行 进一步 的 闲 理 并 化 简 成 为 
一 575 
co 尽 27z5 十 8z(V476 一 575 十 27z3) 
这 不 是 太 粳 糕 ! 我 们 不 需要 对 分 子 进行 操作 ; 让 我 们 把 精力 集中 在 分 母 上 来 . 对 于 
Y27z5 + 87, 事实 上 , 我 们 可 以 乘 以 并 除 以 首 项 的 立方 根 27z6, 得 出 


V27z6 十 8z 2 
当然 , 我 们 将 在 平方 根 符 号 内 合并 这 些 项 , 通过 删除 公 因 式 , 我 们 得 到 


:12775 十 8 2» /8 2 


注意 到 , 当 z 一 oo 时 , 包含 立方 根 的 那 部 分 正好 趋 于 1. 
至 于 另外 一 项 V4z5 一 575 + 2z3, 这 里 我 们 需要 人 小心 一 些 . 在 平方 根 符号 
下 , 我 们 有 4zs -- 5z5, 故 其 首 项 是 4z6. 它 的 平方 根 是 2z3. 现在 我 们 必须 把 2x3 加 
到 这 个 分 子 中 的 总 的 “ 首 项 ”上 , 得 到 , 2x3 -+ 2z3 或 4z3. 让 我 们 看 一 下 这 是 怎么 进 
行 的 吧 . 我 们 用 下 式 来 蔡 换 分 子 
V4z6 二 575 十 273 


然后 对 分 式 进行 拆 分 , 并 把 4z3 拖 到 平方 根 符号 下 , 它 会 变 为 16z6; 我 们 得 到 


A476 一 5z5 27 3 1 5 1 3 
( 1675 + 入) x)= (二 + < 


这 就 是 
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现在 , 当 z 一 ce 时 , 第 一 个 乘积 就 会 趋 了 于 


Vi+0+3=3+3=1 
这 正 是 我 们 想 要 的 ! (注意 2 的 平方 根 是 3) 
现在 ， 让 我 们 斌 着 将 所 有 的 一 切 组 织 在 一 起 来 求解 这 个 问题 我 们 由 乘 以 分 子 
的 共 瑟 表达 式 开 始 , 它 会 简化 为 : 
一 525 
2 7 
现在 , 我 们 要 在 分 母 上 使 用 乘法 和 除法 , 并 得 出 
一 5X5 
Jim Co 
2 一 09 [ + 87 ~ eu (和 二 十 273 x co】 
我 们 把 -5z5, 3z2 和 4z3 提出 来 ， 会 得 到 
一 575 
2 7 i * C327) 
2726 473 
现在 , 你 所 要 做 的 只 是 从 分 子 分 母 中 删除 z5, 并 使 用 上 述 理由 , 来 证 明 最 后 的 答案 
是 -5/12. 我 给 你 留 了 一 点 工作 , 除 此 以 外 你 应 该 试 着 把 以 上 所 有 的 片断 组 合成 一 
个 完整 的 解 ， 


4.5 当 z 一 一 ce 时 的 有 理 函 数 的 极限 
现在 , 让 我 们 花 点 时 间 来 看 看 形 如 


p(z) 
sn, g(a) dg(z)” 


的 极限 吧 . 其 中 , p 和 4 是 多 项 式 或 多 项 式 型 的 函数 . 我们 一 直 使 用 的 所 有 的 原理 
在 这 里 也 适用 . 当 z 是 一 个 非常 大 的 负数 时 , 在 任意 和 中 的 最 高 次 数 项 仍然 会 占 主 
导 地 位 . 此 外 , 当 z 一 -ee 时 , 只 要 C 是 常数 , 并 且 n 是 一 个 正 整 数 , C/zmr 仍然 趋 
于 0. (你 能 说 出 为 什么 吗 ? ) 所 有 这 些 都 意味 着 , 问题 的 解 和 我 们 已 经 看 到 的 几乎 
差不多 . 例如 , 我 们 考虑 4.3.1 节 中 已 经 看 到 的 那 两 个 例子 的 改写 , 如 下 ， 
fim rT ~ Bs 及 (24 + 32 — 99)(2 = 28) | 

z 一 -oo 724 十 573 十 2000z2 一 6 -im (18z7 + 9x6 — 3z2 — 1)(z+1) 
我 所 做 的 只 是 将 co 改 为 ~-o0, 使 我 们 现在 感 兴趣 的 是 , 当 z 是 一 个 非常 大 的 负数 
时 , 两 个 有 理 函数 会 变 成 什么 样子 . 第 一 个 问题 的 解 和 当 x 一 ce 时 的 解 是 一 样 的 ; 
你 只 是 用 每 一 个 多 项 式 的 首 项 去 飞 以 并 除 以 分 子 和 分 母 : 
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和 一 8z4 
) jp Bert , gra x (一 8z4) 
co 7 二 53 十 200005 6 smbo Fri Ts T200027 6 
一 7 xx (7z4) 
1 
8 -8 _ 8 


这 里 的 关键 是 , 对 于 某 个 正 的 n, 当 z 一 -co 时 , 形 如 Cf/z” 的 任何 一 项 都 会 趋 于 
0, 就 像 和 当 x 一 oo 时 的 情形 是 一 样 的 . 另 一 方面 , 第 二 个 例子 不 太一 样 ; 最 后 一 
步 不 同 于 该 问题 之 前 的 版 本 : 
Jim (zt 十 37z 一 99)(2 一 z5) 
z 一 -oo (18z7 十 9z6 一 322 — 1)(z+1) 


zx4 + 一 99 、 (29)) 6 一 25 x Co 


一 5 
一 mu 7igo7 二 055 二 3021 +1 
站 一 一 Co T TC— 一 7 TX 
( TB x (18z )) (2 x 四) 
1 3 (2 1 4 5 
_ s/s (2 ) (25) 
1l8xz 18x5 -18zx7 2 
(1+0—0)(-0+1) . 一 也 , 一 了 


lim 二 = 一 = oo. 
OO000T0O is eins” 


只 有 当 我 们 在 最 后 取 极 限 的 时 候 , 我 们 才 会 看 到 , 当 z 一 co 时 和 z 一 -co 时 是 不 
同 的 . 现在 , -zx/18 趋 于 ce 而 不 是 -co. 

还 有 唯一 一 点 你 需要 注意 的 是 , 我 们 在 将 因子 拖 到 平方 根 符号 里 的 时 候 没有 特 
别 小 心 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 试 着 简化 Vz2. 你 会 得 到 z 吗 ? 如 果 不 幸 zx 是 负 的 ， 
那 就 错 了 . 例如 , 如 果 你 平方 -2, 然后 再 取 平 方 根 的 话 , 你 会 得 到 2. 因此 , 事实 上 ， 
当 z 为 负 时 , Vx? = -z. 当 z 一 -co 时 , 你 看 多 项 式 型 的 函数 时 , 就 会 出 现 这 类 现 
象 . 例如 : 


im _V4z+8 
z 一 -oo 273 十 67 十 1 
分 母 的 表现 就 像 是 它 的 首 项 2z3, 但 是 , 分 子 会 怎样 昵 ? 在 平方 根 里 的 项 一 一 4z8 二 8， 
它 的 表现 就 像 是 4z6, 因此 , V4z5 十 8 的 表现 就 像 是 V4z6. 这 看 上 去 好 像 是 会 被 化 
简 为 2z3, 但 那 是 不 正确 的 ! 由 于 zx 一 -co, 我 们 感 兴趣 的 是 , 当 zx 为 负 时 会 有 什么 
情况 发 生 . 这 就 是 说 , 2z3 是 负 的 , 但 是 v4z5 是 正 的 , 因此 我 们 必须 将 V4z6 化 简 
为 -2z3. 求解 过 程 如 下 : 
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476 十 8 /I 
, V4z6 二 8 . VW4z6 
jim 一 一 一 im 一 一 一 一 一 一 一 
z 一 -co 223 十 6 十 1 zx 一 -00 225 十 67z 十 1 
一 一 一 一 x(2z3) 
2z3 
476 十 8 1 二 8 
， 476 V476 ， 426 一 2z3 
= lim x = lim x 
z 一 -oo 273 十 6z 十 1 27z3 zxz 一 一 oo 1 6z 上 1 273 
273 223 2273 
V1 二 0 
= x(-D= -1 
1 十 0 十 0 


当 你 处 理 四 次 方 根 、 六 次 方 根 等 等 时 , 你 必须 做 一 些 类 似 的 考虑 . 例如 ， 
zr4 = 一 x 如 果 z 为 负 . 
如 果 你 用 任意 的 偶数 替换 了 每 一 个 4 那么 结果 仍然 是 正确 的 . 另 一 方面 , 如 果 你 
用 一 个 奇数 替换 4 的 话 , 结果 就 不 正确 了 . 例如 ， 
Wr3 = zx 对 于 所 有 的 z( 正 的 , 负 的 或 零 ) 
还 有 一 点 是 , 即使 如 果 > < 0， 
VZ4 一 72 

仍然 成 立 ! 为 什么 呢 ? 因为 , 根据 定义 , z? 不 可 能 是 负 的 , 并 且 , Vz4 也 不 可 能 是 负 
的 , 因此 , 那里 不 可 能 有 一 个 负 号 ! 我 们 总 结 如 下 : 


如 果 xz < 0, 并 且 你 想 写 V z 某 次 脂 = zm, 你 需要 在 zm 之 前 加 
一 个 负 号 的 唯一 的 情形 是 , 当 n 是 偶 的 而 m 是 奇 的 . 
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有 时 候 , 你 必须 处 理 一 些 包含 绝对 值 的 函数 . 我 们 考虑 极限 : 


二 

为 了 解答 此 问题 , 我 们 设 } (z) = |z| /z, 并 对 它 作 进 一 步 的 检验 . 首先 , 注意 到 0 不 
可 能 在 函数 f 的 定义 域 中 , 因为 如 果 0 在 其 定义 域 中 , 则 分 母 将 会 是 0. 另 一 方面 ， 
其 他 一 切 正常 . 我 们 来 看 一 下 , 当 x 为 正 时 会 怎样 . |z| 这 个 量 就 是 x, 因此 , 我 们 看 
到 , 如 果 z 是 任意 的 正 数 , 那么 f(x) = 1. 另 一 方面 , 如 果 zx 为 负 , 那么 lz| = 一 zx， 
因此 , 如 果 z < 0, 那么 f (x) = -z/z = 一 1. 这 就 是 说 , 写 出 f (x) = |z| /zx 只 是 对 于 
如 果 z > 0, f(z) = 1 和 如 果 x < 0, f (x) = 一 1 的 另 一 个 别 样 说 法 而 已 . y = f (zx) 
的 图 像 如 图 4-2 所 示 . 
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42 


因此 , 对 于 我 们 求 的 左 极限 , 你 需要 从 左 
侧 接近 x = 0, 很 明显 我 们 有 
lim 加 一 一 1 

Z 一 0 一 I 


同时 我 们 也 会 注意 到 
|z| 


lim — =1. 
zz—0+ ZT 


由 于 左 极限 和 右 极 限 不 相等 , 因此 , 双 侧 极限 
不 存在 : 


》 


lim lzl Dy, 
2 一 0 人 


大 多 数 包含 绝对 值 的 例子 可 以 用 相似 的 方式 来 解答 , 可 以 考虑 两 个 或 多 个 z 的 
不 同 的 范围 , 这 取决 于 绝对 值 内 部 的 符号 . 下 式 是 对 上 例 的 一 个 微小 改变 


看 一 看 这 个 绝对 值 , 我 们 会 发 现 , 不 管 是 z 十 2 > 0 还 是 z 十 2 < 0 都 很 重要 . 这 些 条 
件 可 以 被 重新 写成 x > -2 或 z < -2. 在 第 一 种 情况 下 , |z + 2| = z 十 2, 而 在 第 二 
种 情况 下 , lz+2| = ~ (z 十 2), 最 后 的 结果 是 , 当 z > -2 时 , |z + 2|/ (x 十 2) 等 于 
1; 而 当 xz < -2 时 , 它 只 是 -1. 事实 上 , y = |z 十 2|/ (x +2) 的 图 像 就 是 y = |z| /z 
的 图 像 向 左 平移 2 个 单位 得 到 的 , 如 图 4-3 所 示 . 
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这 就 是 说 , 我 们 要 求 的 左 极限 等 于 -1( 右 极限 是 1, 故 双 侧 极限 不 存在 ). 
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一 般 而 言 , 函数 的 图 像 只 有 一 点 比较 特殊 : 它 必 须 满 足 垂 线 检验 . 这 并 非 是 其 
特有 的 . 图 像 可 能 会 遍及 各 处 (这 里 有 一 点 儿 , 那里 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 或 它们 喜 
欢 的 随便 什么 地 方 的 任意 个 数 的 不 连续 点 , 因此 , 现在 我 们 很 想 了 解 函数 图 像 的 特 
征 , 如 果 我 们 更 专业 一 些 的 话 : 我 们 想 要 看 看 两 种 类 型 的 平滑 程度 . 首先 是 连续 性 ， 
直觉 告诉 我 们 , 连续 函数 的 图 像 必 须 能 一 笔画 成 . 其 次 是 可 导 性 , 直觉 上 , 在 可 导 孙 
数 的 图 像 中 不 会 出 现 尖 角 . 在 这 两 种 情形 中 , 对 于 定义 我 们 要 做 很 多 更 深入 的 工作 ， 
并 且 我 们 将 看 到 一 些 你 从 带 有 这 些 性 质 的 函数 中 期 待 得 到 的 内 容 . 详细 地 说 , 以 下 
就 是 我 们 将 在 本 章 中 所 要 研究 的 内 容 : 

。 在 一 点 处 及 在 一 个 区 间 上 连续 ; 

。 连续 函数 的 一 些 例子 ， 

。 连续 函数 的 介 值 定理 ; 

。 连续 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 ; 

。 位 移 , 平均 速度 和 瞬时 速度 ; 

。 切线 和 导数 ; 

。 二 阶 导 和 高 阶 导 ; 

。 连续 性 和 可 导 性 的 关系 . 


5.1 连 续 性 


函数 是 连续 的 , 这 到 底 意 味 着 什么 呢 ? 我 们 就 从 这 里 开始 吧 . 正如 我 上 面 所 说 ， 
直觉 告诉 你 我 们 可 以 一 笔画 出 连续 函数 的 图 像 . 对 于 像 y = z? 这 样 的 函数 是 很 好 
一 笔画 出 来 的 , 但 是 对 于 像 y = 1/z 这 样 的 函数 , 就 有 一 点 儿 不 公平 了 . 其 图 像 本 
来 都 是 在 一 起 的 , 可 是 在 z = 0 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 它 把 图 像 分 成 了 两 部 分 . 事 
实 上 , 如 果 f(z) = 1/z, 那么 我 们 想 要 说 的 是 , 除了 在 z = 0 外 , f 处 处 连续 . 因此 ， 
我 们 必须 理解 在 一 点 处 连续 是 什么 意思 . 然后 , 我 们 将 会 考虑 在 像 区 间 一 样 更 大 的 
区 域 上 的 连续 性 . 


5.1.1 ”在 一 点 处 连续 


我 们 以 一 个 函数 f 和 其 定义 域 中 的 在 xz 轴 上 的 点 a 开始 . 当 我 们 画 y = f (zx) 
的 图 像 时 , 通过 图 像 上 的 点 (a, f (a)) 时 我 们 不 想 提起 笔 . 如 果 我 们 在 其 他 地 方 必须 
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提起 笔 的 话 , 这 也 不 要 紧 , 只 要 我 们 在 (a, f (a)) 的 附近 不 提起 笔 就 行 了 . 这 意味 着 ， 
我 们 想 要 一 串 点 (xz, f (x)) 变 得 越 来 越 接近 (事实 上 是 任意 地 接近 ) 于 点 (a, f(a)). 
换 名 话说 , 当 z 一 a 时 , 我 们 需要 f (xz) 一 f (a). 没 错 , 女士 们 , 先生 们 , 现在 我 们 
正在 处 理 极限 问题 . 我 们 可 以 给 出 一 个 恰当 的 定义 : 

如 果 lim f (zx) = f (o), 函数 f 在 点 z = a 处 连续 . 


当然 , 为 了 让 最 后 一 个 等 式 有 意义 , 等 号 两 边 必须 都 是 有 定义 的 . 如 果 极 限 不 存在 ， 
那么 f 在 点 z = a 处 不 连续 , 而 如 果 f(a) 不 存在 , 那么 事实 将 被 彻底 地 扭曲 , 那里 
甚至 没有 一 个 点 (a,f (a)) 可 以 通过 ! 因此 , 我 们 可 以 对 定义 进行 更 精确 一 些 的 描 
述 , 并 明确 地 要 求 以 下 三 条 成 立 ; 

() 双 侧 极限 lim f(z) 存在 (并 且 是 有 限 的 ) 

(2) 函数 在 点 > 二 a 处 有 定义 ; 即 f(a) 存在 (并 且 是 有 限 的 ). 

(3) 以 上 两 个 量 相等 , 即 


lm f(0) = f(0). 
让 我 们 来 看 看 , 如 果 任意 一 条 性 质 不 满足 , 那 会 怎么 样 . 我 们 考虑 图 5-1. 


2 3 , 4 
图 51 


在 标号 为 1 的 图 中 , 在 > = a 处 的 左 极限 和 右 极限 不 相等 , 则 双 侧 极限 不 存在 ; 所 
以 , 函数 在 点 z = a 处 不 连续 . 在 标号 为 2 的 图 中 , 左 极 限 和 右 极限 都 存在 且 是 有 
限 的 , 并 且 左 右 极限 相等 , 故 双 侧 极限 存在 ; 然而 , 函数 在 点 z = a 处 无 定义 , 因此 ， 
函数 在 点 z = a 处 不 连续 . 在 标号 为 3 的 图 中 , 双 侧 极限 也 存在 , 函数 在 点 x = a 
处 有 定义 , 但 是 极限 值 和 函数 值 不 相等 ; 函数 在 点 xz = a 处 又 一 次 不 连续 . 另 一 方 
面 , 在 标号 为 4 的 图 中 , 由 于 双 侧 极限 在 点 z = a 处 存在 , f (a) 存在 , 并 且 极 限 值 
和 函数 值 相 等 , 因此 , 函数 的 确 在 点 > = a 处 连续 . 顺便 要 说 的 是 , 我 们 说 前 三 个 图 
中 的 函数 在 点 x = a 处 有 一 个 不 连续 点 . 


5.1.2 ”在 一 个 区 间 上 连续 

现在 我 们 知道 函数 在 一 个 单 点 上 连续 的 定义 了 . 我 们 来 把 该 定义 扩展 一 下 , 如 
果 函 数 在 该 区 间 的 每 一 点 都 连续 , 那么 它 在 区 间 (a,5) 上 连续 . 请 注意 , 事实 上 , f 
没有 必要 在 端点 z = a 或 x = 5 上 连续 . 例如 , 如 果 f(x) = 1/z, 那么 , f 在 区 间 
(0, 00) 上 连续 , 即使 (0) 无 定义 . 该 函数 在 区 间 (一 oc,0) 上 也 连续 , 但 是 在 (一 2, 3) 
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上 不 连续 , 由 于 0 位 于 此 区 间 内 , 而 f 在 那里 不 连续 . 

对 于 形 如 [a, 9] 的 区 间 又 如 何 昵 ? 我 们 必须 更 灵活 些 . 例如 , 图 5-2 是 函数 在 其 
定义 域 [ww 上 的 图 像 ; 我 们 想 说 的 是 它 在 [a, 4 上 连续 . 
问题 是 , 双 侧 极限 在 端点 xz = a 和 z =b 处 不 存在 : 在 点 
Z 二 a, 我 们 只 有 一 个 右 极 限 , 而 在 点 z = 4b, 我 们 只 有 一 个 
左 极限 . 这 也 不 错 ; 我 们 只 需 用 在 端点 处 的 适当 的 单 侧 极 
限 来 修正 我 们 的 定义 . 因此 , 我 们 说 函数 f 在 [a,9] 上 连 
续 , 如 果 图 5-2 

(1) 函数 f 在 (a,5b) 中 的 每 一 点 都 连续 ; 

(2) 函数 f 在 点 x = a 处 右 连 续 ; 即 ， ,lim, f(z) 存在 ( 且 有 限 ), f(a) 存在 , 并 
且 这 两 个 量 相等 ; 以 及 

(3) 函数 了 在 点 x = 5 处 左 连续 ; 即 ， lim f(x) 存在 ( 且 有 限 ), f(b) 存在 , 并 
且 这 两 个 量 相 等 . 

最 后 , 如 果 函 数 在 其 定义 域 中 的 所 有 的 点 都 连续 , 我 们 就 说 它 是 连续 的 . 如 果 
函数 的 定义 域 包 括 一 个 带 有 左 端点 和 /或 右 端点 的 区 间 , 那么 , 在 那里 我 们 需要 函 
数 的 单 侧 连续 性 . 


5.1.3 ”连续 函数 的 例子 


很 多 的 常见 函数 都 是 连续 的 . 例如 , 每 一 个 多 项 式 都 是 连续 的 . 这 看 起 来 好 像 
不 太 好 证 明 , 因为 有 很 多 不 同 的 多 项 式 , 但 事实 上 并 不 是 那么 难 证 明 . 首先 , 让 我 们 
证 明定 义 为 f(x) = 1 的 常数 函数 f, 对 于 所 有 的 z, 在 任意 一 点 a 处 都 连续 . 好 吧 ， 
我 们 需要 证 明 

li Jo = Fa 
由 于 对 于 任意 的 z 都 有 f (xz) = 1, 并 且 f(a) = 1, 那么 , 这 意味 着 我 们 需要 证 明 
lim 1=1. 


Ta 


显然 上 式 成 立 , 因为 所 有 的 一 切 都 不 依赖 于 z 和 a. 现在 , 我 们 设 g (z) = z. 9 是 连 
续 的 吗 ? 我 们 需要 证 明 

lim g(z) = g(0). 
由 于 g(x) =x 且 g(a) = a, 这 就 将 问题 简化 为 证 明 


lim z 一 w. 
东 一 全 


显然 上 式 也 成 立 : 当 > 一 a 时 , 当然 会 有 z 一 a! 现在 我 们 只 需要 观察 , 一 个 连续 
函数 的 常数 倍 是 连续 的 ; 此 外 , 如 果 你 对 两 个 连续 函数 做 加 法 、 减法、 乘法 或 复合 ， 
你 会 得 到 另 一 个 连续 函数 (更 多 详情 请 见 附录 A 的 A.4.1 节 ). 当 你 用 一 个 连续 函 
数 除 以 另 一 个 连续 函数 的 时 候 , 这 几乎 也 一 样 成 立 : 除了 分 母 为 零 的 点 外 , 商 函 数 
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处 处 连续 . 例如 , 除了 在 z = 0 处 , 1/z 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 , 因为 我 们 已 经 看 到 
分 子 分 母 同 为 z 的 连续 函数 . 

不 管 怎样 , 让 我 们 回头 看 一 下 多 项 式 . 因为 g(x) =z 是 z 的 连续 函数 , 我 们 可 
以 让 g 和 它 自己 相 乘 , 会 看 到 zx? 也 是 z 的 连续 函数 . 你 想 要 多 少 个 > 和 它 自己 相 
乘 都 可 以 , 这 样 可 以 证 明 z 的 任意 次 帘 (作为 z 的 函数 ) 的 连续 性 . 然后 , 你 可 以 乘 
以 常数 系数 , 并 将 不 同 次 窒 相 加 在 一 起 , 得 到 任意 一 个 多 项 式 , 每 一 项 仍然 都 是 连 
续 的 ! 

这 可 以 看 出 , 所 有 的 指数 函数 和 对 数 函 数 都 是 连续 的 , 同样 , 三 角 函 数 也 一 样 
(除了 在 它们 的 渐 近 线 上 )， 我 们 暂且 认为 这 是 理所当然 的 , 并 会 在 5.2.11 节 中 重 
述 这 一 点 ， 同 时 , 我 想来 看 一 看 一 个 更 奇异 的 函数 .我 们 考虑 函数 f， 其 定义 为 
f(x) = zsin (1/7x). 在 3.6 节 我 们 看 到 了 它 的 图 像 (至 少 是 当 x > 0 时 的 图 像 ). 事 
实 上 , 当 z < 0 时 对 图 像 做 扩展 真 的 是 很 容易 的 , 因为 f 是 一 个 偶 函 数 . 为 什么 呢 ? 
记得 吗 , sin (z) 是 x 的 奇 函 数 , 我 们 有 


f(z) = (2z)sin (三 ) = (7) (- sin (2)) = zsin G2) = f(z). 


因此 , f 的 确 是 偶 函 数 , 通过 使 用 y 办 做 镜面 反射 之 前 的 图 像 ,我们 可 以 得 到 f 的 
图 像 (图 5-3 只 显示 了 在 定义 域 -0.3 < x < 0.3 上 的 图 像 ). 


图 5-3 


现在 , 让 我 们 来 考虑 一 下 函数 的 连续 性 ， 作 为 z 的 函数 , 我 们 知道 , 除了 在 
z = 0 处 , 1/z 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 . 现在 , 我 们 将 它 与 正弦 函数 作 复合 , 得 到 的 
函数 依然 是 连续 的 , 并 且 你 会 看 到 , 除了 在 x = 0 处 , sin (1/z) 在 其 他 各 处 也 都 是 
连续 的 . 现在 , 你 只 需要 用 z 和 sin (1/z) 相 乘 (这 显然 是 x 的 连续 函数 ! ) 就 会 看 
到 除了 在 x = 0 处 外 , 7 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 . 

那么 , 在 x = 0 处 发 生 了 什么 昵 ? 显然 , f 在 x = 0 不 连续 , 因为 它 在 那里 甚至 
没有 定义 (在 图 像 上 有 一 个 洞 ). 让 我 们 来 定义 一 个 函数 g 如 下 , 将 这 个 洞 堵 上 : 


g(7) = | “Sn (3) 如 果 才 去 0， 
0， 


如 果 z = 0. 
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因此 , 除了 在 > = 0 (此 时 9 等 于 0, 而 f 无 定义 ) 外 , g (z) = f(z). 因此 , 9 必然 是 
处 处 连续 的 , 而 / 除 z = 0 外 处 处 连续 . 我 们 现在 需要 来 看 看 在 z = 0 处 发 生 了 什 
么 . 由 于 9(0) 有 定义 , 我 们 就 有 希望 . 此 外 , 我 们 使 用 3.6 节 的 三 明治 定理 来 证 明 


1 
-0 
通过 对 称 性 (或 再 次 使 用 三 明治 定理 ), 我 们 可 以 看 到 左 极限 也 等 于 0. 事实 上 双 侧 
极限 也 为 0: 
lim g(7) = lim zsin (2) = 0. 
因此 我 们 证 明了 
lim g(2) = g(0) 

由 于 等 号 两 边 都 存在 且 等 于 0. 这 意味 着 , 事实 上 9 在 x = 0 处 是 连续 的 , 尽管 它 
是 一 个 分 段 函数 的 形式 . 

我 们 差不多 已 经 准备 好 了 , 来 看 看 两 个 涉及 连续 性 的 很 好 的 事实 吧 . 首先 , 我 


想 回 到 第 4 章 开始 时 我 曾 讲解 的 一 个 知识 点 . 我 们 看 到 的 第 一 个 例子 是 
zZ2 一 37r 十 2 


我 们 将 z = -1 代入 上 式 求解 得 到 结果 为 -2. 这 为 什么 是 合理 的 呢 ? 我 们 的 理由 
看 上 去 和 上 述 极 限 的 值 与 其 在 > = -1 处 发 生 的 情况 无 关 , 仅仅 和 在 x = -1 附近 
的 情况 有 关 这 一 点 相 了 矛盾 . 这 里 就 是 连续 性 了 : 它 将 “附近 的 ”与 “在 ”联系 起 来 . 
特别 是 , 如 果 我 们 令 f(x) = (zx? 一 3x 十 2) / (zx 一 2), 那么 , 由 于 分 子 和 分 母 都 是 多 
项 式 , 除了 在 分 母 为 0 的 点 外 , f 是 处 处 连续 的 . 也 就 是 说 , 除了 在 xz = 2 处 , / 是 
处 处 连续 的 . 因此 , f 在 > = -1 上 是 连续 的 , 这 就 意味 着 ， 


Jimi fla) = f(-1). 
我 们 用 其 定义 替换 f, 会 有 
.2237+2  (-1)2 一 3(- 上 +2 
im = CD 一 2. 


这 就 是 完整 的 解 . 实际 上 , 很 少 有 数学 家 会 不 厌 其 烦 地 把 这 些 细节 都 写 出 来 , 但 是 
这 样 做 会 有 助 于 你 理解 你 在 做 什么 ! 


5.1.4” 介 值 定理 


知道 一 个 函数 是 连续 的 会 有 很 多 好 处 .我 们 将 看 到 两 个 这 样 的 好 处 ， 第 一 个 
被 称 为 介 值 定理 , 或 简写 为 IVT. 基本 思想 是 : 我 们 假设 一 个 函数 f 在 一 个 闭 区 间 
[a, 引 上 连续 . 此 外 , 假设 f (a) < 0 且 f (6) > 0. 因此 , 在 y = f(x) 的 图 像 上 , 我 们 
知道 点 (a, f (a)) 位 于 zx 轴 的 下 方 , 而 点 (5, f(b)) 位 于 x 轴 的 上 方 , 如 图 5-4 所 示 . 
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现在 ,如果 你 必须 用 一 条 曲线 ( 它 当 然 要 服从 垂 线 检验 ) 
来 连接 这 两 个 点 , 并 且 你 不 允许 抬 起 笔 来 , 直觉 上 显然 是 ， 
你 的 笔 将 和 zx 轴 上 a 和 5b 之 间 的 某 处 至 少 相 交 一 次 . 交 
点 也 许 在 a 的 附近 或 b 的 附近 , 或 者 在 a 和 2 中 间 的 某 
处 ; 你 必须 相交 至 少 一 次 . 这 就 是 说 ,> 轴 截 距 在 a。 入 
图 5-4 之 间 的 某 处 . 函数 六 在 区 间 [a,3] 上 的 每 一 点 都 是 连续 的 ， 
这 一 点 至 关 重 要 ; 我 们 来 看 看 如 果 f 仅仅 在 一 点 处 不 连续 会 怎样 , 如 图 5-5 所 示 . 
不 连续 点 让 函数 在 xz 轴 上 发 生 跳 跃 而 不 是 通过 x 轴 . 
因此 , 我 们 需要 在 整个 区 域 [a,b] 上 的 连续 性 .如 果 我 们 
从 zx 轴 上 方 开 始 并 在 z 轴 下 方 结束 , 这 也 是 正确 的 ; 即 
f(a) >0 且 f(b) <0, 如果 了 在 [a,9] 上 的 每 一 点 都 连续 ， 
那么 , 在 [a,8] 上 的 某 处 , 我 们 必定 会 有 一 个 > 轴 截 距 , 以 
上 所 讨论 的 同样 成 立 . 由 于 zx 轴 截 距 意味 着 f (c) = 0, 我 
们 可 以 总 结 介 值 定理 如 下 : 


介 值 定理 : 如 果 f 在 [ae, 中 上 连续 , 并 且 , f(a) <0 且 f(b) > 0, 那么 , 在 区 间 
(a,b) 上 至 少 有 一 点 c, 使 得 f (c) = 0. 如 果 f (a) > 0 且 f (5) < 0, 同样 成 立 . 


该 定理 的 证 明 请 见 附录 A 中 的 A.4.2 节 . 现在 , 让 我 们 来 参考 一 些 例子 是 如 何 
应 用 此 定理 的 吧 . 首先 , 假设 你 想 要 证 明 多 项 式 p(z) = 一 x5 十 24 二 37 十 1 在 z==1 
和 x = 2 之 间 有 一 个 zx 轴 截 距 . 你 所 要 做 的 就 是 注意 到 , 由 于 它 是 一 个 多 项 式 , 所 
以 p 是 处 处 连续 的 (包含 [1,2]); 此 外 , 计算 p(1)=4>0 且 p(2) = -9 < 0. 由 于 
p(1) 和 p (2) 的 符号 相反 , 且 p 在 [1,2| 上 连续 , 我 们 知道 在 区 间 (1,2) 上 至 少 存在 
一 点 c 使 得 p(c) = 0. 数 c 就 是 多 项 式 p 的 一 个 z 轴 截 距 . 

这 里 是 一 个 稍微 难 一 点 的 例子 ， 如何 证 明 方程 x = cos (z) 有 一 个 解 呢 ? 你 
不 需要 求 出 解 来 ,只 需要 证 明 有 一 个 解 . 你 可 以 先 在 同一 坐标 轴 上 画 出 y = z 和 
y = cos (xz) 的 图 像 . 如 果 你 这 样 做 了 , 你 会 发 现 图 像 的 交点 在 xn/4 附近 有 一 个 xz 一 
坐标 . 这 个 图 像 式 讨论 距离 一 个 数学 证 明 也 不 远 了 . 我 们 如 何 做 得 更 好 呢 ? 

第 一 步 是 使 用 一 个 小 穿 门 : 将 所 有 表达 式 放 到 等 号 左边 . 因此 , 我 们 试 着 来 求解 
Zz 一 cos (x) = 0, 而 不 是 求解 x = cos(z). 现在 , 我 们 必须 初始 化 , 设 f (zx) = z 一 cos (x). 
如 果 我 们 可 以 证 明 存 在 数 c 使 得 f (c) = 0 的 话 就 算 完成 任务 了 . 让 我 们 来 检验 一 
下 这 是 否 有 意义 : 如 果 f (c) = 0, 那么 c 一 cos(c) = 0, 因此 c= cos (oj, 并 且 我 们 找 
到 了 方程 x = cos (z) 的 一 个 解 , 它 就 是 x = c. 

现在 , 该 使 用 介 值 定理 了 . 我 们 需要 找到 两 个 数 a 和 。b, 使 得 f(a) 和 f (6) 其 
中 一 个 是 负 的 而 男 一 个 是 正 的 . 由 于 我 们 认为 (从 图 像 中 ) 答案 会 在 x/4 附近 , 我 
们 将 保守 地 选取 a = 0 和 = x/2. 让 我 们 来 检验 一 下 f (0) 和 了 (ww/2) 的 值 吧 . 首 
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先 , (0) =0- cos(0) = 0 一 1 = -1 它 是 负 的 , 其 次 , f (x/2) = x/2 一 cos (x/2) = 
/2 一 0= 7/2, 它 是 正 的 . 由 于 f 是 连续 的 ( 它 是 两 个 连续 函数 的 差 ), 根据 中 值 定 
理 我 们 可 以 得 出 , 在 区 间 (0, x/2) 上 存在 某 个 数 c 使 得 f (c) = 0, 并 且 我 们 证 明了 
Zz 二 cos (z) 有 一 个 解 . 我 们 不 知道 解 在 哪里 , 也 不 知道 会 有 多 少 解 , 只 是 知道 在 区 
间 (0, n/2) 上 至 少 有 一 个 解 . (注意 , 不 一 定 在 r/4 上 ! 事实 上 , 不 可 能 找到 一 个 有 
关 解 的 很 好 的 表达 .) 

这 里 有 一 个 小 小 的 变形 ， 到 现在 , 我 们 都 是 规定 f (a) < 0 且 f(b) > 0( 或 另 
外 一 种 情况 ), 然后 得 出 结论 , 在 (a,5) 上 存在 一 点 c 使 得 f (c) = 0. 然而 , 现在 我 
们 可 以 用 任意 数 M 来 替换 0, 且 结 果 依 然 成 立 . 因此 , 假设 f 在 [a,6] 上 连续 ; 如 
果 f(a) < M 且 f(b) > M( 或 另外 一 种 情况 ), 那么 , 在 (a,5) 上 存在 一 点 c 使 得 
f(c) = M. 例如 , 如 果 f (x) = 3* + z2, 那么 ,方程 f(x) = 5 有 解 吗 ? 当然 f 是 
连续 的 ; 我 们 也 可 以 猜 出 解 在 0 和 2 之 间 , 这 样 会 有 f (0) = 1 和 f (2) = 13. 由 于 
数 1 和 13 围绕 着 目标 数 5( 一 个 小 一 点 而 另 一 个 大 一 点 ), 介 值 定理 告诉 我 们 , 对 于 
(0, 2) 上 的 某 个 <c 有 (ce) = 5. 

这 就 是 说 , f (z) = 5 确实 有 解 . 现在 , 我 们 试 着 以 一 个 新 的 函数 g, 其 定义 为 
9g(z)=3 十 22 一 5 来 重复 做 一 遍 . 如 果 你 相信 f (x) = 5 有 一 个 解 是 c, 那么 c 也 是 
9(z) =0 的 解 . 由 于 g (0) <0 且 g (2) > 0, 你 可 以 使 用 先前 的 方法 而 不 用 变形 ! 事 
实 上 , 变形 并 没有 给 我 们 提供 任何 新 的 信息 , 它 只 是 有 时 候 会 让 生活 变 得 更 简单 些 . 


5.1.5 ”一 个 更 难 的 IVT 例子 


最 后 一 个 例子 : 让 我 们 证 明 任意 的 奇数 次 多 项 式 至 少 有 一 个 根 . 这 就 是 说 , 令 
2 是 一 个 奇数 次 多 项 式 , 我 断言 , 至 少 有 一 个 数 c 使 得 p (c) = 0. (这 对 于 偶数 次 多 
项 式 不 成 立 . 例如 , 二 次 的 z? + 1 没有 根 , 其 图 像 和 z 轴 不 相交 .) 因此 , 我 们 如 何 
来 证 明 我 的 断言 呢 ? 

事实 上 , 问题 的 关键 可 以 追溯 到 4.3 节 . 那里 , 我 们 看 到 了 , 如 果 p(z) 是 任意 
的 多 项 式 , 且 其 首 项 为 uaz", 那么 ， 


因此 , 当 z 变 得 非常 大 时 , p (z) 和 anz” 会 相对 地 彼此 靠近 (它们 的 比值 接近 于 1). 
这 意味 着 , 它们 至 少 有 相同 的 符号 ! 不 可 能 是 一 个 负 一 个 正 , 也 不 可 能 是 它们 的 比 
值 为 负 , 且 不 接近 于 1. 当 z 是 一 个 非常 大 的 负数 时 情况 也 是 一 样 的 . 

因此 , 我 们 假设 4 是 一 个 很 大 的 负数 , 致使 p(4) 和 an4” 有 相同 的 符号 . 此 
外 , 我 们 将 选取 一 个 非常 大 的 正 数 B 使 得 p(B) 和 anB” 有 相同 的 符号 . 现在 , 让 
我 们 来 比较 一 下 on4"” 和 anB” 的 符号 . 由 于 ”是 一 个 奇数 , 它们 的 符号 一 定 相反 ! 
一 个 为 正 而 另 一 个 为 负 . 例如 , 如 果 an > 0, 那么 onBn 为 正 且 os4n 为 负 . (只 有 
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当 ”是 奇数 时 才 成 立 : 如 果 n 是 偶数 , 那么 , 这 两 个 量 均 为 正 .) 因此 , 我 们 有 : 
p(A) 符号 相同 符号 相反 符号 相同 (万 ) 


nA ~ onB” 
所 以 , p (4) 和 p(B) 的 符号 相反 . 由 于 p 是 一 个 多 项 式 , 它 是 连续 的 ; 根据 介 值 定 
理 , 在 4 和 B 之 间 有 一 个 数 c, 使 得 p(c) = 0. 这 就 是 说 , p 有 一 个 根 , 尽管 我 们 
真 的 不 知道 它 在 哪儿 , 这 也 是 合乎 情理 的 , 因为 我 们 不 知道 p 是 什么 样子 的 多 项 式 ， 
只 知道 它 是 奇数 次 的 . 


5.1.6 ”连续 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 


让 我 们 来 看 看 知道 一 个 函数 是 连续 的 给 我 们 带 来 的 第 二 个 好 处 吧 . 假设 , 有 一 
个 函数 f, 我 们 知道 它 在 闭 区 间 [6,4] 上 连续 . (非常 重要 的 是 , 区 间 的 两 个 端点 都 是 
闭 的 .) 这 意味 着 , 我 们 拿 笔 放 在 点 (a, f(a)) 上 , 由 此 出 发 , 笔 不 离 纸 地 画 一 条 曲线 ， 
并 结束 于 点 (6, f(b)). 问题 是 , 我 们 能 画 多 高 ? 换 句 话说 , 这 条 曲线 能 够 达到 的 高 度 
有 限度 吗 ? 回答 是 肯定 的 , 一 定 有 一 个 最 高 点 , 尽管 曲线 可 以 达到 最 高 点 很 多 次 . 

用 符号 表达 , 我 们 说 , 定义 在 区 间 [c, 中 上 的 函数 f 在 > = c 处 有 一 个 最 大 值 ， 
如 果 / (o) 是 7 在 整个 区 间 [a,9] 上 的 最 大 值 . 即 , 对 于 区 间 上 所 有 的 z, 了 (ec) > f(z). 
我 瞳 示 的 基本 思想 就 是 ,fo, 避 上 的 连续 函数 在 区 间 [c, 蝇 上 有 最 大 值 . 对 于 “我 们 
能 走 多 低 ? ”来 说 , 我 们 有 同样 的 解释 . 我 们 会 说 , /在 z = c 处 有 一 个 最 小 值 , 如 
果 f (o) 是 了 在 整个 区 间 [a, 相 上 的 最 小 值 . 即 , 对 于 所 有 [a,8] 上 的 zf (c) < f(z) 
再 次 , 区 间 fo, 中 上 的 任何 连续 函数 在 该 区 间 上 都 有 最 值 . 这 些 事实 构成 一 个 定理 ， 
有 时 被 称 作 最 大 -最 小 定理 , 陈述 如 下 : 


最 大 -最 小 定理 : 如 果 f 在 [a,9] 上 连续 , 那么 了 在 [可 上 至 少 有 一 个 
最 大 值 和 一 个 最 小 值 . 


这 里 有 一 些 例子 , 是 关于 [a,85] 上 的 连续 函数 和 它们 的 最 大 值 与 最 小 值 的 (当然 , 这 
分 别 是 最 大 值 与 最 小 值 的 复数 形式 ), 如 图 5-6 所 示 . 


5-6 


在 图 5-6 的 第 一 幅 图 中 , 函数 在 x = c 处 取得 最 大 值 并 在 x = d 处 取得 最 小 值 . 在 
第 二 幅 图 中 , 函数 在 x = e 处 取得 最 大 值 而 在 左 端点 x = a 处 取得 最 小 值 . 在 第 三 
幅 图 中 , 最 大 值 在 > = ”处 , 而 最 小 值 在 xz = c 和 x = d 上 . 这 是 可 以 接受 的 (允许 
有 多 个 最 小 值 , 只 是 至 少 得 有 一 个 ). 最 后 , 第 四 幅 图 展示 了 一 个 常数 函数 , 它 是 连 
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续 的 ; 事实 上 , 由 于 函数 绝 不 会 越过 或 低 于 常数 C, 所 以 区 间 [a,8] 中 的 每 一 个 点 既 
是 最 大 值 也 是 最 小 值 . 

那么 , 为 什么 函数 /必须 是 连续 的 呢 ? 并 且 , 为 什么 它 不 能 是 一 个 像 (a,5) 一 
样 的 开 区 间 呢 ? 图 5-7 显示 了 一 些 潜 在 的 问题 : 


图 5-7 


在 第 一 幅 图 中 , 函数 f 在 区 间 [a, 外 的 中 间 有 一 条 渐 近 线 , 它 当然 会 产生 一 个 不 连 
续 点 . 该 函数 没有 最 大 值 , 它 只 是 在 渐 近 线 的 左 侧 会 无 限 上 升 . 类 似 地 , 它 也 没有 
最 小 值 , 因为 它 在 渐 近 线 的 右 侧 会 无 限 下 降 . 

上 一 页 的 中 间 那 幅 图 涉及 了 一 个 更 微妙 的 情况 ， 函 数 只 在 开 区 间 (a,5) 上 连 
续 . 显然 , 该 函数 在 xz = c 处 有 一 个 最 小 值 , 但 是 它 的 最 大 值 是 什么 呢 ? 你 或 许 会 想 
它 出 现在 x = ”处 , 再 想 想 看 啊 . 该 函数 在 z = 处 没有 定义 ! 因此 , 它 不 可 能 在 那 
里 有 一 个 最 大 值 . 如 果 该 函数 有 一 个 最 大 值 , 那么 它 一 定 在 5b 附近 的 某 处 . 事实 上 ， 
你 想 要 它 是 一 个 小 于 5 并 接近 于 b 的 数 . 很 不 幸 , 没有 这 样 的 数 ! 无 论 你 想到 多 么 
接近 于 b 的 数 , 你 总 是 可 以 取 该 数 与 5 的 平均 数 得 到 更 接近 于 b 的 数 . 因此 , 该 函 
数 没 有 最 大 值 . 这 说 明 , 为 了 确保 可 以 使 用 最 大 -最 小 定理 , 连续 性 区 间 必 须 是 闭 的 . 

当然 , 即使 区 间 不 是 闭 的 , 该 定理 的 结论 也 可 能 会 成 立 . 例如 , 在 以 上 的 第 三 幅 
图 中 , 函数 只 在 开 区 间 (a,5) 上 连续 , 但 它 仍然 在 x = c 处 有 一 个 最 大 值 并 在 > = < 
处 有 一 个 最 小 值 . 这 只 是 一 个 幸运 情况 . 你 只 能 使 用 定理 来 保证 区 间 [a,4] 上 的 最 
大 值 与 最 小 值 的 存在 性 , 如 果 你 知道 函数 在 整个 闭 区 间 上 是 连续 的 话 . 


5.2 可 导 性 


我 们 已 经 花 了 一 些 时 间 来 学 习 连 续 性 了 .现在 该 来 看 看 函数 的 另 一 个 平滑 
度 可 导 性 了 ， 这 主要 是 指 函数 有 导数 因此， 我 们 会 花 上 一 些 时间 来 研究 
导数 . 发 展 微 积分 的 原始 的 灵感 之 一 来 自 试 图 去 理解 运动 物体 的 速度 、 距离 和 时 间 
的 关系 . 因此 , 让 我 们 从 那里 开始 , 之 后 再 回 到 函数 中 去 . 


5.2.1 平均 速率 


想象 一 下 , 在 高 速 路 上 给 一 辆 汽车 拍照 . 曝光 时 间 非 常 短 , 因此 并 不 模糊 , 你 其 
至 不 能 分 辨 那 辆 车 是 不 是 在 动 . 现在 , 我 问 你 : 拍照 时 汽车 的 运动 速度 有 多 快 ? 你 
会 说 没有 问题 , 使 用 经 典 公式 
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_ 距离 
速率 = 本 而 : 


就 可 以 了 . 问题 是 , 照片 不 涉及 距离 ( 那 辆 车 没有 动 ) 或 时 间 (照片 实质 上 是 捕捉 瞬 
时 效果 ). 因此 , 你 不 能 回答 我 的 问题 . 

嗯 , 但 如 果 我 告诉 你 , 拍照 之 后 的 一 分 钟 , 汽车 行驶 了 一 英里 昵 ? 这 时 你 就 可 以 
使 用 以 上 公式 来 计算 了 , 汽车 一 分 钟 开 了 一 英里 , 速率 是 60 英里 /小 时 . 还 有 , 你 如 
何 知道 汽车 在 那 一 分 钟 里 的 速率 是 一 样 的 昵 ? 在 那 一 分 钟 里 , 可 能 会 有 多 次 的 加 速 
度 和 减速 度 . 你 不 知道 在 那 一 分 钟 的 开始 它 究竟 开 得 有 多 快 . 事实 上 , 上 述 公 式 并 
不 精确 : 等 号 左边 应 该 是 平均 速率 , 因为 那 是 我 们 已 经 发 现 的 . 

好 吧 , 我 遗憾 地 告诉 你 , 在 第 一 个 10 秒 钟 , 汽车 行驶 了 0.25 英里 . 现在 , 你 可 
以 使 用 该 公式 来 计算 , 在 第 一 个 10 秘 钟 内 的 平均 速率 是 每 分 钟 1.5 英里 或 90 英 
里 /小 时 . 这 样 有 些 帮助 , 但 是 在 10 秒 钟 后 汽车 仍然 可 能 会 改变 其 速率 , 我 们 真 的 
不 知道 它 在 那 段 时 间 的 开始 会 有 多 快 . 不 过 速率 也 不 可 能 跟 90 英里 /小 时 差 太 多 ， 
因为 在 这 么 短 的 时 间 里 , 汽车 只 可 能 会 加 速 或 减速 这 么 多 ， 

如 果 知 道 在 拍照 后 的 一 秒 钟 里 汽车 走 了 多 远 的 话 , 那 将 会 更 好 , 但 这 还 是 不 完 
美的 . 甚至 0.000 1 秘 或 许 对 于 汽车 改变 速率 已 经 足够 了 , 但 实际 上 并 不 需要 那么 
久 . 如 果 你 意识 到 了 , 我 们 正在 引导 极限 的 话 , 你 就 非常 正确 了 . 尽管 如 此 , 我 们 首 
先 需 要 看 一 看 速度 的 概念 . 


5.2.2 ”位 移 和 速度 


想象 一 下 , 汽车 在 一 条 长 直 的 高 速 路 上 行驶 . 里 程 表 有 点 奇怪 , 在 某 个 点 上 出 
现 0 标志 , 在 其 左 侧 , 标志 始 于 -1 并 且 变 得 越 来 越 负 . 在 0 标志 的 右 侧 一 切 正常 . 
事实 上 , 整个 情形 看 上 去 就 像 图 5-8. 


—1 0 1 2 3 
图 5-8 
假设 , 汽车 始 于 2 英里 处 并 直接 驶 向 5 英里 处 . 那么 , 它 行驶 的 距离 是 3 英里 . 但 
如 果 是 始 于 2 英里 处 但 向 左 行驶 到 了 -1 英里 处 , 它 行驶 的 距离 也 是 3 英里 . 我 们 
想 要 区 分 这 两 种 情形 , 因此 , 我 们 将 使 用 位 移 来 代替 距离 . 位 移 公 式 就 是 : 
位 移 = (终点 位 置 ) - (初始 位 置 ). 

如 果 汽 车 从 位 置 2 驶 到 位 置 5, 那么 位 移 是 5 一 2 = 3 英里 . 但 如 果 是 从 位 置 2 驶 
到 了 位 置 -1, 那么 位 移 是 (-1T) - 2 = -3 英里 . 因此 , 和 更 离 不 一 样 , 位 移 可 以 是 
负 的 . 事实 上 , 如 果 位 移 是 负 的 , 那么 汽车 将 终止 于 它 起 始 的 左 侧 . 

距离 和 位 移 之 间 的 另外 一 个 重要 区 别 就 是 位 移 仅 仅 涉及 终点 和 初始 位 置 , 汽车 
在 行驶 过 程 中 的 情况 是 无 关 紧 要 的 . 如 果 它 从 2 走 到 11, 然后 又 返回 到 5, 距离 是 
9 十 6 二 15 英里 , 但 是 总 位 移 仍然 只 是 3 英里 . 但 如 果 它 从 2 走 到 -4 然后 又 返回 
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到 2, 位 移 实际 上 是 0 英里 , 尽管 距离 是 12 英里 . 然而 , 如 果 汽车 只 向 一 个 方向 行 
驶 , 没有 后 退 的 话 , 那么 , 距离 就 是 位 移 的 绝对 值 . 

正如 我 们 在 上 一 节 看 到 的 , 平均 速率 是 行使 距离 除 以 行驶 时 间 . 如 果 你 用 位 移 
来 代替 距离 , 你 会 得 到 平均 速度 . 即 ， 

平均 速度 再 各 

再 次 说 -- 下 , 速度 可 以 是 负 的 , 然而 , 速率 必须 是 非 负 的 .如 果 在 一 定 的 时 间 段 内 ， 
汽车 有 一 个 负 的 平均 速度 , 那么 它 终止 于 起 始 的 左 侧 . 但 如 果 在 一 定 的 时 间 段 内 平 
均 速 度 是 0, 那么 汽车 终止 于 它 的 起 始 位 置 . 请 注意 , 在 这 种 情况 下 , 汽车 或 许 有 一 
个 很 高 的 平均 速率 , 即使 其 平均 速度 为 0! 总 的 来 说 , 就 像 位 移 , 如 果 汽车 沿 着 一 个 
方向 行驶 , 那么 , 平均 速率 就 是 平均 速度 的 绝对 什 . 


5.2.3 ”瞬时 速度 


现在 , 我 们 用 速度 来 重新 考察 一 下 我 们 的 关键 问题 : 在 给 定 的 瞬间 , 你 如 何 测 
量 汽车 的 速度 呢 ? 正如 我 们 在 上 面 看 到 的 , 基本 思想 就 是 , 始 于 拍照 时 刻 , 在 越 来 越 
小 的 时 间 段 上 , 求 汽车 的 平均 速度 . 下 面 就 是 如 何 用 符号 来 表达 这 个 思想 过 程 了 . 

令 t 是 我 们 关心 的 时 刻 . 例如 , 如 果 比 赛 始 于 2，00p.m., 你 可 能 决定 要 用 秒 
表 , 用 0 表示 开始 时 间 . 那 种 情况 下 , 如 果 拍 照 时 间 是 2: 03p.m., 那么 , 你 想 要 取 
t = 180. 不 管 怎样 , 假设 wu 是 上 之 后 的 一 段 很 短 的 时 间 . 我 们 写 ww 表示 汽车 在 
始 于 时 间 t 终止 于 时 间 v 的 时 间 段 上 的 平均 速度 . 现在 , 我 们 让 v 越 来 越 靠近 t. 
多 近 呢 ? 能 有 多 近 就 多 近 ! 那 是 极限 出 现 的 地 方 . 事实 上 ， 

在 时 刻 t 上 的 瞬时 速度 = lim, ve 


为 什么 要 忽略 在 时 刻 + 之 前 的 细节 呢 ? 通过 允许 在 t 之 前 , 我 们 可 以 让 以 上 定义 
变 得 更 一 般 一 些 . 然后 , 我 们 可 以 用 双 侧 极限 替换 右 极 限 : 
在 时 刻 t 上 的 瞬时 速度 = lim ww， 
现在 , 我 们 需要 更 多 的 公式 . 让 我 们 假设 我 们 知道 在 高 速 路 上 汽车 在 任意 时 刻 的 准 
确 位 置 . 特别 是 , 假设 在 时 刻 t, 汽车 的 位 置 是 f(t). 这 就 是 说 , 令 
f (= 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 . 
我 们 现在 就 可 以 准确 地 计算 平均 速度 v, ,了 : 
wy 在 时 刻 v 的 位 置 - 在 时 刻 了 的 位 置 “” 广 () 一 了 (的 
人 ut ut 
请 注意 , 分 母 u 一 t 是 所 用 时 间 的 长 度 (如 果 在 上 之 后 中 . 不 管 怎么 说 , 我 们 现在 
来 取 ww 一 t 时 的 极限 : 


Q@@ 如 果 v 在 t 之 前 , 那么 分 母 应 该 是 t 一 以, 分 子 应 该 是 f(t) 一 了 (w), 因此 , 无 论 怎 样 都 没 问 题 ! 
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在 时 刻 t 的 瞬时 速度 = lim ,=f 


当然 , 在 以 上 极限 中 , 你 不 能 只 是 用 = 作 蔡 换 因为 那样 的 话 , 你 会 得 到 0/0 的 
不 定式 . 你 的 确 要 使 用 极限 . 

再 来 看 一 个 小 小 的 变形 . 我 们 定义 h = ww 一 t. 那么 , 由 于 v 非常 靠近 两 时 刻 
的 差 值 h 一 定 非常 小 . 确实 是 , 当 ww 一 上 时 , 我 们 可 以 看 到 h 一 0. 如 果 我 们 在 上 
述 极限 中 作 如 此 替换 的 话 , 由 于 w = t+ h, 我 们 也 会 有 


在 时 刻 t 的 瞬时 速度 = jim E+- 


该 公式 和 前 一 个 公式 之 间 没 有 实际 的 差别 , 只 是 用 了 不 同 的 方式 而 已 . 

让 我 们 来 快速 地 看 一 个 例子 吧 . 假设 , 汽车 在 7 英里 标志 时 停 下 来 休息 , 然后 ， 
加 速 到 时 刻 t = 0 小 时 的 右 侧 . 结果 是 , 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 好 像 是 15&2 上 + 7( 这 
里 的 数 15 取决 于 加 速度 ). 在 不 用 担心 为 什么 这 是 正确 的 情况 下 , 让 我 们 设 f (t) = 
15t2 十 7, 并 看 看 我 们 是 否 可 以 求 出 汽车 在 任意 时 刻 t 的 速度 . 

使 用 上 述 公 式 , 我 们 有 

在 时 刻 + 的 瞬时 速度 = ji 二 号 一 09 


_] (15( 人 十 尹 2 十 7) 一 (1512 十 7) 
一 和 h . 
现在 , 我 们 展开 (t 十 及)? = 如 十 2th 十 也, 并 进一步 化 简 , 会 看 到 上 述 表 达 式 变 为 


15t2 + 30th IN 7—15t2—7 30th + 15h2 
lim BA =lim 一 一 lim (30t + 15h). 


在 最 后 一 步 ， 我 们 从 分 母 中 消去 了 h, 这 非常 好 , 因为 它 就 是 带 给 我 们 所 有 麻烦 的 家 
伙 . 现在 , 我 们 就 可 以 将 h =0 代入 并 看 到 
在 时 刻 t 的 瞬时 速度 = lim (30¢ + 15h) = 30t. 


因此 , 在 时 刻 0, 汽车 的 速度 是 30 x 0 = 0 英里 /小 时 汽车 在 休息 . 半 小 时 之 
后 , 在 时 刻 t= 1/2, 它 的 速度 是 30 x 1/2 = 15 英里 /小 时 . 一 小 时 之 后 , 速度 是 30. 
事实 上 , 在 时 刻 上 的 速度 是 30t, 这 告诉 我 们 , 汽车 在 每 小 时 30 英里 /小 时 的 常数 速 
率 下 行驶 得 越 来 越 快 . 这 就 是 说 , 汽车 是 以 30 英里 /小 时 每 小 时 加 速 的 , 或 每 平方 
小 时 30 英里 ， 
5.2.4 速度 的 图 像 解 释 

到 了 来 看 看 图 像 的 时 候 了 . 假设 ,让 人 再 次 代表 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 . 如 果 我 
们 想 要 在 一 个 特定 时 刻 t 的 瞬时 速度 , 需要 选取 一 个 靠近 上 的 时 刻 u. 让 我 们 来 画 


一 下 y = f(t) 的 图 像 , 并 标注 位 置 (t, 了 ( 引 ) 和 (w,f(w)) 以 及 过 这 两 点 的 直线 , 如 
5-9 所 示 . 
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图 5-9 
该 直线 的 斜率 由 以 下 公式 给 出 
斜率 = yu) -10 

这 正好 就 是 上 一 节 中 平均 速度 wu 的 公式 . 因此 , 我 们 有 了 在 t 到 w 时 间 段 上 平 
均 速 度 的 图 像 解 释 : 在 位 置 与 时 间 的 图 像 上 , 它 就 是 连接 点 (t, 了 ( 旭 ) 和 (wf(w)) 的 
直线 的 斜率 . 

让 我 们 来 试 着 给 瞬时 速度 找 一 个 类 似 的 解释 ， 我 们 需要 取 w 趋 于 t 时 的 极 
限 , 因此 , 让 我 们 来 重复 几 次 上 述 图 像 , 每 一 次 w 会 越 来 越 接近 固定 值 t, 如 图 5-10 
所 示 . 

y 


i 和 
图 5-10 
这 些 直 线 看 上 去 好 像 越 来 越 接近 点 (t, 了 (t)) 处 的 切线 . 由 于 有 瞬时 速度 是 这 些 直 
线 在 ww 一 上 时 的 极限 , 我 们 想 要 说 的 是 , 瞬时 速度 就 等 于 通过 点 (t, f(t)) 的 切线 的 
斜率 . 这 看 起 来 我 们 需要 对 切线 有 更 好 的 了 解 .……: 


5.2.5 ”切线 


假设 , 我 们 在 某 个 函数 f 的 定义 域 上 选取 一 点 z， 那么 , 点 (x, f(z)) 位 于 
= f(x) 的 图 像 上 ， 我 们 想 要 试 着 画 一 8 
条 通过 该 点 并 与 该 条 曲线 相 切 的 直线 ， 即 
我 们 想 要 找到 一 条 切线 . 直观 上 ， 这 意味 
着 , 我 们 要 找 的 直线 刚好 掠 过 该 曲线 的 点 
(z,j (z))， 切 线 不 需要 只 和 曲线 仅 相 交 一 -AT 
次 ! 例如 , 图 5-11 中 通过 点 (zx, f (z)) 的 切 
线 和 曲线 还 有 第 二 次 相交 , 这 不 成 问题 : 图 5-11 


2 f (2)) 
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y=|z| 也 可 能 会 这 样 , 在 一 个 图 像 上 给 定 的 一 点 没有 切线 . 例 
如 , 我 们 考虑 y = |z| 的 图 像 , 如 图 5-12 所 示 . 
该 图 像 通过 点 (0,0), 但 是 过 那 一 点 没有 切线 . 那么 ， 
切线 究竟 该 是 什么 样 的 呢 ? 不 管 你 画 什么 , 你 都 不 能 在 
那里 赚 缩 图 像 , 因为 它 在 原点 处 有 一 个 尖 点 . 在 后 面 的 
图 5-12 5.2.10 节 我 们 将 返回 到 该 例子 . 
即使 通过 (z, f (xz)) 的 切线 存在 ,你 到 底 如 何 找到 它 呢 ? 请 记 住 , 为 了 描述 一 
条 直线 , 你 仅仅 需要 提供 两 条 信息 直线 上 的 一 点 和 该 直线 的 斜率 . 然后 , 你 可 以 
使 用 点 斜 式 来 求 直 线 方程 . 好 吧 , 我 们 已 经 有 了 一 个 要 素 了 : 我 们 知道 直线 通过 点 
(z, f(z)). 现在 , 我 们 只 需要 求 出 斜率 . 为 了 求解 , 我 们 将 玩 一 个 游戏 , 类 似 于 我 们 
在 上 一 节 中 和 瞬时 速度 玩 的 那个 . 
我 们 由 选取 一 个 靠近 于 z( 在 它 的 左边 或 右边 ) 的 点 z 开始 , 并 在 曲线 上 画 一 点 
(z, f(z)). 现在 , 画 一 条 通过 点 (zx, f(z)) 和 (z, f(z)) 的 直线 , 如 图 5-13 所 示 . 
y= f(z) 


a 


-天 (za Fa) 


图 513 


由 于 斜率 是 对 边 比 邻 边 , 则 虚线 的 斜率 是 

fz) — F(z) 
现在 , 当 点 z 越 来 越 接近 zx, 但 没有 真正 到 达 zx 的 情况 下 , 以 上 直线 的 斜率 应 该 变 
得 越 来 越 接近 我 们 要 找 的 切线 的 斜率 . 因此 , 如 果 世 界 上 还 有 真理 存在 的 话 , 那么 ， 
正确 的 应 该 是 


通过 (z, f(z)) 的 切线 的 斜率 = lim 志 2 二 人) 
我 们 设 h == z - z, 那么 , 我 们 会 看 到 , 当 z 一 z 时 ， 我 们 有 h 0, 因此 我 们 也 有 
通过 (zx, f (x)) 的 切线 的 斜率 = lim 二 和 
当然 , 这 只 有 当 极限 确实 存在 的 时 候 才 有 意义 ! 
5.2.6 “ 导 函 数 
在 图 5-14 中 , 我 在 曲线 上 画 了 通过 三 个 不 同 的 点 的 切线 : 
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7 在 z= c 点 的 切线 
y fr 
-在 z=b 点 的 切线 
A 在 z=a 点 的 切线 
a b C 
5-14 


这 些 直线 有 不 同 的 斜率 . 这 就 是 说 , 切线 的 斜率 取决 于 你 开始 用 的 点 x 的 值 . 换 句 
话说 , 通过 (zx, f(z)) 的 切线 的 斜率 是 x 的 一 个 函数 . 这 个 函数 被 称 为 的 导数 , 并 
写作 f'. 我 们 说 , 我 们 对 f 关于 变量 z 求 导 得 到 函数 1/. 根据 上 一 节 结 尾部 分 的 
公式 , 如 果 极 限 存在 的 话 , 我 们 得 到 


Je+ 朋 二 7 
h 

在 这 种 情况 下 , 我 们 说 / 在 z 点 可 导 . 如 果 对 于 某 个 特定 的 = 极限 不 存在 , 那么 , x 
的 信 就 没有 在 导 函 数 /' 的 定义 域 里 , 因此 , 我 们 说 /在 = 点 不 可 导 . 很 多 原因 导 
致 极限 不 存在 . 特别 是 , 可 能 会 有 一 个 尖 角 , 就 像 上 述 例子 中 的 y = |z| 一 样 . 更 基 
本 地 说 , 如 果 z 没有 在 f 的 定义 域 中 , 那么 , 你 甚至 不 可 能 画 出 点 (zf (z)), 更 不 
用 说 在 那里 画 一 条 切线 了 . 

现在 , 让 我 们 来 回忆 一 下 5.2.3 节 中 瞬时 速度 的 定义 吧 : 

在 时 刻 上 的 瞬时 速度 = jim 二 入 一 人 09， 

其 中 , fb 是 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 . 等 号 右边 的 表达 式 和 上 述 (2) 的 定义 一 样 , 除 
了 用 = 代替 之 外 ! 这 就 是 说 , 如 果 ut) 是 在 时 刻 # 的 用 时 速度 , 那么 vb) = 疡 (0 
确切 地 说 , 速度 就 是 位 置 关于 时 间 的 导数 

让 我 们 来 看 一 个 关于 求 导 的 例子 . 如果 f(z) = zz?, 那 六 Co) 是 什么 呢 ? 计算 
过 程 和 5.2.3 节 结尾 部 分 很 相似 : 


了 (2) = lim 


f(z+h)— fx) (z+h)?2— zr? 
7 一 一 一 -一 -一 -一 一 — 
fT A 
.22+2rzht+hr? .2zh+ph? 
一 lim 一 一 lim 一 
h—0 h h—0 h 


= lim (27 + h) = 27. 
h—0 


因此 , j (z) = z2 的 导数 由 fr (z) = 2z 给 出 . 这 意味 着 , 抛物 线 y = z2 在 点 (zx, x?) 
的 切线 的 斜率 就 是 2z. 让 我 们 画 出 该 曲线 和 一 些 切线 来 检验 一 下 , 如 图 5-15 所 示 . 
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5-15 


在 z= -1 处 的 切线 的 斜率 看 起 来 的 确 和 --2 一 样 , 这 和 公式 户 (z) = 2z 是 一 致 的 . 
(2 倍 的 -1 是 -2! ) 其 他 切线 也 一 样 , 它们 的 斜率 都 是 相应 的 z 坐标 的 2 倍 . 


5.2.7 ”作为 极限 比 的 导数 


在 我 们 导 函 数 f' (zx) 的 公式 中 , 我 们 必须 求 出 量 f (x + hh) 的 值 . 这 个 量 是 什么 
呢 ? 好 吧 , 如 果 y = f(z), 你 将 z 变 为 z 十 h, 那么 , f(z 十 h) 只 是 一 个 新 的 y 值 . 量 
h 代表 你 对 x 作 了 多 少 改变 , 因此 , 我 们 用 量 Azx 作 替 换 . 这 里 的 符号 A 表示 “在 
i 中 的 变化 , ”因此 , Az 就 是 在 z 中 的 变化 . (不 要 把 Az 看 作 是 A 和 z 的 乘 
积 , 这 明显 就 是 错 的 ! ) 因此 , 用 Az 替换 h, 我 们 来 重新 写 一 下 f' (zx) 的 公式 吧 : 
好 了 , 这 就 是 所 发 生 的 情况 . 我 们 由 (x,y) 开始 , 其 中 y = f(z). 现在 , 我 们 选取 一 
个 新 的 z 值 , 我 们 称 之 为 z 由 . y 的 值 也 会 相应 地 变 成 ys, 这 当然 就 是 让 (zg). 现 
在 , 任意 量 的 改变 量 正好 是 新 值 减 去 旧 值 , 因此 , 我 们 有 两 个 方程 : 

Az 王 2 新 一 了 及 Ay = 二 y 新 一 Vy 
第 一 个 方程 说 的 是 zx 新 = x 十 Az, 因此 第 二 个 方程 现在 可 以 做 如 下 变形 : 
Ay=y 一 y= f(z) — f(z) = f(z + AT) — f(7). 

这 就 是 上 面 f' (zx) 定义 中 分 数 的 分 子 ! 这 意味 着 


Ay 
7 _ 1]; OY 
f(z) = adim, Az- 


该 公式 的 一 个 解释 就 是 , z 中 的 一 个 小 的 变化 产生 了 大 约 f(x) 倍 的 y 中 的 变化 . 
的 确 , 如 果 y = f(z) = z2, 那么 , 我 们 在 上 一 节 已 经 看 到 f' (xz) = 2x. 例如 , 让 我 
们 将 精力 集中 在 当 zx = 6 时 的 情况 . 首先 , 请 注意 , 我 们 的 f' (zx) 的 公式 告诉 我 们 
f' (6) = 2 x 6 = 12. 因此 , 如 果 你 取 方 程 62 = 36 并 将 6 做 一 点 点 改变 , 36 将 会 变 
大 12 倍 . 例如 , 如 果 我 们 把 0.01 加 到 6 上 , 我 们 应 该 将 0.12 加 到 36 上 . 因此 , 我 
说 的 是 (6.01)? 应 该 差不多 是 36.12. 事实 上 , 正确 答案 是 36.120 1, 因此 我 的 解 的 
确 是 很 接近 正确 答案 了 . 
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现在 , 为 什么 我 没有 得 到 确切 的 答案 呢 ? 原因 是 , f' (z) 并 不 真正 地 等 于 Ay 和 
Az 的 比值 , 它 等 于 当 Az 趋 于 0 时 该 比值 的 极限 . 这 意味 着 , 如 果 我 们 没有 离 6 太 
远 的 话 , 我 们 会 做 得 更 好 . 让 我 们 来 试 着 猜 一 下 (6.000 4)? 的 值 吧 . 我 们 将 原始 的 x 
值 6 加 上 了 0.000 4, 因此 , y 值 应 该 有 12 倍 的 改变 , 就 是 0.004 8. 因此 我 们 的 猜测 
是 (6.000 4)? 大 约 是 36.004 8. 这 还 不 错 , 真正 的 答案 是 36.004 800 16, 因此 , 两 个 
数 已 经 非常 接近 了 ! 对 6 的 改变 越 小 , 我 们 的 方法 计算 出 的 结果 就 会 越 好 . 

当然 , 魔力 数字 12 仅仅 当 你 从 xz = 6 开始 的 时 候 才 会 起 作用 . 如 果 你 从 z = 13 
开始 的 话 , 魔力 数字 就 是 f' (13) 了 , 它 就 等 于 2x13 = 26. 因此 , 我 们 知道 13? = 139; 
(13.000 2)? 是 什么 呢 ? 为 了 从 13 得 到 13.000 2, 你 必须 加 上 0.000 2， 由 于 魔力 数 
字 是 26, 我 们 必须 将 26 倍 的 0.000 2 加 到 169 上 来 猜测 我 们 的 答案 . 这 就 是 说 , 我 
们 将 0.005 2 加 到 169 上 并 得 出 猜测 结果 是 169.005 2. 这 太 棒 了 : (13.000 2)? 实际 
上 就 是 169.005 200 04. 

不 管 怎样 , 第 13 章 我 们 讲解 线性 化 时 将 会 返回 到 这 些 基本 思想 上 来 . 现在 , 让 
我 们 再 来 看 看 下 面 的 公式 

f(z) = Him ， oY 
等 号 右边 的 表达 式 是 , 当 xz 中 的 变化 非常 小 时 , y 中 的 变化 和 z 中 的 变化 的 比值 的 
极限 . 假设 , > 小 得 以 至 于 其 中 的 变化 几乎 注意 不 到 . 我 们 不 用 Az, 它 表 示 “z 中 
的 变化 ”, 我们 现在 想 要 写 dz, 这 应 该 表示 “zx 中 的 十 分 微小 的 变化 ”, 对 y 有 类 似 
的 表示 方法 . 不 幸 的 是 , dz 和 dy 本 身 没 有 任何 意义 ”; 尽管 如 此 , 这 给 了 我 们 灵感 ， 
用 一 种 不 同 的 更 方便 的 方法 来 写 导 数 : 
如 果 y = 0 那么 , 你 可 以 用 到 来 代替 f(z). 


例如 , 如 果 y = z2， 那么 一 二 27z. 事实 上 ， 加 颗 你 z2 代替 y, 你 会 得 到 对 于 一 件 
事情 的 很 多 不 同 的 表达 方式 ， 3 022 1 
f(z) = a 一 汪 = =27 


作为 另 一 个 例子 , 在 5.2.3 节 , 我 们 看 到 了 ,如 果 汽 车 在 时 刻 t 的 位 置 是 f(t) = 
15i2 十 7, 那么 , 它 的 速度 是 30t. 我 们 记得 速度 就 是 f'(t), 这 意味 着 f'(t) = 30t. 但 


如 果 我 们 决定 把 位 置 称 为 p, 以 至 于 p = 15t2 + 7, 我 们 可 以 写 时 二 30t. 关键 是 ， 
不 是 所 有 的 都 用 z 和 y 来 表达 , 你 必须 能 够 应 对 其 他 的 字母 


总 的 来 说 ， 量 到 = 是 y 关于 = 的 叶 才 如 果 y = f(x), 那么 他 和 族人) 是 


回 事 . 最 后 ， 请 记 信 量 虹 2 实际 上 根本 不 是 一 个 分 数 ， 它 是 当 Az 一 0 时 分 数 和 
的 极限 . 


@ “我 们 有 无 穷 小 的 理论 ”, 但 它 超 出 了 本 书 的 范围 ! 
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5.2.8 ”线性 函数 的 导数 


让 我 们 停 下 来 器 口气 ,回顾 一 个 简单 的 例子 : 假设 , f 是 线性 的 . 这 意味 着 , 对 
于 某 个 mm 和 及 f(z) = mz 十 b， 你 认为 1(z) 会 是 什么 ? 请 记 住 , 它 是 测量 曲线 
y 三 f(z) 在 点 (x, f(z)) 处 的 切线 的 斜率 的 . 在 我 们 这 个 例子 下 , y = mz + 的 图 
像 就 是 斜率 为 m, y 轴 截 距 为 b 的 一 条 直线 . 如 果 世 界 上 还 有 真理 的 话 , 那么 , 该 条 
直线 上 任意 一 点 的 切线 就 是 这 条 直线 本 身 ! 这 意味 着 , 不 管 x 取 何 值 , f' (x) 的 值 
就 应 该 是 m: 曲线 y = mz +b 有 固定 的 斜率 m. 让 我 们 用 公式 检验 一 下 : 


f(z) -im f+ — fe = lim Ce 十 从 二 — (mz + 


.mh . 
一 jim 一 = limm=m. 
ha0 hh h—0 


因此 , 世界 有 真理 存在 : 不 管 x 取 何 值 , f' (x) = m. 这 就 是 说 , 线性 函数 的 导数 是 
常数 . 正如 你 会 期 待 的 , 只 有 线性 函数 有 固定 的 斜率 (这 是 所 谓 的 中 值 定理 的 结果 ; 
见 11.3.1 节 ). 顺便 说 的 是 , 如 果 f 就 是 常数 函数 , 以 至 于 f(z) = b, 那么 , 斜率 总 
是 0. 特别 是 , 对 于 所 有 的 x, f' (x) = 0. 因此 , 我 们 证 明了 常数 函数 的 导数 恒 为 0. 


5.2.9 ”二 阶 导数 和 更 高 阶 导数 


由 于 你 可 以 由 一 个 函数 出 发 , 取 其 导数 得 到 一 个 新 的 函数 f', 事实 上 , 你 可 
以 采用 这 个 新 的 函数 , 再 次 求 导 . 以 导数 的 导数 结束 , 这 被 称 为 二 阶 导 , 并 写作 /7. 

例如 , 我 们 已 经 看 到 , 如 果 f(z) = z2, 那么 , 其 导数 为 f(z) = 2z. 现在 , 我 们 
想 要 对 此 结果 求 导 . 让 我 们 设 g (z) -= 2z, 并 试 着 求 出 g (x). 由 于 g 是 一 个 线性 函 
数 , 其 斜率 为 2 从 上 一 节 我 们 知道 g (z) = 2. 因此 , f 导数 的 导数 是 常数 函数 2 
这 样 我 们 就 证 明了 , 对 于 所 有 的 x, f” (x) = 2 

如 果 y = f(z), 那么 , 我 们 已 经 看 到 我 们 可 以 用 包 代替 f(z). 对 于 二 阶 导 有 
一 种 相似 的 记号 : 


如 果 y= f(z), 那么 ,你 可 以 用 守 代 过 17 (2)， 
在 上 述 例子 中 , 如 果 y = f(z) = 22, 那么 我 们 看 到 了 
d2 d2 2 d2 
1"(0) = 2 i -a ) -2 

这 些 都 是 对 f (x) = z2 的 二 阶 导 (关于 z) 是 常数 函数 2 的 有 效 的 表达 方式 . 

为 什么 停止 在 求 二 阶 导 上 呢 ? 函数 的 三 阶 导 是 f 的 导数 的 导数 的 导数 . 那 
会 是 很 多 导数 ! 现实 一 点 , 你 应 该 把 j 的 三 阶 导 看 成 是 f 二 阶 导 的 导数 , 而 且 你 可 
以 用 以 下 任意 一 种 方式 写 出 : 

d3y 


jwlo，fa(o，98 或 和 Oo 


dz3 dz3 
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记号 Fa) (z) 尤其 对 于 求 高 阶 导 数 特 别 方便 , 因为 写 那么 多 的 撒 号 简直 太 傻 了 因 
此 , 例如 , 四 阶 导 , 就 是 三 阶 导 的 导数 , 可 以 写作 /4 (z) 而 不 是 f(z). 这 就 是 说 ， 
有 时 候 会 用 另外 一 种 方式 表示 会 很 方便 , 如 将 二 阶 导 写成 fO) (z) 而 不 是 f” (zx). 其 
至 也 可 能 将 一 阶 导 写成 fb (x) 而 不 是 f(z), 因为 我 们 只 取 了 一 次 导数 , 此 外 , 用 
fo (z) 代替 f (x) 本 身 (没有 取 导 数 ! ). 用 那 种 方式 , 对 于 某 个 整数 n, 任何 导数 都 
可 以 写成 fm (z) 的 形式 . 
5.2.10 “导数 何 时 不 存在 
在 5.2.5 节 , 我 提 到 了 了 (zx) = |z| 的 图 像 在 原点 处 有 一 个 尖 点 . 这 将 应 该 意味 
着 , 在 xz = 0 处 导数 不 存在 . 现在 , 让 我 们 来 看 看 为 什么 会 这 样 . 使 用 导数 公式 , 我 
们 有 
fo) > pm 是 
我 们 感 兴趣 的 是 , 当 z = 0 时 会 发 生 什么 , 因此 , 我 们 在 以 上 等 式 链 中 用 0 替换 z: 


f(O+h)— FO0) , lo0+Ah|—lol ,la| 
h = Fm h = Hin 丽 : 


f(z+D) -f(z) lz+ 几 -| 
h h 


f°(0) = lim 
我 们 之 前 看 到 过 这 个 极限 ! 事实 上 , 在 4.6 节 , 我 们 看 到 了 该 极限 不 存在 . 这 意味 
着 , f' (0) 的 值 无 定义 , 即 0 没有 在 f' 的 定义 域 中 . 然而 , 我 们 也 看 到 了 , 如 果 你 将 
它 由 一 个 双 侧 极限 改 为 单 侧 极 限 , 那么 以 上 极限 存在 . 特别 是 , 右 极限 是 1, 左 极限 
是 -1. 这 就 激发 了 右 导数 和 左 导 数 的 思想 , 其 定义 分 别 由 如 下 公式 给 出 
lim + f(z) 及 lim f(z+h) 一 Jo) 
h—0+ h h—0— h 
它们 看 起 来 和 普通 导数 的 定义 很 相似 , 除了 双 侧 极限 ( 即 , 当 h 一 0) 分 别 由 右 极限 
和 左 极限 所 代替 外 . 正如 在 极限 的 情况 一 样 , 如 果 左 导数 和 右 导 数 存 在 且 相 等 , 那 
么 , 实际 的 导数 存在 且 有 相同 的 值 . 此 外 ®%, 如 果 导 数 存 在 , 那么 , 左右 导数 都 存在 且 
都 等 于 导数 值 . 
不 管 怎样 , 关键 是 , 如 果 f(x) = |z|, 那么 ,在 x = 0 处 其 右 导数 为 1, 左 导 数 为 
一 1. 你 相信 吗 ? 我 们 再 来 看 看 图 5-16 吧 : 
当 你 从 原点 出 发 沿 着 该 曲线 向 右 移动 时 , 它 的 斜率 y=|z| 
当然 是 1 (事实 上 , 它 保持 斜率 1, 即 , 如果 z > 0， 
f(z) = 1)， 类 似 地 ,， 从 原点 出 发 沿 着 该 曲线 向 左 
移动 时 , 它 的 斜率 当然 是 -1 (事实 上 , 如 果 z < 0， 
f' (zx) = -JJ)， 由 于 左 侧 斜率 不 等 于 右 侧 斜率 , 在 
z=0 处 导数 不 可 能 存在 . 图 5-16 


名 你 可 能 会 说 “反之 ”, 但 只 有 当 你 知道 什么 是 “反之 ”的 时 候 才 可 以 说 ! 
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现在 , 我 们 有 了 在 其 定义 域内 不 是 处 处 可 导 的 连续 函数 . 很 明显 , 除了 一 个 小 
点 外 , 它 仍然 是 可 导 的 . 这 说 明 , 你 可 以 有 一 个 连续 函数 , 它 是 “这 人 么 的 尖 并 且 额 抖 
着 ”, 以 至 于 事实 上 它 在 每 一 个 单 点 > 上 都 有 一 个 尖 角 , 因此 , 它 在 任意 点 上 都 不 可 
导 ! 这 种 时 暑 的 函数 超出 了 本 书 的 研究 范围 , 但 是 , 我 可 能 也 会 提 到 一 些 这 种 类 型 
的 函数 用 来 模拟 股价 , 如 果 你 曾经 看 到 过 股价 的 图 像 , 你 就 会 知道 我 说 的 “ 尖 的 并 
且 颤 拌 着 ”是 什么 意思 了 . 不 管 怎样 , 我 要 说 的 是 , 存在 不 可 导 的 连续 函数 . 那么 ， 
会 有 不 连续 的 可 导 函 数 吗 ? 回答 是 否定 的 , 我 们 马上 就 会 看 到 为 什么 了 . 


5.2.11 ”可 导 性 和 连续 性 


现在 到 了 将 本 章 的 两 个 重要 概念 联系 在 一 起 的 时 候 了 . 我 要 证 明 的 是 , 每 一 个 
可 导 函 数 也 是 连续 的 . 从 另外 一 个 角度 出 发 , 如 果 你 知道 一 个 函数 是 可 导 的 , 你 会 
自动 得 到 该 函数 的 连续 性 . 更 确切 地 说 , 我 要 证 明 : 
| 如果 一 个 函数 在 > 上 可 导 , 那么 , 它 在 = 上 连续 . 
例如 , 我 们 将 在 第 7 章 证 明 , sin (z) 作为 的 函数 是 可 导 的 . 这 会 自动 暗示 它 在 z 
处 也 是 连续 的 .同样 的 结论 也 适用 于 其 他 的 三 角 函 数 ,指数 函数 和 对 数 函数 (除了 
在 它们 的 垂直 渐 近 线 处 ) 
因此 , 我 们 如 何 来 证 明 我 们 提出 的 重要 主张 呢 ? 让 我 们 先 来 看 看 我 们 想 证 明 的 
是 什么 . 要 证 明 的 是 f 在 z 上 连续 , 我 们 将 需要 证 明 
Jim f(u) = f(z), 
我 们 记得 , 在 5.1.1 节 中 , 只 有 当 等 号 两 边 同时 存在 时 , 该 方程 才 成 立 ! 在 我 们 继续 
证 明之 前 , 我 想 用 hh = wx 作 替换 , 正如 我 们 之 前 做 过 的 . 在 那 种 情况 下 , 4 = x 十 h， 
并 且 , 当 wu 一 z 时 , 我 们 看 到 及 一 0. 因此 , 上 述 方程 可 由 下 式 代替 
lim f(z +h) = f(z). 
我 们 需要 证 明 等 号 两 边 都 存在 并 且 相 等 -一 那样 的 话 , 我 们 就 完成 任务 了 . 
既然 我 们 目标 明确 , 让 我 们 从 我 们 真正 知道 的 开始 吧 . 我 们 知道 /在 > 上 可 
导 ; 这 意味 着 , 7. (z) 存在 , 因此 , 根据 记 的 定义 , 极限 
lim {C+ /©) 


h—0 
存在 . 首先 , 我 们 注意 到 , 该 公式 中 包含 了 了 (zx), 那么 , 它 一 定 存在 , 否则 , 该 公式 就 
会 受到 重创 . 因此 , 我 们 已 经 到 达 了 某 个 阶段 : 我 们 知道 f(z) 存在 . 我 们 仍然 需要 
做 一 些 聪 明 的 事情 . 诀 穿 就 是 , 由 另 一 个 极限 开始 : 
/f(z+h)— f(z) 
(人 


一 方面 , 将 它 精确 地 分 成 两 个 因子 , 我 们 可 以 求 出 该 极限 : 
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Ba (x = lim {E+ jimh = fo) x0=0. 


因为 所 有 涉及 的 极限 都 存在 , 所 以 这 样 做 还 不 错 . (这 就 是 你 需要 知道 f' (x) 存在 的 
地 方 , 否则 那样 做 就 没有 道理 了 .) 另 一 方面 , 我 们 可 以 取 原 始 极 限 并 删除 因子 h 得 
到 

lim (人 x 4) = lim (f(z +h) — f(r)). 


h—0 

我 们 比较 一 下 之 前 的 这 两 个 方程 , 就 会 得 到 

lim(f(z +h) — f(z)) =0. 
当然 , f(z) 的 值 根 本 不 依赖 于 极限 , 因此 我 们 可 以 将 它 提出 来 , 会 看 到 

(lim f(z+)) — f(z) =0. 
现在 , 我 们 必须 要 做 的 就 是 将 f(z) 加 到 等 号 两 边 , 得 到 

lim f(z + = f(z) 

这 正 是 我 们 想 要 的 ! 特别 是 , 等 号 左边 的 极限 存在 并 且 等 式 成 立 ， 因 此 , 我 们 证 明 
了 一 个 很 好 的 结论 : 可 导 函 数 必 连 续 . 但 是 , 请 记 住 , 连续 函数 并 不 总 是 可 导 的 ! 


第 6 章 ”如 何 求解 微分 问题 


现在 , 我 们 要 看 看 如 何 应 用 上 一 章 中 的 一 些 定理 来 求解 微分 问题 . 我 们 可 以 利 
用 公式 求 导 , 但 这 很 笨拙 . 因此 , 我 们 会 看 到 一 些 能 让 生活 变 轻松 的 法 则 . 总 之 , 以 
下 各 项 就 是 我 们 在 本 章 要 讲解 的 内 容 : 

。 使 用 定义 求 导 ; 

。 使 用 凶 积 法 则 、 商 法 则 与 链 式 求 导 法 则 ; 

。 求 切线 方程 ; 

。 速度 与 加 速度 ; 

。 求 导 数 伪 装 的 极限 ; 

。 如 何 对 分 段 函数 求 导 ; 

。 使 用 一 个 函数 图 像 来 画 其 导 函 数 的 图 像 . 


6.1 使 用 定义 求 导 
个 我 们 说 , 我 们 想 要 对 f(z) = 1/z 关于 z 求 导 . 从 上 一 章 中 我 们 了 解 导数 的 定 
广电 f(z +h) — f(x) 
J 、 1 z — J(z 
j 四 = 四 一 人 
因此 , 在 我 们 的 题 中 , 会 有 
1 1 
/ 了 十 万 x 
f(r) = lm 
在 分 式 中 , 如 果 你 只 是 用 0 蔡 换 h, 结果 你 就 会 得 到 一 个 5 的 不 定式 . 因此 , 你 还 
要 多 计算 一 点 . 在 这 种 情况 下 , 基本 思想 就 是 通过 通 分 来 化 简 分 子 . 你 会 得 到 
zx— (z+h) 
Pp T(z+h) _. —h 
fim a 
现在 我 们 从 分 子 分 母 中 删除 一 个 含有 h 的 因子 , 然后 , 设 h = 0 求 极限 值 : 


) 加 一 -1 1 
1 = msi a ™ 22 


即 ， 
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d /1 1 
| 主 (2) 2 
男 一 方面 , 为 了 求 f(z) = Vz 的 导数 , 你 必须 利用 我 们 在 4.2 节 中 使 用 的 诀 穿 ， 
就 是 : 


1 = lim 了 + 用 二 fm -lim VE VETR Vs 


h—0 


我 们 再 次 得 出 了 -= 2 的 不 定式 . 让 我们 用 分 于 的 闪 信 表达 式 采 以 关 除 以 分 子 和 分 和 


会 得 到 
fo)= lm Vth VE Vtht Vi jn (St) -sr . 
a0 hh “~ VE Vs Ah—0 h(VT+h+ Vi) 
现在 , 我 们 可 以 在 分 子 上 删除 z 这 一 项 , 从 分 子 和 分 母 中 删除 含有 h 的 因子 , 并 求 
极限 , 会 看 到 
1 


， 1 加 1 1 
"OM TR 


总 的 来 说 , 我 们 证 明了 
d 1 
dV a 


现在 , 使 用 导数 的 定义 , 你 会 如 何 求 f(x) = Vz 十 xz? 的 导数 呢 ? 即使 你 可 以 写 
出 答案 , 我 要 求 的 是 使 用 导数 的 定义 , 因此 , 你 必须 撤 开 一 切 诱惑 并 使 用 公式 : 
f(z) = mt- f2) jm (VT+A+ (T+) (Vi+ 7’) 
pt h . 
这 看 起 来 很 杂乱 但 如 果 我 们 将 它 分 成 含有 平方 根 的 项 和 含有 平方 的 项 , 我 们 会 看 
到 


7 __ Voth VT | m (2 十 h)? 2 
f(z) i + iim h 
我 们 知道 如 何 来 求 这 两 个 极限 ; 我 们 已 经 看 到 第 一 个 损 限 是 1/2Vz, 我 们 在 5.2.6 
节 中 求 出 了 第 二 个 极限 是 2z. 你 应 该 试 着 不 看 前 面 的 求解 过 程 自己 做 一 遍 , 并 确 
保 你 得 到 正确 答案 


， 1 
现在 到 了 对 z" 关于 x 求 导 的 时 候 了 , 其 中 n 是 某 个 正 整数 . 设 f(z) = z"; 屠 
么 我 们 有 
， /+ - f(z) (s+ 
f(D=n 


我 们 必须 用 某 种 方法 来 应 对 py . 有 很 多 方法 能 处 理 该 问题 ; 让 我 们 尝试 最 直 
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接 的 方法 , 就 是 写 出 
(十 四 ”一 (十 有 (十 六 (十 向、 
在 以 上 乘积 中 有 ” 个 因子 . 如 果 将 它们 都 乘 开会 很 混乱 , 但 它 表 明 , 我 们 不 需要 全 
部 展开 , 我 们 只 需要 开始 部 分 . 如 果 你 从 每 一 个 因子 中 提取 项 zx, 将 会 有 个 x, 因 
此 , 在 乘积 中 你 会 得 到 z" 这 一 项 . 那 是 得 到 所 有 x 因子 的 唯一 方法 , 因此 , 我 们 已 
经 有 了 
(z+ 有 "= (z 十 有 (2 十 习 … (2 十 = 二 x? 十 合 有 hh 的 项 
然而 , 我 们 还 需要 再 多 做 一 点 . 要 是 你 从 第 一 个 因子 中 提取 hh, 从 其 他 因子 中 提取 
z, 又 会 怎样 呢 ? 那样 , 你 会 有 一 个 h 和 (n 一 1) 个 zx, 因此, 当 你 将 它们 都 乘 起 来 的 
时 候 , 你 会 得 到 pz"-!. 还 有 其 他 的 方法 来 选择 一 个 h 和 其 余 的 > (你 可 以 从 第 二 
个 因子 里 提取 h, 从 其 他 因子 中 提取 z, 或 者 , 从 第 三 个 因子 里 提取 h, 从 其 他 因子 
中 提取 z, 依 此 类 推 ). 事实 上 , 有 mn 种 方法 来 选取 一 个 h 和 其 余 的 xz, 因此 , 实际 上 
你 有 n 个 hz"-!1. 相 加 在 一 起 会 得 到 nhzx"-!. 在 展开 式 中 , 每 隔 一 项 至 少 有 两 个 
h, 因此 , 每 隔 一 项 就 含有 一 个 带 及 的 因子 . 总 之 , 我 们 可 以 写成 
(Zz 十 hh 二 (z 十 及)(z 十 及)… (Zz 十 h) = 二 x7 十 nhz"-1 十 含有 因子 太 的 项 
让 我 们 稍 作 整理 : 我 们 将 用 hr x (垃圾 ) 代表 “含有 因子 hr 的 项 ”, 其 中 “垃圾 ”就 
是 含有 z 和 的 多 项 式 . 即 ， 
(z+ 有 ?=(z 寺 及 (2 十 及 (Zz 十 及 二 7 十 nhzr-1 十 h2 x (垃圾 ). 
现在 , 我 们 可 以 将 以 上 形式 带 入 导数 的 公式 里 : 
hr 十 局 x (垃圾 ) 一 oo 
7 四 -是 外 人 -加 
zn 这 一 项 被 删除 掉 了 , 然后 , 我 们 可 以 删除 含有 的 因子 : 
nhz"-1 十 h? x (垃圾 ) 
h 
当 h 一 0 时 , 第 二 项 趋 于 0( 由 于 垃圾 是 温和 的 不 会 破裂 ! )， 但 是 第 一 项 仍然 是 
nzn-1. 因此 , 我 们 得 出 结论 , 当 n 是 一 个 正 整数 时 ， 
d 也 — 
运作 )= nz 


事实 上 , 我 们 将 会 在 9.5.1 节 中 证 明 , 当 a 是 任意 实数 时 ， 


| em = axZo -1 | 


用 文字 的 形式 来 表述 就 是 : 你 是 简单 的 提取 次 数 , 将 它 放 在 最 前 面 作 系 数 , 然后 再 
将 次 数 减少 1. 


7 一 1i 一 ]i 多 一 1 
JP/(z) = lm = lim (nz 十 hx (垃圾 )). 


n—l 
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让 我 们 再 来 好 好 看 看 以 上 公式 . 首先 , 当 a = 0 时 , 那么 , ze 是 常数 函数 1. 其 
导数 是 0z-:1, 结果 就 是 0. 这 和 我 们 在 5.2.8 节 中 计算 的 一 样 ; 总 的 来 说 ， 


| 如 果 C 是 常数 , 那么 C.(C) = o | 
现在 , 如 果 a = 1, 那么 , z* 就 是 z. 根据 公式 , 其 导数 为 12, 就 是 常数 函数 1. 同 
样 , 这 和 我 们 5.2.8 节 中 的 结果 是 一 致 的 ; 我 们 证 明了 
d 
元 
当 a = 2 时 , 我 们 会 看 到 z? 关于 z 的 导数 是 2z1, 就 是 2r. 这 和 我 们 之 前 的 结论 是 
一 致 的 . 类似 地 , 当 a = -1 时 , 我 们 可 以 使 用 公式 并 看 到 z-:! 的 导数 是 -1 x z-?. 
事实 上 , 这 就 是 说 1/z 的 导数 是 -1/z2, 我 们 在 本 节 开始 的 时 候 已 经 知道 这 一 点 了 ! 
这 个 例子 会 经 常 出 现 , 你 应 该 特别 掌握 
现在 ,让 我 们 米 尝试 一些 指数 为 分 数 的 情况 . 当 = 3 > 时, 你 会 看 到 z1/? 关于 
z 求 导 是 5z- /2. 根据 指数 法 则 (关于 这 些 的 回顾 请 参见 91.1 节 ! ) 你 可 以 重 写 
并 看 到 V5 的 导数 是 1/2V5, 这 正 是 我 们 以 上 所 求 得 的 结果 . 再 次 强调 的 是 , 它 会 
经 常 出 现 , 要 特别 掌握 , 这 样 , 你 就 不 会 将 指数 5 和 -2 搞 错 了 . 最 后 , 让 我 们 尝试 
一 下 a = 3 的 情况 . 公式 告诉 我 们 
(es) = zx1/3-1 一 


使 用 指数 法 则 (你 也 可 以 在 9.1.1 trig, 我 们 将 其 重 写成 


这 个 有 一 点 儿 令 人 费解 , 我 们 不 会 为 学 习 它 而 烦恼 只 要 确保 你 可 以 使 用 上 述 框 中 
的 ze 关于 z 的 求 导 公式 来 推导 出 它 就 可 以 了 . 


Z) 一 1. 


— L120-2/3. 
3 


6.2 求 导 (好 方法 ) 


所 有 的 这 些 为 了 求 导 而 出 现 的 杂乱 的 极限 不 免 有 些 乏 味 . 幸运 的 是 , 一 旦 你 做 
了 , 你 就 可 以 根据 一 些 简单 的 法 则 由 你 已 经 求 得 的 导数 来 构造 其 他 的 导数 了 . 让 我 
们 定义 一 个 函数 f, 如 下 所 示 : 
_ 327 十 Z4V27z5 + 15z4/3 — 237 十 9 
对 一 个 类 似 的 函数 求 导 的 关键 是 理解 它 是 如 何 由 简单 函数 合成 的 . 在 6.2.6 节 , 我 
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们 将 会 看 到 如 何 使 用 简单 的 运算 (函数 的 常数 倍 、 函 数 的 加 法 、 减 法 、 乘 法、 除法 
以 及 复合 函数 ) 用 形 如 x 的 原子 来 构造 f, 我 们 已 经 知道 如 何 对 其 求 导 了 . 首先 ， 
我 们 需要 看 看 求 导 将 如 何 受到 这 些 运算 的 影响 ; 然后 , 我 们 回来 再 求 以 上 令 人 厌恶 
的 函数 f 的 (zx). (以 下 法 则 参见 附录 A 中 的 A.6 节 , 尽管 在 6.2.7 节 中 会 有 直观 
的 解释 .) ， 


6.2.1 ”函数 的 常数 倍 


应 对 一 个 函数 的 常数 倍 很 容易 : 你 只 要 在 求 导 后 , 用 常数 乘 以 该 函数 的 导数 就 
可 以 了 . 例如 , 我 们 知道 z2 的 导数 是 2z, 因此 , 7z2 的 导数 就 是 7 倍 的 2z, 或 14z. 
一 22 的 导数 是 -2z, 因为 你 可 以 认为 前 面 的 负 号 是 用 -1 做 乘法 的 结果 . 事实 上 , 有 
一 个 简单 的 方法 来 求 z* 的 常数 倍 的 导数 . 简单 地 将 指数 拖 下 来 , 用 它 和 常数 相 乘 ， 
然后 , 将 指数 降低 一 次 . 因此 , 对 于 7z2 的 导数 , 我 们 将 2 拖 下 来 , 用 它 和 ?7 相 乘 得 
到 系数 14, 然后 , 将 z 指数 降低 一 次 得 到 14z1, 也 就 是 14z. 类 似 地 , 为 了 求 13z4 
的 导数 , 我 们 用 4 乘 以 13, 得 到 一 个 系数 为 52, 然后 , 将 > 指数 降低 一 次 得 到 52z3. 


6.2.2 ”函数 和 与 函数 差 


对 函数 和 与 函数 差 求 导 会 更 容易 , 就 是 对 每 一 部 分 求 导 , 然后 再 相 加 或 相 减 就 
可 以 了 . 例如 , 下 式 关于 zx 的 导数 是 什么 呢 ? 


7 
325 一 222 十 一 一 十 27? 
也 二 


首先 , 我 们 将 1/ Vz 写成 z-1/2, 这 意味 着 , 我 们 真 的 必须 要 对 3z5 一 2z2 +7z-1/2 42 
求 导 了 .使 用 我 们 刚刚 看 到 的 常数 倍数 的 求 导 方法 ，3z5 的 导数 是 15z4， 类 似 地 , 
-2z2 的 导数 是 -4z, 以 及 7z-1/2 的 导数 是 一 2， 最 后 , 2 的 导数 是 0, 因为 2 
是 一 个 常数 . 这 就 是 说 , 只 要 是 求 导 , 在 结尾 的 +2 就 是 无 关 紧 要 的 . 因此 , 我 们 将 
这 些 值 组 合 在 一 起 会 看 到 

(aw 一 2z2 十 三 十 2) = (325 — 27X2 + 72-1/2+2)=1574— 4x— 了 ea/2， 


万 
顺便 说 的 是 , 意识 到 你 可 以 将 z3/2 写成 xVz 是 很 有 用 处 的 , 这 样 你 也 可 以 将 以 上 


导数 写作 


7 1 
4 一 4 一 二 . 
15z ZX 2 EYE 


类 似 地 , z5/2 就 是 z2Vz, z7/2 就 是 x3Vz, 等 等 . 
6.2.3 ”通过 乘积 法 则 求 积 函数 的 导数 


处 理 函 数 乘积 的 时 候 要 更 有 技巧 的 ,你 不 能 只 是 将 两 个 导数 乘 在 一 起 ， 例 如 ， 
不 做 展开 (那样 将 会 太 费 时 间 了 ), 我 们 想 要 求 


6.2 求 旱 (好 方法 ) 89 


hh(z) 一 (z5+27 一 1(3z8 一 2z7 一 24 一 37) 

的 导数 . 我 们 设 f(z) = 二 x 十 27 一 1 及 g(x) = 3z3 一 27x7 一 x4 一 3x. 遂 数 有 是 了 
和 9 的 乘积 , 我 们 可 以 很 容易 地 写 出 上/ 和 9 的 导数 , 它们 是 r(x) = 5z4 + 2 及 
9g (7) = 247" 一 147x5 一 4x3 一 3. 正如 我 说 的 , 乘积 h 的 导数 是 这 两 个 导数 的 乘积 , 这 
是 不 正确 的 . 即 jr (z) 承 (5z4 +2) (24z7 一 14z5 - 4z3 一 3). 说 jv (zx) 不 是 什么 是 没 
有 用 的 , 我 们 需要 说 它 是 什么 ! 

这 表明 你 需要 混合 匹配 . 这 就 是 说 , 你 取 了 的 导数 并 用 它 和 g 相 乘 (不 是 9 的 
导数 ). 然后 , 你 也 需要 取 9 的 导数 并 用 它 和 f 相 乘 . 最 后 , 将 它们 加 在 一 起 . 这 就 
是 法 则 : 


| 乘积 法 则 (版 本 1) 如 果 h(z) = f(z)9(z), 那么 (2) = f(z)g(z) + f(z)g'(z). | 


因此 , 对 于 我 们 例子 中 的 h(x) = (x5 +2z 一 1) (3zs 一 2x7 一 x4 一 37x), 我 们 将 
h 写成 f 和 g 的 乘积 并 求 它们 的 导数 , 就 像 我 们 上 面 做 的 一 样 . 将 我 们 的 发 现 总 结 
一 下 , 取 每 一 列 分 别 对 应 f 和 yg: 

f(x)=x? +27—1 g(7)=373 一 227 一 2Z4 一 37 

j(zZ)=5z4 十 2 9 (7)=2477 — 147x6 一 4z3 一 3. 
现在 , 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 并 做 一 些 交 叉 相 乘 . 你 看 , 我 们 需要 用 左下 方 的 f' (z) 
和 右上 方 的 g (x) 相 乘 , 然后 用 左上 方 的 f(x) 和 右 下 方 的 g' (x) 相 乘 , 并 将 它们 相 
加 在 一 起 . 这 样 我 们 得 到 

p'(z)=f" (27)g(7) + f(x)g' (x) 
一 (5z4 十 2)(3z8 一 227 — x — 37) 
二 (ze 十 27 一 1)(24z7 — 1476 — 4z3 一 3). 

你 可 以 将 这 个 结果 乘 开 , 但 这 会 比 将 原始 的 函数 h 乘 开 然 后 求 导 还 要 糟 . 就 让 它 这 
样 吧 . 

还 有 为 外 一 种 方式 来 写 乘积 法 则 . 事实 上 , 有 了 时候 , 你 必须 处 理 y = 用 z 表示 
的 项 , 而 不 是 f (zx) 的 形式 . 例如, 假设 y = (zs + 2z) (3z 十 Vz 十 1), dy/dz 是 什 
么 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 令 = (z?+2z) 及 v= (3z 十 Vz+1) 会 更 容易 一 些 ， 然 
后 , 我 们 可 以 使 用 以 上 形式 的 乘积 法 则 并 作 一 些 替 换 : 首先 , v 替换 / (z), 这 样 就 
使 du/dz 替换 广 (z); 对 于 wv 和 g (zx) 我 们 做 同样 的 操作 , 会 得 到 

乘积 法 则 (版 本 2) 如 果 y = wv, 则 
dy du dv 


dz dz “dz 


因此 , 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 有 
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4 一 Z3 十 27 uv 一 3z 二 VZ 二 1 
du 2 dv 1 
二 三 3 十 2 dr + az 


时 = 时 + 时 一 85+ Vi+ De +)+ (+20) (3+ 二 ): 


2V7 
要 是 你 有 一 个 三 项 的 乘积 又 会 怎样 呢 ? 例如 , 假设 
% 一 (zz 二 1)(z2 二 3z)(z5 十 224 十 7 了 ) 
你 想 要 求 dy/dz. 你 可 以 将 它 乘 开 在 求 导 ， 或 者 你 可 以 使 用 适用 于 三 项 的 乘积 
法 则 : 


乘积 法 则 (三 个 变量 ) ”如果 y = wvw, 那么 


在 我 们 完成 本 例 之 前 , 来 看 一 个 记 住 以 上 公式 的 小 窍门 吧 : 就 是 把 wvw 加 三 次 , 但 
对 于 每 一 项 , 要 将 d/dz 放 在 不 同 的 变量 之 前 . (同样 的 诀窍 适用 于 四 个 或 多 个 变 
量 一 一 每 一 个 变量 都 要 进行 一 次 微分 运算 ! ) 不 管 怎样 , 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 要 
令 凡 = 22 十 1,0 二 12 十 37 及 w= 275 十 2x4 十 7, 这 样 ,y 就 是 乘积 uvw. 我 们 有 
du/dz = 2z, dv/dz = 27 十 3 及 dw/dz = 57x4 十 8z3. 根据 以 上 公式 , 我 们 有 

dy du dv dw | 

a -tt 

一 (2z)(z2 + 37)(2s + 274 +7) + (72 十 1)(2z 十 3)(z5 十 2z4 十 7) 
十 (22 十 1)(z2 十 3z)(5z4 十 8z3). 

由 于 我 们 没有 将 以 上 y 的 原始 表达 式 展 开 并 化 简 , 我 当然 不 准备 化 简 这 个 导数 ! 然 
而 , 我 确实 想 说 的 是 , 你 不 能 总 是 将 所 有 的 一 切 都 展开 . 有 时 候 你 只 需要 使 用 乘积 
法 则 就 行 了 . 例如 , 当 你 在 下 一 章 学 了 如 何 对 三 角 函 数 求 导 之 后 , 你 就 会 想 要 能 够 
使 用 乘积 法 则 来 求 像 zsin (z) 这 样 的 导数 了 . 你 真 的 不 能 将 这 个 表达 式 展 开 
它 己 经 是 展开 的 形式 了 . 因此 , 如 果 你 想 要 对 它 关 于 z 求 导 , 没有 什么 简便 的 方法 
能 够 避免 使 用 乘积 法 则 . 


6.2.4 ”通过 商法 则 求 商 函 数 的 导数 


我 们 处 理 商 的 方式 和 处 理 乘 积 的 方式 类 似 ， 只 是 法 则 稍 有 不 同 . 让 我 们 说 你 
想 对 


2z3 一 3z 十 1 
Po) = 元 一 55 二 7 
关于 z 求 导 . 你 可 以 令 f(z) = 273 一 37 十 1 及 g(x) = 7x5 一 8z3 十 2, 然后 , 你 可 以 
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将 h 写成 了 和 9g 的 商 , 或 h(x) = f(z) /g(z). 以 下 就 是 商法 则 ; 


商法 则 (版 本 1) 如 果 h(z) = 2 那么 


oo 四 一 Fo 人 
hr) = 0 


注意 到 , 除了 正 号 变 成 了 负 号 外 , 等 号 右边 分 式 的 分 子 和 乘积 法 则 中 的 分 子 是 一 样 
的 . 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 需要 对 /和 9 求 导 并 将 结果 总 结 如 下 : 
jz 一 2z3 一 3z+1 g(7)=725 — 8z3+2 
jz)=6z2 一 3 g (2)=57x4 一 2472. 
根据 商法 则 , 由 于 h(x) = f(z) /g (z), 我 们 有 
(zjg(z) ~ /0z)g'(z) 
"Co 
_ (6 Z2 一 3)(z5 一 8z3 十 2 一 (2m 一 3z 十 1)(5z4 — 24z2 ) 
(75 — 873 十 2)2 
这 里 还 有 另外 一 种 版 本 , 就 像 是 乘积 法 则 一 样 . 如 果 你 面 对 
3z2 十 1 
2z8—7’ 
并 想 求 出 dy/dz, 那么 , 就 从 设 = 3z? +1 及 v= 2z8 -7 开始, 这样 y 一 uf/v. 现 
在 我 们 使 用 : 


商法 则 (版 本 2) 如 果 y = <, 那么 


v 


du _ 
dy “下 dz 
dz v2 
我 们 的 总 结 表 如 下 : 
芭 一 3z2 十 ] 4 一 2z8 一 了 
du dv 7 
dz =67 z= 16z 
根据 商法 则 ， 
du dv 
dy dz “ds _ (2 ~ 7)(67) ~ (3z2 + 1)(1627) 
dz v2 (2z8 — 7)2 


正如 你 看 到 的 一 样 , 商 并 不 比 乘积 难 多 少 (就 是 有 点 乱 ). 
6.2.5 ”通过 链 式 求 导 法 则 求 复 合 函 数 的 导数 
假设 h(z) = (z2 + 1)”, 你 想 要 求 六 (z). 将 它 展 开 来 求 乘积 是 很 可 笑 的 (这 样 


SO 
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的 话 , 你 就 必须 用 x? + 1 和 它 本 身 相 乘 99 次 , 那 将 是 很 耗 时 的 ). 使 用 乘积 法 则 也 
会 很 荒唐 , 因为 你 需要 使 用 很 多 很 多 次 . 

取而代之 的 是 , 我 们 将 h 看 作 是 两 个 函数 / 和 9 的 复合 , 其 中 , g (z) = z2 二 1， 
f(z) = z98. 事实 上 , 如 果 你 取 一 个 zx, 将 它 放 入 9 中 , 你 会 得 到 z2 +1. 现在 , 如 果 
你 把 它 放 入 f, 你 会 得 到 (z? + 1)”, 即 h(x). 这 样 , 我 们 就 把 hh(z) 写成 了 f(g (z)). 
(更 多 有 关 复 合 函 数 的 内 容 请 查阅 1.3 节 .) 现在 , 我 们 可 以 应 用 链 式 求 导 法 则 了 : 

链 式 求 导 法 则 (版 本 1) 如 果 h(z) = f(g(z)), 那么 W(x) = f(g(z))g'(z)， | 
该 公式 看 起 来 有 点 琼 手 . 让 我 们 分 解 一 下 . 第 二 个 因子 很 简单 , 它 正好 是 g 的 导数 . 
那么 第 一 个 因子 呢 ? 好 吧 , 你 必须 对 f 求 导 , 然后 求 其 在 g (zx) 处 的 结果 , 而 不 是 x. 

在 我 们 的 例子 中 , 我 们 有 f (zx) = x9, 这 样 f' (xz) = 99x%8. 我 们 也 有 9 (zx) = 
2 十 1, 故 g (z) = 2z. 我 们 的 第 二 个 因子 就 是 2z， 那么 第 一 个 因子 呢 ? 好 , 我 们 
取 f(z), 而 不 是 x, 我 们 将 z2 + 1 (因为 这 就 是 9 (z)) 放 入 其 中 ， 即 , f' (g (x)) = 
f(z2 十 1) = 99 (z? 十 1)”. 现在 , 我 们 将 这 两 个 因子 乘 起 来 就 会 得 到 

h(x) = f(g(z))g (2) = 99(z2 + 1)% (2x) = 198z(z2 + 1)98. 

毫 不 夸张 地 说 , 这 看 起 来 有 些 折磨 人 . 还 有 另 一 种 方法 来 求解 同样 的 问题 . 

我 们 由 y = (z2 + 1)” 开始 , 我 们 想 要 求 dy/dz，(z? + 1) 这 一 项 让 问题 变 得 
复杂 , 因此 我 们 就 称 它 为 u. 这 意味 着 y = u99, 其 中 4 = zx? +1. 现在 , 我 们 可 以 借 
助 链 式 求 导 法 则 的 另 一 个 版 本 了 : 


链 式 求 导 法 则 (版 本 2) 如 果 y 是 v 的 函数 , 并 且 是 z 的 函数 , 那么 


dy _ dy du 


dz du dz 


因此 , 在 我 们 的 例题 中 , 有 


Y= 内 一 22 十 1 
dy oo dd 
a 99u 7™ 27 
使 用 以 上 框 中 的 链 式 求 导 法 则 , 我 们 看 到 
dy _ dydu 0,08 _ 98 
rp 99u® x 27 = 198zu”®. 


现在 ， 你 就 只 需要 通过 用 zx? + 1 替换 v 来 进行 整理 并 看 到 ， 我们 有 dy/dz = 
198 (z2 十 1)”, 正如 我 们 以 上 求 出 的 . 
这 儿 还 有 一 个 简单 的 例子 . 如 果 y = Vzx3 一 7z, 那么 dy/dz 是 什么 呢 ? 我 们 设 
= 03 一 772, 这 样 y = Vu. 我 们 的 表 如 下 : 
y= Vu u 一 23 —77 
dy 1 du 


7. 
du a dr 
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因此 , 根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 
dy dydu 1 3z2 一 了 
zm MA 7) 


现在 , 我 们 必须 要 在 分 母 中 除 掉 u. 由 于 w= zx3 - 7z, 我 们 看 到 


dy _ 3z2 一 了 
dz 2V7Z35 一 77 


当 你 掌握 此 类 解 题 技 巧 后 , 题目 就 会 容易 解答 了 . 
链 式 求 导 法 则 的 两 个 小 贴 士 . 首先 , 为 什么 称 它 为 链 式 求 导 法 则 呢 ? 你 以 zx 开 
始 , 你 会 得 到 w; 然后 , 你 取 _ 会 得 到 y. 这 样 , 通过 附加 的 变量 v 从 z 到 y 形成 了 
一 种 链 . 其 次 , 或 许 你 认为 链 式 求 导 法 则 是 显而易见 的 . 在 前 面 的 加 框 公式 中 , 你 
究竟 能 不 能 删除 因子 du 呢 ? 回答 是 否定 的 . 请 记 住 , 如 同 dy/du 和 du/dz 这 样 的 
表达 式 其 实 不 是 分 数 , 它们 是 分 数 的 极限 (更 多 详情 参见 5.2.7 节 ). 好 的 一 面 是 它 
们 经 常 表现 得 就 好 像 是 分 数 一 样 (在 本 例 中 它们 确实 表现 得 像 分 数 ). 
事实 上 , 我 们 一 次 可 以 使 用 多 次 的 链 式 求 导 法 则 . 例如 , 令 人) 
y= ((z3 — 10z)9 十 22)8. 
那么 dy/dz 是 什么 呢 ? 我 们 就 令 v = 7z3 -10z 及 w= tw 十 22, 这 样 y = v8. 然后 ， 
我 们 使 用 一 个 比较 长 的 链 式 求 导 法 则 : 
型 -型 私 径 
dr dodu dz 
如 果 你 思考 的 话 , 就 会 得 出 以 上 的 正确 结果 : y 是 v 的 函数 , v 是 v 的 函数 ,v 是 x 
的 函数 . 因此 , 公式 看 起 来 只 可 能 有 一 种 方式 ! 不 管 怎样 , 我 们 有 


V 一 v8 v 二 Wu9 十 22 u=73 一 107 


我 们 将 所 有 的 一 切 代 入 , 得 到 
dy -到 du _ J ) (9u) (372 一 
dz dvdudz (80") (9 )(3 10). 
就 快 完成 解 题 了 , 但 是 我 们 需要 除 掉 v 项 和 v 项 . 首先 , 用 v8e + 22 蔡 换 v: 
$Y = (So7)(9us)(3z? — 10) = (8(u? + 22)7)(9us)(3z2 — 10) 


现在 , 我 们 用 z3 一 10¢ 替换 w, 并 合并 因子 8 和 9, 得 到 真正 的 答案 : 
YY = (8(w? 十 22)7)(9w8)(3z2 — 10) = 72((z3 — 10z)9 + 22)7 (x3 — 10%)s (3z?2 一 10). 


以 上 我 们 主要 使 用 了 链 式 求 导 法 则 的 第 二 种 形式 , 但 有 时 应 用 链 式 求 导 法 则 的 
第 一 种 形式 也 会 事半功倍 . 例如 , 对 于 某 个 函数 g 和 有, 如 果 你 知道 A(z) = V5， 《 
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且 g(5)=4 以 及 yg (5) = 7, 那么 , 你 仍然 可 以 求 出 jy (5). 我 们 就 设 f(z) = Vz, 这 
样 h(z) = f(g (x)), 然后 使 用 上 述 公式 jr (z) = f'(g (z))g' (x)， 由 于 f(x) = Vz, 


-我们 有 了 (zx) = 1/2Vz; 因此 


h'(z) = f'(g(7))g'(z) = 
现在 , 我 们 将 z =5 代入 ,得 到 
严 1 Fa 
及 (5) = Fs 了? (5). 
由 于 g(5)==4 及 g' (5) =7, 我 们 有 
h’(5) = 


gr 
2V9(z) ~ 


FA(7) = 
5 
再 来 看 一 个 例子 : 假设 j (x) = 9 (v2), 中， 9 的 定义 如 上 . 了 (25) 会 是 什么 
也? 现在 , 我 们 有 j (x) = g(f (zx)), 其 中 f(z) = Vx. 这 一 次 的 结果 是 


F(z) = 9 (f(z)) F(z) = yD 
因此 , 如 果 x = 25, 由 于 g'(5) = 7, 我 们 有 
1 7 
7(25) = (V5) 二 = zG) 古 = 二 
通过 比较 一 下 这 两 个 例子 可 知 : 复合 的 顺序 非常 重要 ! 
6.2.6 ”一 个 令 人 讨厌 的 例子 


让 我 们 回 到 上 述 定 义 的 函数 f: 
3z7 十 Z4V2z5 + 15z4/3 一 237 十 9 
f(z)= 677 —4 : 
为 了 求 出 Fr (xz), 我们 必须 使 用 上 一 节 中 的 法 则 将 f 分 解 为 较 简 单 的 函数 的 合成 . 
使 用 函数 记号 (上 述 所 有 法 则 的 第 一 种 形式 ) 是 一 个 不 错 的 注意 . 现在 就 请 试 着 做 
一 下 吧 ! 
同时 , 我 将 使 用 所 有 法 则 的 第 二 种 形式 . 我 们 设 y = f(z), 并 试 着 求 出 dy/dzx. 
首先 要 注意 到 的 是 y 是 两 部 分 的 商 : u = 3z7 + z4V2z5 十 15z43 一 237 十 9 及 ,一 
6z? 一 4. 我 们 将 使 用 商法 则 来 处 理 这 个 分 式 , 因此 我 们 将 需要 du/dz 和 dv/dzx. 第 
二 个 非常 好 计算 , 它 就 是 12z. 第 一 个 有 点 难度 . 让 我 们 把 目前 已 知 的 做 一 小 结 
4 一 3z7 + z4V2z5 十 12z4/3 一 23z 十 9 4 一 6z2 一 4 
和 一 ?322 dv 


-19 
dz T. 


如 果 我 们 知道 du/dz, 我 们 就 可 以 使 用 商法 则 来 完成 运算 . 因此 , 我 们 要 求 出 du/dz. 
首先 , 注意 w 是 g = 3z7 和 一 个 令 人 讨厌 的 量 ” 的 和 , 其 中 > 的 定义 为 " = 
zV2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9， 我 们 需要 这 两 部 分 的 导数 .gq 的 导数 很 简单 , 它 就 是 
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21z6. 现在 ,> 是 w= zt 和 z= V2z5 十 15x4/3 一 23zx 十 9 的 乘积 , 因此 , 我 们 必须 
使 用 乘积 法 则 来 求 dr/dx. 需要 注意 的 是 : 

全 一 24 Zz 一 V27z5 十 1574/3 一 23Zz 十 9 

37 一 473 元 一 ?7 

z 了 
真 要 命 , 我 们 不 知道 dz/dz 是 什么 , 所 以 需要 求 出 它 . 这 里 , 我 们 取 一 个 大 的 表达 
式 的 平方 根 , 并 称 之 为 t. 特别 是 , 如 果 t= 2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9, 那么 xz=v4. 现 
在 , 我 们 可 以 真正 地 求 导 了 ! 让 我 们 建立 最 后 一 张 表 : 


t=2725 十 15z4/3 一 23z 十 9 z= Vt 
dt dz 1 
一 一 10z4 十 20zL3 一 23 一 一 一 ， 
dz 7 十 207 dt 2vt 


根据 链 式 求 导 法 则 (将 变量 改 成 我 们 需要 的 字母 )， 
dd 
dz dtidzx 2vt 
用 t 的 定义 2z5 + 15z43 - 23z 十 9 替换 t, 我 们 看 到 
dz 10z4+20zl/3— 23 
dr “2VvV2z5 十 15z43 一 23z 十 9 
太 棒 了 一 一 我 们 终于 得 到 了 dz/dz. 现在 我 们 可 以 将 上 表 中 的 问号 补充 完整 了 : 


w= 74 2 一 V2z5 十 15z4/3 ~ 237 +9 


(10z4 十 2071/3 — 23). 


dw _ as dz 10x +20z 一 23 
dz dz 2V2z5 十 15z4W3 一 237 十 9 


现在 , 回 过 头 来 看 看 : 我 们 试图 求 出 dr/dz, 其 中 > = wz. 让 我 们 使 用 乘积 法 则 : 
dr dw dz 


再 次 注意 到 , 对 于 变量 你 必须 非常 灵活 地 处 理 , 它们 不 会 总 是 ww 和 wv! 不 管 怎样 , 如 
果 你 从 上 表 中 替换 的 话 , 就 会 得 到 


dr 10z4 十 20z1/3 一 23 
一 一 (V2z5 十 15z43 一 237 十 9j (473) + (z 和 一 一 一 一 一 一. 
dz ( ) Me ) + ) a 十 15z24/3 一 23z 十 9 


通 分 并 化 简 上 式 , 我 们 得 到 (检验 一 下 ! ) 

dr ”26z8 + 140z13/3 一 207z4 十 72z3 

dz 2V355 二 155095 一 2579 
现在 我 们 返回 到 v， 我 们 已 经 看 到 v = 9 + r， 其 中 我 们 有 9 = 3z7 以 及 7 = 
z4V2z5 十 15z45 一 23zx 十 9. 我 们 知道 dq/dzx = 21z6, 并 且 已 经 解 出 了 杂乱 的 dr/dz 
的 公式 , 因此 , 只 要 把 它们 加 在 一 起 , 就 会 得 到 
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du _ 26z8 + 140%13/3 — 207z4 + 7273 


一 217z6 十 
dz 2V2z5 十 15z4/3 一 23z2 十 9 
d d 
最 后 , 我 们 可 以 返回 到 下 和 下 的 计算 , 并 填充 du/dz: 
4 一 3z7 十 Z4V275 十 15z4/3 一 237 十 9 0 一 6xz2 一 4 
8 13/3 _ 4 3 
du 一 21z6 + 262 十 140z 207z 十 727 du _ 127 
dz 2V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 dz 
由 于 y = w/v, 我 们 正好 使 用 标准 的 商法 则 
du _ ,dv 
dy “7 a 
dz v2 
(在 拆 分 并 删除 之 后 ) 得 到 
6 26%8 十 140z13/3 — 207z4 十 72z3 
人 二 全 全 人 全 
dy _ 2v2z5 十 15z43 一 23z 十 9 
dz 6z2 一 人 
(az7 十 Z4V275 十 15z4/3 一 23z 十 5) (12z) 


(6z2 一 4)2 
终于 完成 解答 了 ! 这 个 解答 确实 不 美观 , 但 它 无 疑 是 有 效 的 . 


6.2.7 ”乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 的 理由 


在 附录 A 中 的 A.6.3 节 和 A.6.5 节 你 可 以 找到 乘积 法 则 和 和 链 式 求 导 法 则 的 正 
式 的 证 明 , 但 是 , 先 感受 一 个 关于 这 些 法 则 会 起 作用 的 原因 直观 的 想法 , 也 是 一 个 
不 错 的 主意 . 因此 , 让 我 们 来 快速 地 看 一 下 吧 . 

就 乘积 法 则 来 说 ,我 们 将 使 用 6.2.3 节 中 的 该 法 则 的 形式 2， 我 们 以 两 个 量 v 
和 w 开始 , 它们 都 依赖 于 某 个 变量 zx. 我 们 想 知 道 , 如 果 z 有 一 个 小 的 变化 量 Az， 
乘积 w 将 如 何 变化 . 好 吧 , v 会 变 成 u + Auw v 会 变 成 v 十 Au 因此 乘积 变 成 了 
(4 二 Av) (v 十 Av). 我 们 可 以 通过 想象 一 个 边 长 为 uw 和 wv 个 单位 长 度 的 矩形 来 理 
解 . 该 矩形 的 形状 发 生 了 一 点 变化 , 其 新 的 维度 是 w+ Aw 和 wv + Av 个 单位 长 度 ， 
如 图 6-1 所 示 . 


Wy 0 (utAWvtAY) |vtAv 


u 
V+ A 


图 6-1 


乘积 ww 和 (w+ Aw) (v 十 Av) 正好 分 别 是 两 个 矩形 的 面积 , 单位 是 平方 单位 . 那么 ， 
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面积 有 多 大 改变 呢 ? 让 我 们 将 这 两 个 矩形 重合 起 来 看 一 下 图 6-2: 


图 6-2 


面积 的 差 恰好 是 阴影 部 分 L- 型 区 域 的 面积 . 该 区 域 由 两 个 狭长 的 矩形 (面积 为 
vAw 和 wAv 平方 单位 ) 以 及 一 个 小 矩形 (面积 为 AwuAwv 平方 单位 ) 组 成 . 由 于 面 
积 的 改变 是 A (wo) 平方 单位 , 我 们 就 证 明了 

A(uv) = vAu + uAv + (Av) (Av). 
当量 Aw 和 Aw 非常 小 时 , 那个 小 区 域 的 面积 事实 上 会 非常 非常 小 , 因此 , 基本 上 
可 以 忽略 不 计 . 这 就 是 我 们 要 说 的 : 

A(uv) SS vA + AY. 

如 果 你 将 上 式 除 以 Az, 然后 取 极 限 , 近似 符号 就 会 变 成 直 等 号 , 我 们 就 会 得 到 乘积 
法 则 


d 
事实 上 , 这 非常 接近 真正 的 证 明 ! 
在 我 们 开始 讲解 链 式 求 导 法 则 之 前 , 先 来 证 明 一 下 三 个 函数 的 乘积 法 则 , 它 ( 正 
如 我 们 之 前 看 到 的 ) 由 下 式 给 出 
dy dw 


(uww) 三 Pvw 十 vz 十 Ww ay 
这 里 的 小 窗 门 是 令 z = vw, 这 样 , uwvw 正好 是 wz. 首先 , 对 于 z = vw 我 们 可 以 使 


用 乘积 法 则 : 


现在 , 我 们 对 wz 使 用 乘积 法 则 , 得 到 


d d du 
zw) 一 Hz (2) = 一 2 本 十 vy 
剩 下 要 做 的 就 是 用 vw 替换 z 以 及 用 上 式 替换 dz/dz, 我 们 得 到 

d du dz du dv dw 
dz (0) = tu "rt (wE to 时 ) 
如 果 你 将 上 式 展开 , 就 可 以 得 到 想 要 的 公式 了 . 
最 后 , 让 我 们 再 来 考虑 一 下 链 式 求 导 法 则 . 假设 y= f(w) 及 w= g(x). 这 意味 
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着 , wu 是 x 的 函数 , y 是 _ 的 函数 , 如果 我 们 将 x 稍 作 改 变 , 结果 是 uv 也 会 有 相应 
的 变化 . 由 于 那个 原因 , y 也 会 改变 . y 将 有 多 大 的 改变 呢 ? 

好 吧 , 让 我 们 从 关注 函数 v 开始 , 并 且 观 察 对 于 z 的 一 个 小 的 变化 它 是 如 何 反 
应 的 . 请 记 住 u = 9g(z); 因此, 正如 我 们 在 5.2.7 节 中 讨论 的 一 样 , v 的 变化 可 以 近 
似 看 成 9" (zx) 乘 以 z 的 变化 . 你 可 以 将 g (z) 看 作 是 一 种 拉 伸 因子 . (例如 , 如 果 你 
站 在 那些 游乐 园 中 可 以 让 你 变 高 变 瘦 二 倍 的 哈哈 镜 的 前 面 , 然后 , 踏 着 脚尖 , 你 的 
镜像 将 升 高 为 你 做 到 的 二 倍 .) 以 下 就 是 一 个 来 描述 它 的 方程 : 

Au Sg (7)Az. 
现在 我 们 可 以 对 用 % 表达 的 y 来 重复 以 上 练习 . 由 于 y = f(w), v 的 一 个 变化 会 产 
生 y 中 的 近似 f' (w) 倍 的 这 样 一 个 变化 : 
Ay Sf'(u)Au. 
我 们 将 这 两 个 方程 写 在 一 起 会 得 到 
Ay ef'(v)g (rz)Az. 
因此 , z 的 变化 首先 被 因子 9 (x) 拉 伸 了 , 然后 又 被 因子 f' (w) 拉 伸 了 . 总 体 的 效果 
就 是 被 两 个 拉 伸 因子 fr (w) 和 9 (z) 的 乘积 拉 伸 了 . (毕竟 , 如 果 你 将 一 片 口香糖 拉 
伸 二 倍 , 然后 将 被 拉 伸 过 的 口香糖 再 拉 伸 三 倍 , 这 和 将 原始 的 那 片 口香糖 拉 伸 六 信 
是 一 样 的 .) 最 后 一 个 方程 暗示 了 
型 = dim 他 天 (go 
从 这 里 , 没有 太 多 困难 , 你 就 可 以 得 到 链 式 求 导 法 则 的 两 种 形式 中 的 任意 一 个 . 为 
了 得 到 形式 1, 请 记 住 =g(z) 及 y= f(w), 得 到 y = f(g (7)); 然后 , 令 y ==h(z) 
并 将 以 上 方程 重 写 为 
h'(z) = f' (wg (7) = f(g9(7))9 (7). 
为 了 得 到 形式 2, 我 们 就 将 f' (w) 解释 为 dy/duw, 将 9 (zx) 解释 为 du/dzr, 结果 以 上 
关于 dy/dz 的 方程 就 转化 为 
dy 和 ya 
dr dudz 
虽然 上 述 解释 不 是 正式 的 证 明 , 但 它 已 经 相当 接近 了 . 


6.3 ” 求 切 线 方程 


不 管 怎样 , 求 导 有 什么 用 处 呢 ? 一 个 好 处 就 是 你 可 以 使 用 导数 来 求 所 给 曲线 的 
切线 方程 . 假设 , 你 有 一 条 曲线 y = f(z) 和 曲线 上 的 一 个 特定 的 点 (z, f(z)). 那 
么 , 过 该 点 的 切线 的 斜率 是 f(x) 并 且 此 切线 通过 点 (z, f(z)). 现在 , 你 可 以 使 用 
点 斜 式 来 求 切线 方程 了 , 所 有 的 细节 如 下 : 
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(1) 求 斜率 , 通过 求 导 并 插入 给 定 的 > 值 ; 

(2) 求 直 线 上 的 一 点 , 通过 给 定 的 z 值 在 函数 中 替换 z 得 到 y 坐标 . 将 坐标 写 
在 一 起 并 称 之 为 点 (zo, yo). 最 后 ， 

(3) 使 用 点 斜 式 y 一 yo = m (z 一 zo) 来 求 方程 . 

这 里 有 个 例子 . 令 y = (zx3 -7)”. 该 函数 图 像 在 x = 2 处 的 切线 方程 是 什么 
呢 ? 首先 我 们 需要 导数 . 我 们 必须 要 使 用 链 式 求 导 法 则 , 正如 : 令 w= zs - 7, 因此 
y 二 ws9. 然后 我 们 有 dy/du = 50v4 及 du/dz = 3z2. 根据 链 式 求 导 法 则 ， 


d 
各 = YI -50u49 x 3z2 = 150z2(z3 _ 7)49. 


(请 记 住 ， 为 了 得 到 用 2 表达 的 一 切 , 我 们 必须 用 x3 - 7 替换 w.) 现在 我 们 需要 插 
入 z= 2, 对 于 zx 的 这 个 值 , 我 们 有 

2 ~ = 150(2)2(23 — 7)49 = 150 x 4 x 142 = 600， 
太 棒 了 ! 我 们 已 经 找到 了 我 们 要 找 的 切线 的 斜率 , 现在 , 我 们 需要 求 它 通过 的 那 一 
点 , 就 是 把 = = 2 代入 并 看 看 y 是 什么 . 事实 上 , y = (23 -7)”= 150 = 1. 因此 ， 
切线 通过 点 (2,1). 使 用 点 侍 式 , 我 们 看 到 切线 方程 是 (y 一 1) = 600 (z 一 2), 如 果 你 
喜欢 , 你 也 可 以 将 它 重 写 为 y = 600z -1 199. 这 就 是 求 切线 所 需 的 一 切 ! 


6.4 速度 和 加 速度 


求 导 的 另 一 个 应 用 是 计算 运动 物体 的 速度 和 加 速度 . 在 5.2.2 节 中 , 我 们 想象 
了 一 个 物体 沿 着 实 轴 运动 . 发 现 如 果 在 某 时 刻 t 它 的 位 置 是 z, 那么 , 在 时 刻 t 的 速 
度 ” 就 是 


现在 , 速度 是 朋 时 比率 , 位 置 随 之 而 变化 , 而 物体 的 加 速度 是 瞬时 比率 , 速度 随 之 而 
变化 . 这 就 是 说 , 加 速度 是 速度 关于 时 间 t 的 导数 . 由 于 速度 是 位 置 的 导数 , 我 们 发 
现 , 加 速度 实际 上 是 位 置 的 二 阶 导数 . 因此 我 们 有 
_ dz 
加 速度 =a= 地 = 本. 
例如 , 我 们 说 知道 一 个 物体 在 时 刻 t 证 rz 二 33 一 6t2 圭 竺 -2 给 出 , 其 中 z 
的 单位 是 英尺 ,+ 的 单位 是 秒 . 在 时 刻 t= 3 时 该 物体 的 速度 和 加 速度 是 什么 昵 ? 好 
吧 , 我 们 通过 对 位 置 关 于 时 间 求 导 得 到 速度 , 正如 wv = dz/dt = 9t2 一 12t +4. 现在 


@ 从 现在 开始 , 我 们 将 删 去 “瞬时 ”这 个 词 ; 术语 “速度 ”将 总 指 姐 时 速度 , 除非 我 们 明确 说 “平均 速 
度 .” 
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我 们 对 这 个 新 的 表达 式 关 于 时 间 求 导 得 到 加 速度 : a = dv/dt = 18t - 12. 现在 插入 
t= 二 3 才 会 得 到 wv ==9(3)? 一 12(3) +4= 49ft/sec, 及 a 一 18(3)— 12= 42ft/sec?. 

为 什么 加 速度 的 单位 是 英尺 每 秒 平方 昵 ? 当 你 问 一 个 物体 的 加 速度 是 什么 的 
时 候 , 你 实际 上 是 在 问 该 物体 的 速率 变化 有 多 快 . 在 一 个 2 秒 的 时 间 周 期 上 , 如 果 
速率 由 15ft/ sec 变 成 25ft/ sec, 那么 , 它 的 (平均 ) 变化 是 5ft/ sec. 因此 , 加 速度 
的 单位 应 该 是 英尺 每 秒 每 秒 , 或 者 就 是 英尺 每 秒 平方 . 一 般 来 说 , 当 你 处 理 加 速度 
的 时 候 总 是 需要 平方 时 间 单 位 . 


常数 负 的 加 速度 


假设 你 将 一 个 球 径直 上 抛 . 它 会 上 升 并 落 回 (除非 它 撞 击 到 某 物 或 某 人 抓 住 了 
它 ! ). 这 是 因为 地 球 的 吸引 力 在 球 上 施加 的 力 将 其 拉 向 地 球 . 牛顿 ( 微 积 分 的 先驱 
之 一 ) 认识 到 该 力 的 效果 就 是 : 该 球 带 有 常数 加 速度 向 下 运动 . (我 们 假设 没有 空气 
阻力 .) 

由 于 该 球 上 升 并 下 降 , 我 们 最 好 再 调整 一 下 我 们 的 数 轴 以 便 它 可 以 向 上 和 向 下 
描 点 . 让 我 们 设 0 点 就 像 是 地 面 , 并 且 向 上 为 正 . 由 于 加 速度 是 向 下 的 , 它 一 定 是 
一 个 负 的 量 , 同时 由 于 它 是 常数 , 我 们 可 以 称 之 为 -9. 在 地 球 上 , g 大 约 是 9.8 米 
每 秒 平方 , 但 在 月 球 上 会 小 得 多 . 不 管 怎样 , 如 果 我 们 要 理解 这 个 球 是 如 何 运动 的 ， 
我 们 需要 知道 在 时 刻 t 它 的 位 置 和 速度 . 

让 我 们 以 速度 开始 . 我 们 知道 a = dv/dt. 在 上 一 节 的 例子 中 , 我 们 知道 了 wv 是 
什么 , 因此 , 我 们 对 其 求 导 得 到 了 a. 不 幸 的 是 , 这 一 次 和 上 次 完全 相反 , 我 们 知道 
a( 它 就 是 常数 -9) 且 需 要 求 出 v. 一 旦 我 们 知道 了 vw, 同样 的 情况 也 会 发 生 在 > 上 . 
在 这 两 种 情况 下 , 我 们 需要 道 转 微 分 的 过 程 . 不 幸 的 是 , 对 此 我 们 还 没有 准备 好 ( 那 
是 有 关 积 分 的 部 分 内 容 ). 因此 , 现在 我 只 想 告 诉 你 答案 , 然后 通过 微分 来 验证 它 : 


在 时 刻 上 = 0 从 初始 高 度 h 被 抛 出 的 带 有 初始 速度 v 的 一 个 物体 满足 以 下 方 
程 : 


1 
ga=-g， v= 二 一 gt 十 u,， 和 z= -39 +utth. 


检验 这 些 方 程 的 相 容 性 并 不 难 . 我 们 关于 t 求 导 , 会 看 到 du/dt = -9, 它 就 等 于 a; 
以 及 dz/dt = 一 gt 十 uu, 它 就 是 v 因此 , a = dv/dt 且 v = dx/dt. 同时 , 当 上 = 0 时 ， 
我 们 看 到 v = wu 及 x = h. 这 意味 着 , 初始 速度 是 wu, 初始 高 度 是 h. 则 一 切 都 得 到 
了 验证 . 

现在 , 让 我 们 来 看 一 个 如 何 使 用 上 述 公 式 的 例子 吧 , 假设 , 你 从 距离 地 面 高 度 
为 2 米 的 地 方向 上 抛 一 个 球 , 该 球 的 速率 是 3 米 每 秒 . 取 9 为 10 米 每 秒 平方 , 我 
们 想 要 知道 五 点 : 

(1) 需要 多 久 该 球 接 到 地 面 ? 
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(2) 当 该 球 撞击 地 面 时 , 其 运动 有 多 快 ? 
(3) 该 球 能 上 升 到 多 高 ? 
(4) 如 果 你 以 相同 的 速率 向 下 抛 球 , 需要 多 久 该 球 撞 到 地 面 ? 
(5) 如 果 是 那样 的 话 , 当 它 撞击 地 面 时 , 其 运动 有 多 快 ? 
在 原始 情形 下 , 我 们 知道 9 = 10, 初始 高 度 为 h = 2, 以 及 初始 速度 为 u = 3. 这 意 
味 着 以 上 公式 变 成 
aa 一 一 10，v = 一 10t+3， 及 z= -3(10)8 十 3 十 2 一 一 5t2 十 3t 十 2. 


对 于 第 一 部 分 , 我 们 需要 求 出 需要 多 久 该 球 撞击 地 面 . 这 当然 只 有 其 高 度 为 0 时 才 
会 发 生 , 因此 , 设 > = 0, 我 们 求 二 我 们 得 到 0 = 一 5t? 十 3t 十 2. 如 果 你 将 它 因 式 分 
解 为 一 (5t 十 2) 4- TD, 你 可 以 发 现 我 们 方程 的 解 是 t= 1 或 t= 一 2/5. 很 明显 第 二 
个 答案 是 不 切合 实际 的 , 在 你 还 没有 抛 出 之 前 该 球 是 不 可 能 撞击 地 面 的 ! 因此 答案 
一 定 是 上 = 1. 即 我 们 抛 出 1 秒 钟 后 该 球 撞击 地 面 . 

对 于 第 二 部 分 , 我 们 需要 求 出 该 球 撞击 地 面 时 刻 的 速率 . 没 问题 , 我 们 知道 v = 
-10t+3, 并 且 知 道 当 t = 1 时 该 球 撞击 地 面 . 将 其 插入 , 我 们 会 得 到 v = -10+3= 
一 7. 因此 , 该 球 撞 击 地 面 时 的 速度 是 -7 米 每 秒 ， 为 什么 是 负 的 ? 因为 该 球 撞击 地 
面 时 它 是 向 下 运动 的 , 向 下 的 为 负 . 该 球 的 速率 就 是 速度 的 绝对 值 或 7 米 每 秒 . 

为 了 求解 第 三 部 分 , 你 必须 认识 到 , 当 速 度 为 0 时 该 球 达 到 它 路 径 的 最 高 点 . 
在 向 上 的 过 程 中 , 速度 是 正 的 ; 在 向 下 的 过 程 中 , 速度 是 负 的 ; 当 该 球 从 向 上 变 为 向 
下 运动 时 , 其 速度 一 定 是 0. 因此 , 何 时 v 等 于 0 呢 ? 我 们 只 需要 求解 -10t 十 3 = 0. 
答案 是 t = 3/10. 这 就 是 说 , 在 我 们 抛 出 该 球 之 后 的 十 分 之 三 秒 它 达 到 其 路 径 的 最 
高 点 . 那么 有 多 高 呢 ? 我 们 只 需要 将 t = 3/10 代入 公式 z = -5 十 3t 十 2 就 可 以 
得 到 


即 , 该 球 地 面 以 上 的 高 度 达到 49/20 米 ， 

对 于 最 后 两 部 分 , 你 是 将 球 向 下 抛 出 . 我 们 仍然 有 9 = 10 及 初始 高 度 h = 2， 
但 初始 速度 4 是 什么 呢 ? 不 要 仍然 将 二 错 认为 3! 由 于 你 是 将 球 向 下 抛 出 , 初始 速 
度 是 负 的 . 3 米 每 秒 向 下 的 速率 转换 成 初始 速度 v = -3. 删除 这 个 负 号 是 个 常见 
的 错误 , 因此 一 定 要 警惕 . 不 管 怎样 , 我 们 的 方程 现在 变 成 

aa 一 -10，v= -10t 一 3， 和 z= -S00 — 3t+2= 5 — 3t+2. 

请 注意 , 这 些 方程 和 我 们 将 球 向 上 抛 出 情景 下 的 方程 很 相似 ， 为 了 求解 该 问题 的 
第 四 部 分 , 我 们 需要 求 出 该 球 撞击 地 面 的 时 刻 . 正如 我 们 在 第 一 部 分 中 所 作 的 , 设 
z= 二 0, 然后 有 0= 一 5 十 3 十 2 二 一 ( 畦 一 2)(t 十 1). 因此 ,t=2/5 或 t= 一 1. 这 一 
次 我 们 舍弃 t = 一 1, 因为 它 是 在 我 们 抛 球 之 前 , 因此 我 们 一 定 有 t = 2/5. 即 , 在 我 
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们 抛 出 后 的 2/5 秒 该 球 撞击 地 面 . 它 小 于 我 们 向 上 抛 球 时 撞击 地 面 所 用 的 时 间 ( 那 
是 1 秒 ), 这 是 有 意义 的 , 因为 该 球 不 需要 先 上 升 然后 再 下 降 . 对 于 最 后 一 部 分 , 我 
们 想 要 知道 该 球 撞击 地 面 时 运动 有 多 快 ; 因此 , 我 们 将 t= 2/5 代入 速度 的 公式 , 得 
到 w= 一 10(2/5) 一 3= -4 一 3= -7. 该 球 再 次 以 7 米 每 秒 的 速率 撞击 地 面 . 有 趣 
的 是 , 不 管 你 是 将 球 向 上 抛 还 是 向 下 抛 (只 要 它 是 从 同一 高 度 抛 出 并 且 带 有 相同 的 
速率 ), 这 都 不 要 紧 : 它 都 以 相同 的 速率 撞击 地 面 , 只 是 所 用 的 时 间 有 所 不 同 . 


6.5 ”导数 伪装 的 极限 


运动 已 经 足够 多 了 . 现在 让 我 们 考虑 如 何 | 
Jlim V2 

h—0 
这 看 起 来 一 点 希望 都 没有 . 其 至 利 用 共 久 表 达 式 32 十 hh 十 2 做 乘法 也 不 起 作用 ， 
因为 它 是 5 次 方 根 , 不 是 平方 根 (尝试 一 下 你 就 会 看 到 了 ! ). 因此, 让 我 们 暂时 将 
它 放 在 一 边 并 考虑 一 个 相关 的 极限 : 

Jim 一 一 一 一 一 一 Vz + -Yr 

h—0 
注意 到 , 这 里 的 哑 变 量 是 h 而 不 是 x. 现在 , 这 个 极限 看 起 来 也 很 难 解决 了 , 但 它 或 
许 看 上 去 很 熟悉 . 它 和 以 下 公式 中 的 极限 非常 相似 

lm 人 一) = f(z). 

你 所 要 做 的 就 是 设 f(x) = x, 并 且 注 意 f' (x) = 3075. (为 了 求 导 , 我 们 将 x 
写作 zl1/5.) 导数 方程 变 为 


lim 
h—:0 


因此 ， 等 号 左边 的 极限 就 是 导数 伪 交 的 我 们 必须 创造 一 个 函数 7 并 对 它 求 导 来 求 
此 极限 . 


现在 , 我 们 可 以 返回 到 初始 极限 lim 一 一 MEL 2 上 来 ， 这 其 实 是 极限 lim 


MEE Vr+h— Ye = Ez-4/5 的 一 个 特例 , 这 是 我 们 刚刚 求解 的 . 如 果 你 设 = = 32 在 此 


极限 中 你 会 得 到 


EA _1 -4/5 
= 7 . 


3 — V32 1 


i 二 x 32 一 4/5. 
lim =5 x3 


h—0 
由 于 W323 = 2 及 32-4/5 = 1/16, ier 


/32 上 1 ， 
。 + —4/5 . 
i 5~16™ 80 


1 1 1 
—x 
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准确 无 误 地 解 出 本 题 并 不 是 件 容 易 的 事情 . 这 有 一 个 双重 的 伪装 : 我 们 不 仅 要 处 理 
导数 , 事实 上 还 要 估算 导数 在 一 个 特定 点 (在 这 里 是 32) 上 的 值 . 首先 对 情况 作 归 
纳 , 这 会 对 解 题 有 帮助 , 然后 替换 z 的 特殊 值 这 时 是 另 一 个 全 了 

LED LCE. 


i 


我 们 可 以 通过 用 共 辆 表达 式 和 分 子 分母 相 汪 来 解 但 它 也 是 一 个 伪装 的 导数 . 由 


于 我 们 在 处 理 4+ 我 们 试 着 用 x 蔡 换 4. 分 子 中 的 第 一 项 变 为 V(t 十 胞 3 一 7(z 十 h). 


这 暗示 着 我 们 或 许可 以 试 着 设 f(z) = Vz3 一 7z. 在 6.2.5 节 中 ， 我 们 看 到 了 f(z) = 
(3z2 一 7)/2Vz3 二 77, 因此 方程 
m 了 十 = f (7) 


i 


= f°(2) 
变 为 


Jim VI+h)3—7r+h)— V7 372—7 

hs0 h 加 2VZ35 二 7Z- 
最 后 , 如 果 你 将 z = 4 代入 , 并 化 简 (注意 V3 一 77 = V64 一 38 = V36 = 6), 你 
得 到 


lim (4 十 万 )3 一 C+- 6 _ 3(4)?— _41 

h—0 0 ~ 12° 
如 果 你 求解 一 个 极限 有 困难 ， 它 或 许 是 导数 的 仿 轩 迹象 就 是 , 旺 变量 本 身 在 分 母 
上 , 并 且 分 子 是 两 个 量 的 差 . 即使 不 是 这 样 的 , 你 仍然 可 以 处 理 一 个 伪装 的 导数 ; 


例如， 


, h 
i (z+h)e—zs 
在 分 子 上 有 一 个 哑 变 量 . 这 不 要 紧 , 你 就 把 它 颠 倒 过 来 并 首先 来 求 出 以 下 极限 ; 
1i (z+h)e—ze 
pb h 
为 了 求解 , 我 们 设 f(z) = x6, 则 f'(x) = 6z5. 我 们 有 
jn +h) 2 in f+ fe) 
h—0 h h—0 h 


现在 把 它 再 颠倒 一 次 , 我 们 得 到 


= f'(x) = 675. 


. h 1 

i (zz 十 由 6 二 25 605. 
我 们 将 来 (确切 地 说 是 第 9 章 和 第 17 章 ) 会 看 到 一 些 其 他 的 导数 伪装 的 极限 的 例 
子 . 注意 : 许多 极限 都 是 导数 的 伪装 , 你 的 工作 就 是 揭 开 它们 的 面纱 .? 


加 事实 上 ， 如 果 你 使 用 洛 毕 达 法 则 ( 见 第 14 章 ), 你 通常 甚至 不 需要 识别 出 什么 时 候 极限 是 导数 的 
伪装 . 


© 
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6.6 ”分 段 函 数 的 导数 


我 们 考虑 以 下 分 段 函数 f: 
1 如 果 z < 0， 
ro-| z2 十 1 如 果 z > 0. 
这 个 函数 可 导 吗 ? 让 我 们 画 出 其 图 像 来 看 看 (如 图 
6-3). 
这 看 起 来 相当 平滑 一 一 没有 尖 角 . 事实 上 , 很 
-1 明显, 除了 可 能 在 z = 0 点 上 不 可 导 , 函数 f 处 处 
可 导 . 在 xz = 0 的 左 侧 , 函数 f 继承 了 常数 函数 1 
的 可 导 性 , 在 z = 0 的 右 侧 , 函数 f 继承 了 z2 +1 
的 可 导 性 . 问题 是 , 在 z = 0 两 段 的 接口 处 上 发 生 
了 什么 ? 
图 6-3 首先 要 检验 的 是 函数 在 那里 确实 是 连续 的 . 正 
如 我 们 在 5.2.11 节 看 到 的 , 没有 连续 性 就 不 可 能 有 可 导 性 . 为 了 查看 了 在 z=0 上 
连续 , 我 们 需要 证 明 lim f(z) = f(0). 好 吧 , 从 了 的 定义 我 们 可 以 看 到 /0) 二 1. 至 
于 极限 , 让 我 们 将 它 分 成 左 极限 和 右 极 限 . 对 于 左 极 限 , 当 z 在 0 的 左 侧 时 , 由 于 
f(z)=1, 我 们 有 
dm f(z)= lim (1)=1, 
至 于 右 极 限 , 当 z 在 0 的 右 侧 时 , 由 于 f(x) = z2 十 1 
im, f(x) = ,lim (2° +1)=02++1=1, 
因此 , 左 极限 等 于 右 极限 , 这 意味 着 双 侧 极限 存在 并 且 等 于 1. 这 和 /(0) 是 一 致 的 ， 
因此 , 我 们 证 明了 f 在 x = 0 上 连续 . (注意 到 , 对 于 左 极限 和 右 极 限 , 有 效 的 做 法 
是 , 你 只 需要 将 x = 0 代入 到 适当 的 /的 段 中 来 求 极限 .) 
我 们 仍然 需要 证 明 f 在 x = 0 上 可 导 . 为 了 求证 , 我 们 必须 证 明 在 x = 0 上 的 
左 导数 和 右 导 数 相等 (回顾 5.2.10 节 来 刷新 你 对 左 导 数 和 右 导 数 的 记忆 ). 在 0 的 
左 侧 , 我 们 有 f(x) = 1, 因此 这 时 f'(x) = 0. 事实 表明 , 我 们 可 以 向 上 至 z = 0, 如 
下 所 示 ; - 
Yo 
这 表明 /在 zx=0 上 的 左 导数 是 0. (更 多 详情 见 附录 A 中 的 A.6.10 节 .) 在 0 的 
右 侧 , 我 们 有 f(z) = z2 +1, 因此 fr(z) = 2z. 再 次 , 我 们 可 以 向 下 至 x = 0: 


li = lm 27=2x0=0. 
a f= DB 
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因此 , f 在 x=0 上 的 右 导 数 是 2x0=0. 由 于 在 x=0 上 的 左 导数 和 右 导 数 相 等 ， 
函数 在 x = 0 上 可 导 . 
因此 , 检验 一 个 分 段 函数 在 分 段 连接 点 上 是 否 可 导 , 你 需要 检验 分 段 在 连接 点 
上 是 一 致 的 (连续 性 ) 以 及 分 段 的 导数 在 连接 点 是 一 致 的 . 否则 , 在 连接 点 上 不 可 
导 ?. 如 果 你 有 两 个 以 上 的 分 段 , 你 必须 在 所 有 的 连接 点 上 检验 连续 性 和 可 导 性 . 
让 我 们 再 来 看 一 个 有 关 求 分 段 函 数 的 导数 的 例子 吧 . 假设 
Iz2 一 4| ”如 果 z<1， 
gr) = | 一 2z 十 5 如果 z>1. 
g 在 哪里 可 导 呢 ? 你 或 许 会 认为 唯一 的 问题 是 在 连接 点 z = 1 上 , 但 事实 上 绝对 值 
让 生活 变 得 更 复杂 了 . 请 记 住 , 绝对 值 函 数 实 际 上 是 一 个 伪装 的 分 段 函数 ! 特别 地 ， 
当 z > 0 时 , |z| = z, 但是, 当 z < 0 时, |z| = -z. 接 下 来 有 
4 如 果 zx? 一 4 之 0， 
一 (22 一 4) 如 果 安 一 4< 0. 
事实 上 , 不 等 式 z? -4<0 可 以 被 重新 写作 z? < 4, 这 意味 着 -2 < xz < 2. (注意 包 
括 -2 < z 也 有 更 显然 的 zx < 2! ) 因此 , 我 们 稍微 化 简 得 到 
2 2Z2 -4 ”如果 zx>2 或 xz < 一 2, 
lz 4-{ 一 x2 十 4 如 果 -2<z<2. 
现在 , 在 上 述 的 g(x) 的 定义 中 ,项 |z? -4| 只 有 当 z < 1 才 出 现 . 因此 , 我 们 可 以 将 
一 切 拼 起 来 并 永久 地 删除 绝对 值 , 重新 将 g(z) 写成 如 下 形式 : 


Z2 一 4 如 果 z 世 一 2， 
9g(z)=4 -z2+4 如 果 -2<z 芝 1. 
一 27 十 5 如 果 > 1 
因此 , 事实 上 有 两 个 连接 点 : z = -2 和 z= 1, 由 于 组 成 9 的 三 个 分 段 都 是 处 处 可 


导 , 我 们 知道 , 除了 可 能 在 连接 点 上 不 可 导 外 , g 本 身 处 处 可 导 . 让 我 们 检验 一 下 连 
接点 上 的 性 质 , 我 们 由 x = -2 开始 . 首先 是 连续 性 . 从 左 侧 , 我 们 有 


lim 1)= lm 7x2—4=(-2)*—4=0, 
2 B97) i)- (—2) 
; 一 1 2 一 2 一 
_ lm ,9(7) = iim , 7 十 4 二 一 (一 2) ?十 4=0. 


由 于 两 个 极限 相等 , 因此 9 在 > = -2 上 连续 . 现在 , 我 们 检验 导数 , 对 于 左 导数 ， 
我 们 有 


a 事实 上 , 如 果 导 数 在 连接 点 上 的 左右 极限 都 存在 且 有 限 , 这 才 是 正确 的 . 有 关 的 例子 请 见 7.2.3 节 . 
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lm gy(z)= lm 2z=2(-2)=-4 


而 对 于 右 导 数 , 我 们 有 
lim g(x)= lim 2x=2(-2)=4. 


xz—{(—2)+ z—{—2)+ 
由 于 它们 不 相等 , 故 函数 9 在 x = -2 上 不 可 导 . 
在 另外 一 个 连接 点 xz = 1 上 如 何 呢 ? 我 们 重复 练习 如 下 , 左 连续 : 
lm 9g(z) = im 一 Z2 十 4 一 一 (1)2 二 4 一 3. 
右 连续 : 


li = lim —2 5=—2(1 二 3. 
lim, 9(z) im, 一 2 十 (1)+5=3 


它们 相等 , 因此 g 在 x = 1 上 连续 . 现在 , 左 可 导 性 : 
im g {7) = im 一 27 = —2(1) = 一 2. 
至 于 右 可 导 性 : 
9 四- 如 -2 

由 于 它们 相等 , 因此 函数 9 在 x = 1 上 可 导 . 

我 们 已 经 回答 了 原始 问题 , 但 不 管 怎样 , 让 我 们 画 出 图 像 来 看 看 到 底 发 生 了 什 
么 .为 了 画 出 y = |z? 一 4| 的 图 像 , 我 们 先 画 y = zx? - 4 的 图 像 . 这 是 一 个 抛物 
线 , 其 > 轴 截 距 在 2 和 -2 (那里 就 是 y = 0 的 地 方 ) 以 及 y 轴 截 距 在 -4. 为 了 
得 到 绝对 值 , 我 们 将 z 轴 下 方 的 一 切 关 于 z 轴 做 反射 . 我 们 翻转 的 那 部 分 是 曲线 
y 二 一 2 十 4 的 一 部 分 . 最 后 , 直线 y = 2z + 5 有 y 轴 截 距 5 及 zx 轴 截 距 5/2, 因 
此 , 我 们 并 不 难 画 出 图 像 . 在 下 面 的 两 幅 图 中 , 左边 的 图 像 显 示 了 组 成 g(z) 的 所 有 
的 函数 , 右边 的 图 像 只 有 我 们 需要 的 并 且 它 就 是 y = 9(z) 的 图 像 , 如 图 6-4 所 示 . 


图 6-4 


事实 上 , 它 看 起 来 处 处 连续 且 处 处 可 导 , 除了 在 尖 角 (-2,0) 外 . 特别 地 , 在 连 
接点 x = 1 上 一 切 正常 , 正如 我 们 计算 的 一 样 . 


6.7 直接 务 出 导 员 数 的 图 像 ”107 


6.7 ”直接 画 出 导 函 数 的 图 像 


假设 你 有 一 个 函数 的 图 像 , 但 不 知道 它 的 方程 , 你 想 要 画 出 其 导 函 数 的 图 像 . 在 
这 里 公式 和 法 则 帮 不 上 你 , 取而代之 的 是 , 你 需要 对 微分 有 一 个 很 好 的 理解 . 

这 里 是 基本 思想 . 将 函数 的 图 像 想象 成 一 座 山 , 并 想象 有 一 个 小 登山 者 在 从 左 
到 右 地 息 上 息 下 . 在 攀登 的 每 一 点 上 , 登山 者 会 大 声 地 喊 出 他 或 她 认为 攀登 有 多 么 
困难 . 如 果 地 形 平坦 , 登山 者 会 大 声 喊 出 表示 难度 的 数字 0， 如果 地 形 呈 现 向 上 的 
斜坡 , 登山 者 会 大 声 喊 出 一 个 正 的 数字 ; 攀登 越 陡峭 , 数字 越 高 . 如 果 地 形 呈 现 向 下 
的 斜坡 , 那么 攀登 实际 上 很 轻松 , 因此 , 难度 是 负 的 . 这 就 是 说 , 登山 者 会 大 声 喊 出 
一 个 负 的 数字 . 向 下 的 斜坡 越 多 越 轻松 , 因此 , 数字 将 会 越 来 越 负 . (如 果真 的 是 一 
个 陡峭 的 下 坡 , 或 许 很 难 安全 地 向 下 疏 行 , 但 它 确实 会 非常 轻松 地 快速 下 降 ! ) 

重要 的 一 点 是 : 山 的 高 度 本 身 不 重要 . 只 有 陡峭 程度 是 关键 . 特别 地 , 你 可 以 将 
整个 图 像 向 上 平移 , 登山 者 还 是 会 大 声 喊 出 相同 的 难度 程度 来 . 其 后 果 是 , 如 果 你 
在 从 一 个 函数 的 图 像 画 一 个 导 函 数 的 图 像 , 该 函数 的 z 轴 截 呀 是 不 重要 的 ! 

让 我 们 来 看 一 个 例子 : 画 出 有 点 让 人 丽 惧 的 函数 的 导 函 数 的 图 像 ， 如 图 6-5 
所 示 . ， 


图 6-5 


不 要 惊慌 . 在 所 有 不 同 的 点 上 画 一 个 小 登山 者 并 想象 登山 者 在 每 一 点 上 大 声 喊 出 难 
度 程度 . 然后 , 所 有 你 要 做 的 就 是 在 另 一 套 坐 标 上 画 出 这 些 难 度 程 度 . 特别 感 兴趣 
的 是 , 路 径 是 平坦 的 点 ; 这 可 以 出 现在 一 个 长 的 平坦 的 区 域 中 (如 同上 图 中 的 >=5 
和 z = 6 之 间 ), 或 者 在 一 个 波峰 的 顶部 (如 同 在 x = -5 或 z = 1) 或 在 一 个 低谷 
的 底部 (如 同 在 z = -2 或 x = 3). 那里 你 肯定 是 要 画 出 登山 者 的 . 这 里 是 在 一 些 
位 置 上 带 有 登山 者 的 f 的 图 像 , 如 图 6-6 所 示 . 
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现在 , 让 我 们 为 导 函 数 的 图 像 来 画 一 套 坐 标 . y 轴 标 记 为 “难度 程度 , ”范围 从 
难 下 降 到 原点 再 下 降 到 容易 . 然后 , 基于 小 登山 者 大 声 喊 出 的 难度 程度 , 你 应 该 能 
够 用 铅笔 描 出 一 些 点 来 . 请 记 住 , 登山 者 并 不 关心 山 有 多 高 , 他 只 关心 山 有 多 陡峭 ! 
基于 此 , 你 得 到 以 下 的 一 些 点 , 如 图 6-7 所 示 . 
难 的 


6-7 


以 下 是 对 于 我 们 如 何 得 出 结论 的 详细 解释 : 

。 在 y= (zx) 的 图 像 的 最 左 侧 , 登山 者 开始 只 是 缓 组 地 上 坡 . 因此 , 我 们 将 画 
出 一 些 高 度 稍 高 于 0 的 一 些 点 . 

。 往 前 走 , 走 到 z = -6, 登山 者 开始 上 坡 , 因此 , 难度 上 升 , 故 这 些 点 变 高 了 
(更 难 了 ). 

。 然后 , 开始 变 得 有 点 容易 了 , 直到 当 x = -5 时 , 登山 者 达到 波峰 的 顶部 , 那 
里 是 平坦 的 . 特别 地 , 当 x = -5 时 , 导 函 数 有 一 个 zx 轴 截 距 . 

。 在 zx 一 -5 之 后 ,原始 的 曲线 开始 变 成 下 坡 , 首先 是 平缓 地 然后 越 来 越 陡 
峭 . 这 意味 着 , 攀登 将 变 得 越 来 轻松 , 直到 它 变 得 非常 轻松 . 因此 , 导 函 数 在 
z= 二 -4 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 

。 在 该 渐 近 线 的 另外 一 侧 , 攀登 也 很 容易 , 因为 登山 者 将 下 坡 , 开始 非常 陡峭 ， 
在 z = -2 处 到 达 低 谷 . 因此 , 在 导 函 数 曲 线 上 , 垂直 渐 近 线 事实 上 始 于 -oo 
( 真 的 很 容易 ) 并 且 在 xz = -2 处 爬升 至 0. (在 z= -5 和 z= 一 4 之 间 有 z 
轴 截 距 以 及 在 x = -4 和 zx = -3 之 间 也 有 , 这 都 是 无 关 紧 要 的 . 原始 函数 
的 z 轴 截 距 不 重要 .) 

。 在 z= 一 2 谷底 之 后 , 登山 者 必须 上 坡 一 会 儿 , 因此 攀登 变 困 难 了 . 在 x=0 
之 后 变 得 有 点 容易 了 , 尽管 这 样 , 他 或 她 一 直 要 走 到 x = 1 山 的 顶部 . 这 意 
味 着 , 导 函 数 的 曲线 上 升 到 x = 0, 然后 下 降 到 一 个 在 xz = 1 上 的 z 轴 截 距 . 

。 在 走向 > = 3 处 的 谷底 的 路 上 , 情况 发 生 了 逆转 : 攀登 变 得 越 来 越 容 易 , 直 
到 z = 2, 然后 转 为 水 平 , 但 仍然 是 下 坡 . 因此 , 导 函 数 的 曲线 下 降 , 在 x=2 
处 达到 一 个 最 小 值 , 然后 , 上 升 到 一 个 在 z = 3 上 的 z 轴 截 距 . 

es。 从 z=3 处 的 谷底 , 攀登 一 直 都 很 困难 , 直到 z = 4. 然而 ,在 z=4 和 z=5 
之 间 , 攀登 的 难度 是 均匀 的 , 因为 斜率 是 常数 . 因此 , 导 函 数 的 曲线 从 z= 3 
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上 升 , 直到 z = 4, 但 然后 在 z =4 和 zz=5 之 间 , 它 保持 在 同一 高 度 (难度 
程度 ). 

。 在 z = 5, 斜率 突然 地 改变 了 . 在 没有 任何 警戒 的 情况 下 , 它 突然 变 平坦 了 ， 
然后 保持 这 种 平坦 直到 x = 6. 因此 , 导 函 数 的 曲线 必须 下 降 至 0 并 且 保 持 
在 那里 直到 x = 6. 导 函 数 在 x = 5 处 有 一 个 不 连续 点 . 

。 在 z= 6 之 后 , 登山 者 发 现 , 当 曲 线 下 降 到 xz = 7 处 的 垂直 渐 近 线 , 攀登 越 
来 越 容易 了 . 导 函 数 的 曲线 在 那里 也 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 

。 在 这 条 垂直 渐 近 线 的 右 侧 , 攀登 极度 困难 , 但 是 , 当 z 走向 9 时 , 攀登 变 得 
容易 些 了 . 因此 , 导 函 数 的 曲线 始 于 xz = 7 的 右 侧 非常 高 的 地 方 , 然后 , 当 攀 
登 越 来 越 容易 时 , 它 就 变 得 越 来 越 低 . 

现在 , 只 需要 把 这 些 点 连 起 来 ! 下 面 是 y = f(z) 和 y= 了 '(z) 的 图 像 , 如 图 6-8 

所 示 . 


-6 —5\ -4 -3 
了 


我 们 把 使 用 的 思想 做 一 下 总 结 : 
。 当 原始 图 像 平坦 时 , 导 函 数 的 图 像 有 一 个 x 轴 截 距 . 在 上 例 中 , 它们 出 现在 
z= 一 5, 7 二 一 2, 7 二 1, 7 二 3 及 区 间 [5,6] 的 每 一 点 上 . 
。 当 原始 图 像 的 一 部 分 是 一 条 直线 时 , 导 函 数 的 图 像 是 常数 (上 例 中 , 它 出 现 
在 区 间 [4,5] 上 ). 
。 如 果 原 始 图 像 有 一 条 水 平 渐 近 线 , 其 导 函 数 图 像 经 常 也 有 一 条 水 平 渐 近 线 ， 
但 如 果 是 那样 的 话 , 它 将 在 y = 0 而 不 是 渐 近 线 的 原始 高 度 上 (正如 上 例 中 
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到 目前 为 止 , 我 们 讨论 的 大 多 数 的 极限 和 导数 问题 只 涉及 了 多 项 式 或 多 项 式 型 
的 函数 . 现在 让 我 们 拓宽 视野 , 来 看 看 三 角 函 数 的 极限 和 导数 吧 . 特别 地 , 我 们 将 
关注 以 下 几 个 方面 ， 

。 三 角 函 数 在 小 的 、 大 的 以 及 其 他 变量 值 上 的 行为 ; 

。 三 角 函 数 的 导数 ; 

。 简 谐 运动 . 


7.1 ”涉及 三 角 函 数 的 极限 


我 们 考虑 以 下 两 个 极限 : 
lim sin(5z) 及 lim sin(52) 
zr—0 r Z 一 Oo Tr 
它们 看 上 去 几乎 是 一 样 的 . 唯一 的 区 别 就 是 第 一 个 极限 是 在 z 一 0 时 取 的 , 而 第 二 
个 则 是 在 z 一 ce 时 取 的 . 尽管 如 此 , 它们 却 很 不 相同 ! 正如 我 们 即将 看 到 的 , 这 两 
个 极限 的 答案 和 求解 技巧 几乎 没有 共同 点 . 因此 真正 重要 的 是 , 要 注意 你 是 在 非常 
小 的 数 (如 上 述 第 一 个 极限 ) 上 还 是 在 非常 大 的 数 (如 上 述 第 二 个 极限 ) 上 取 正 弦 
或 余弦 或 正切 的 极限 . 我 们 将 分 别 观察 这 两 种 情况 , 然后 再 看 看 当 这 两 种 情况 都 不 
适用 时 会 发 生 什么 . 
在 我 们 开始 之 前 , 重要 的 是 要 注意 , 只 看 x 一 0 或 z 一 co 还 不 能 说 明 我 们 处 
理 的 是 哪 种 情况 . 你 需要 知道 三 角 函 数 的 值 是 在 哪里 被 评估 的 . 例如 , 我 们 考虑 以 


下 两 个 极限 : 
lim rsin (2) 及 Tm zsin (2) . 

在 第 一 个 极限 中 , 你 要 取 的 是 5/z 的 正弦 , 当 zx 接近 于 0 时 , 它 实际 上 是 一 个 巨大 
的 数 ( 正 的 或 负 的 取决 于 x 的 符号 ). 因此 , 第 一 个 极限 根本 就 不 是 小 数 的 情况 , 它 
属于 大 数 的 情况 ! 类 似 地 , 在 第 二 个 极限 中 , 当 z 非常 大 时 , 量 5/z 会 非常 小 , 因此 
这 才 是 真正 的 小 数 的 情况 . 在 接 下 来 的 几 节 中 , 我 们 会 解答 上 述 的 所 有 四 种 极限 . 
7.1.1 “小 数 情况 

我 们 知道 sn (0) = 0. 那 好 , 当 >z 接近 于 0 时 , sin (xz) 看 起 来 会 怎样 呢 ? 当然 ， 
如 果 那 样 的 话 , sin (z) 也 会 接近 于 0, 但 它 距离 0 有 多 近 呢 ? 事实 表明 , sin (z) 和 z 
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本 身 近 似 相等 ! 
例如 , 如 果 你 用 计算 器 , 将 它 设置 为 弧度 模式 , 并 求 sin (0.1), 你 得 到 结果 大 约 
是 0.099 8, 它 非 常 接近 于 0.1. 尝试 一 个 更 接近 于 0 的 数 , 你 就 会 发 现 你 选取 的 数 
的 正弦 值 和 你 选取 的 原始 的 数值 非常 接近 . 
看 看 此 情况 图 像 总 是 很 好 的 . 以 下 是 y = sin (z) 和 y = z 在 同一 坐标 系 下 的 
图 像 , 我 们 只 关心 x 在 -1 和 1 之 间 (近似 的 ) 的 值 , 如 图 7-1 所 示 . 
.Y= 


y=sin(7) 


图 7-1 


这 两 个 图 像 非常 相似 , 尤其 是 当 z 接近 于 0 的 时 候 . (当然 , 如 果 我 们 再 多 画 一 点 
y 二 sin (z) 的 图 像 , 就 会 看 到 熟悉 的 波形 ; 只 有 当 我 们 将 它 放 大 成 这 样 的 时 候 , 才 会 
看 到 sin (z) 多 么 接近 于 x.) 因此 , 我 们 有 正当 理由 说 , 当 z 非常 小 的 时 候 , sin (z) 
接近 于 x. 如 果 sin (x) 就 等 于 zx 的 话 , 那么 下 式 


sin(2) _ ] 


成 立 . 事实 上 , 以 上 等 式 永远 都 不 会 成 立 , 但 在 x 一 0 时 的 极限 中 它 是 成 立 的 : 
Jim sin(z) _ 
Z 一 0 化 加 
这 个 公式 非常 重要 . 基本 上 , 这 是 解决 涉及 三 角 函 数 的 微 积 分 问题 的 关键 所 在 . 我 
们 将 在 7.2 节 使 用 它 来 求 三 角 冰 数 的 导数 , 并 且 会 在 7.1.5 节 对 它 进行 证 明 . cos (z) 
会 怎样 呢 ? cos (0) = 1, 因此 在 这 种 情况 下 问题 变 得 非常 不 同 了 . 我 们 暂时 说 一 个 小 
数 的 余弦 非常 接近 于 1. 我 们 写作 


特别 要 注意 的 是 , 不 像 之 前 的 那个 涉及 sin (z) 的 公式 , 这 里 的 分 母 中 没有 z 的 因 
子 . 要 是 你 将 x 的 因子 放 在 分 母 中 又 会 怎样 呢 ? 我 们 很 快 就 会 看 到 , 但 首先 我 想来 


1. 
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看 看 tan (zZ). 

问题 的 关键 是 将 tan (xz) 写成 sin (z) / cos (x). 分 子 是 sin (x), 当 x 非常 小 时 ， 
它 非常 接近 于 x. 另 一 方面 , 分 母 是 接近 于 1 的 . 如 果 世 上 还 有 真理 存在 的 话 , 那么 
它们 的 比 应 该 就 好 像 z/1, 它 正 是 z. 事实 上 , 这 是 正确 的 , 正如 我 们 以 下 会 看 到 的 ， 
将 cos (z) 从 分 母 中 分 离 出 来 , 得 到 : 


sin(Z) 


Sm ) a) -0() 
这 样 我 们 就 证 明了 


lim tan(z) _ 1 
Tr—0 I 


这 意味 着 , 当 z 非常 小 时 , sin (z) 和 tan (x) 的 行为 很 相似 , 但 cos (zx) 却 有 点 怪异 . 
让 我 们 来 看 看 , 当 z 一 0 时 cos (z) /z 会 发 生 什 么 . 因此 我 们 就 是 想 理解 


lim cos(zx) 
Z 一 0 ba 
如 果 你 只 是 将 z = 0 代入 上 式 的 话 那么 你 会 得 到 1/0.， 这 意味 着 , y = 
cos (z) /z 的 图 像 在 zx = 0 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 对 于 很 小 的 z 来 说 , 它 看 起 来 
很 像 1/z; 特别 地 , 你 应 该 试 着 让 自己 相信 
lim cos(z) =00, lim cos 人 二 一 o0， 所 以 lim So DNE, 


Z 一 "0 十 TX 2Z 一 0 一 
(请 记 住 ,“DNE” 表示“ 不 存在 .”) 这 确实 和 正弦 或 正切 的 情况 有 所 不 同 . 
7.1.2 ”问题 的 求解 小 数 的 情况 
这 是 一 个 简单 的 例子 : 求 


， sin(z2) 
2 23 
首先 要 注意 , 当 z 接近 于 0 时 , x? 也 接近 于 0, 因此 , 我 们 实际 上 是 在 取 一 个 小 数 
的 正弦 . 现在 , 我 们 知道 以 下 极限 成 立 : 
lim sin(z) 二 1 
zz—0 TX 


如 果 你 用 z2? ( 它 是 z 的 连续 函数 ) 替换 x, 那么 , 你 会 得 到 下 面 的 有 效 极限 : 


i 2 
lm SE) 1 
rz2—=0 TI 


这 几乎 是 我 们 想 要 的 极限 了 . 事实 上 , 我 们 需要 注意 的 唯一 一 点 就 是 , 当 x 一 0 时 ， 
z2 一 0, 因此 , 我 们 最 后 可 以 评估 该 极限 为 : 


; 2 
xz—0 2 
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当然 , z? 没什么 特别 的 ; 当 z = 0 时 , 任意 其 他 的 z 的 连续 函数 都 是 0. 特别 地 , 我 
们 知道 所 有 下 列 极限 将 自动 变 成 : 


Jim sin(57) 1 lim se) ) 二 1， 甚至 lim sin(sin(2)) 1 
z+0 57 z—0 z=0 sin(x) 


用 “tan (z)” 蔡 换 “sin (x)”， 以 上 短工 依然 成 立 但 千 万 别 用 “cos (x)”! 不 管 怎样 ， 
我 们 可 以 对 总 体 情况 进行 总 结 , 记 作 : 


， sin( 小 的 ) . tan( 小 的 ) 
到 等 价 不 的 -1 及 图 等 价 不 的 -1 
必 不 可 少 的 是 , 分 母 和 分 子 中 的 正弦 或 正切 的 变量 相 匹 配 , 并 且 , 当 x 很 小 的 时 候 ， 
这 个 量 也 很 小 . 当然 , 对 于 余弦 , 最 好 我 们 可 以 这 样 表示 


lim cos( 小 的 ) 一 1. | 
这 种 情况 下 , 我 们 不 需要 担心 匹配 与 否 的 问题 ! 
现在 , 让 我 们 回头 看 一 下 本 章 开始 的 一 个 例子 : 
. Sm) 
lim 
zo 


问题 是 , 我 们 取 的 是 5z 的 正弦 ， 但 在 分 母 上 只 有 zx. 这 两 个 量 不 匹配 、 这 不 要 紧 ， 
我 们 用 sin (5z) 除 以 5z, 这 样 就 匹配 了 , 然后 , 再 乘 以 该 量 , 使 得 结果 不 变 . 即 , 我 们 
将 sin (5z) 重新 写作 


sin(5z) x 
一 一 一 x (52). 
Z 
这 个 技巧 和 我 们 在 4.3 节 中 对 求解 有 理 函 数 的 极限 使 用 的 技巧 几乎 是 一 样 的 ! 让 
我 们 来 看 看 , 在 这 种 情况 下 , 它 是 如 何 发 挥 作用 的 吧 : 
sin(5zZ) x (5 ) 
5z 


= lim 
rz—0 x—0 


现在 , 我 们 保留 sin (5z) /5z， 但 从 其 他 两 个 因子 中 删除 z, 得 到 
.Sin(5x) .Sin(5x) 
二 
正如 我 们 以 上 看 到 的 , 由 于 我 们 匹配 了 项 5z (一 次 是 在 分 母 上 , 一 次 是 在 正弦 的 变 
量 中 ) 我 们 知道 该 分 式 的 极限 为 1, 因此 , 总 的 极限 是 5. 总 的 来 说 , 问题 的 解 如 下 : 
sin(5z) 
加 (人 5) _ lm_ Sz x (5z) jim soe) > 
z—0 Z 一 0 7 一 0 
现在 ， 让 我 们 来 看 一 个 更 难 的 例子 吧 极限 
sin (27) cos(5z78) 
m0 Ztan(5z2) 


是 什么 昵 ? 我 们 分 别 来 看 一 下 该 表达 式 中 的 四 个 因子 . 首先 , 我 们 考虑 sin” (2z). 这 


1x5=5. 
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其 实 就 是 (sin (2z))? 的 另外 一 种 写法 . 为 了 处 理 sin (2z), 我 们 用 2z 做 除法 和 乘法 ; 
这 和 处 理 它 的 立方 一 样 , 不 同 的 是 , 我 们 用 (2z)” 做 除法 和 乘法 . 即 , 我 们 用 
(in(27)) 
替换 (sin (2z))”. 那么, cos (5z3) 又 如 何 呢 ? 好 吧 , 当 z 很 小 的 时 候 , 5z19 也 很 小 ， 
因此 , 我 们 就 是 在 取 一 个 小 数 的 正弦 . 极限 的 结果 应 该 是 1, 因此 , 我 们 不 用 对 第 二 
个 因子 进行 操作 . 
在 分 母 上 , 我 们 有 一 个 因子 z, 我 们 不 能 对 它 做 任何 操作 (我 们 也 不 想 , 它 实际 
上 已 经 很 容易 处 理 了 ! ). 还 有 一 个 因子 tan (5x?). 我 们 对 5z? 做 除法 和 乘法 , 以 便 
我 们 用 
x (522). 
替换 tan (5z?). 我 们 将 所 有 这 些 放 在 一 起 , 会 得 到 
; 3 
sin3(2z) cos(5zl9) _ 时 元 x (| cos(5z19) 
sb zZtan(572) zc 3p | ) 


tan(5z2) 
57z2 


x (5o)| 


现在 , 我 们 将 所 有 和 三 角 函 数 不 匹 配 的 z 的 究 次 都 提出 来 : 分 子 中 的 项 (2z) 和 分 
母 中 的 项 z 和 5z2. 然后 , 我 们 重新 将 (sin (2z)) / (2z)? 写作 (sin (2z) /2z)* 并 化 
简 , 可 以 看 到 极限 变 为 


(sin(2z))3 19 sin(2z) \ 19 
27) cos(5z…) _ (22)3 jo [272) cos(57™) 、 gzs 
zw—0 tan(5z2) X522) z+—0 tan(5z2) 5z3 
572 522 


最 后 , 我 们 可 以 在 分 子 分 母 中 删除 x3, 并 取 极 限 . 由 于 正弦 和 余 切 有 相 匹配 的 分 子 
和 分 母 , 还 有 cos (小 的 ) 一 1 极限 就 是 
0) 8 
1 < 5 
下 面 是 本 章 开 始 部 分 的 另外 一 个 例子 : 极限 
im zsin (2)? 
是 什么 ? 正如 我 们 看 到 的 , 这 个 例子 的 确 属于 本 节 内 容 , 因为 当 z 很 大 时 , 量 5/zx 


会 非常 的 小 . 因此, 我 们 使 用 相同 的 方法 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 用 sin (5/z) 除 以 并 
乘 以 5/z, 我 们 写 : 


SO 
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现在 , 我 们 可 以 删除 因子 z 并 化 简 得 到 
Ji 
如 果 把 “小 的 ”看 成 5/z, 我 们 可 以 立即 看 到 , 当 z 一 ce 时 , 这 个 大 分 式 的 极限 是 
1, 因此 , 最 终 的 结果 就 是 5. 
我 们 也 可 能 会 有 涉及 正 割 、 余 割 或 余 切 的 三 角 函 数 的 极限 . 例如 , 极限 
lm sin(372) cot (57) sec(7Z)? 


是 什么 ? 为 了 求解 该 极限 , 最 好 就 是 用 余弦 、 正 弦 或 正切 来 表示 它 , 如 下 : 


。 . 1 1 

lm (sin(37)) (ats ) (二 
现在 , 我 们 可 以 对 正弦 和 余 切 项 使 用 我 们 的 乘法 和 除法 的 标准 技巧 , 但 要 忽略 余弦 
项 , 看 到 该 极限 等 于 


lim ( x (sn) ) (a 、 二 ) (zs) | 


现在 , (3z) 和 (5z) 这 两 项 可 以 删除 公 因子 zx, 得 到 3/5, 所 有 其 他 分 式 的 极限 趋 于 
1, 因此 , 你 可 以 看 到 整个 极限 就 是 3/5. 

有 一 点 你 必须 非常 小 心 : 当 你 说 , 当 zx 非常 小 时 , sin (x) 的 行为 就 像 z, 只 有 在 
乘积 或 商 的 情况 下 才能 使 用 该 事实 例如 ， 


Z 一 0 rx 
该 极限 就 不 能 用 本 章 介绍 的 方法 进行 求解 . 说 sin (z) 的 行为 像 x, 故 x 一 sin (z) 的 
行为 像 0, 这 是 错误 的 . (事实 上 , 除了 常数 函数 0 本 身 , 没有 函数 的 行为 和 0 一 样 ! ) 
为 了 求解 以 上 极限 , 你 需要 洛 必 达 法 则 ( 见 第 14 章 ) 或 麦克 劳 琳 级 数 ( 见 第 24 章 ). 
尽管 如 此 , 有 一 个 现在 我 们 可 以 求解 的 相同 难度 的 极限 : 

jim 工 二 cos2(Z) 

z 一 0 2 
同样 , 你 不 能 就 这 么 说 , 当 zx 非常 小 时 , cos (z) 的 行为 就 像 1, 故 1 一 cos? (z) 的 行为 
就 像 1 一 1? = 0. 因此 , 我 们 使 用 cos? (z) +sin2 (z) = 1 来 重新 将 分 子 写 作 sin2 (z): 


2 1 2 
im 1 — cos* (zx) _ Jim si 他 


Z 一 0 x2 7 一 0 I 
由 于 sin? (z) 是 (sin (z))” 的 另 一 种 写法 , 我 们 可 以 将 极限 重 写 为 
。 : 2 
nm =m (0) ， 


该 极限 仅仅 就 是 1? = 1. 因此 
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2 
lim 工 一 cos (2) 一 1 


xz—0 2 
事实 上 , 我 们 要 说 , 当 z 非常 小 时 , 1 一 cosz (z) 的 行为 就 像 zz, 根本 不 像 0. 不 管 怎 
样 , 让 我 们 使 用 同样 的 思想 来 求解 其 他 的 极限 吧 : 
1 一 cos(Z) 


1 _ 
lim 1 二 costz) 和 Jim 0s?) 
之 一 0 人 2 2 一 0 外 


我 们 将 使 用 同样 灵巧 的 技巧 来 求解 这 两 个 极限 . 基本 思想 就 是 , 用 1 + cos (z) 和 分 
子 分 母 分 别 相 乘 , 以 便 分 子 变 成 1 一 cos? (z), 我 们 可 以 将 它 写成 sin2 (zx). 在 第 一 种 
情况 下 , 我 们 有 


1 一 cos(z) 1 — cos{7x) x 1 + cos(7z) 
3 一 


li 1 . 
sb z sd 3 1 十 cos(z) 
一 2 in2 
_ lim 1 — cos“ (Zz) x 1 _ im 台 (x) 1 
z 一 0 人 2 1 十 cos(Z) zo»0 72 1 十 cos(z) 
. 2 
. Sin(2Z) 1 1 1 
二 1 - -~ =12x 一 -= 二 . 
sm ( 爷 ) * TF cos(z) ”TI 3 


这 里 我 们 使 用 的 事实 就 是 cos (0) = 1. 第 二 个 例子 很 相似 : 


1 一 一 
jim cos(2Z) = Jim 1—cos(z) 1+ costz) 
z 一 0 z z—0 z 1 + cos(z) 
一 ,人 ] 2 
_ in 1 ~ cos“(z) 、 1 _ jim si (2) 1 | 
x—0 7 1 十 cos(Z) zz-—0 Zz 1 工 十 cos(z) 


在 这 一 点 上 , 我 们 可 以 用 z2 和 项 sin? (z) 做 除法 和 乘法 , 但 这 里 有 一 个 较为 简便 的 
求 极限 的 方法 : 将 sin? (z) 写成 sin (z) x sin (z), 并 将 其 中 的 一 个 sin (z) 因子 和 分 
母 中 的 因子 x 放 在 一 起 . 由 于 sin (0) = 0, 极限 变 为 
. . sin(2Z) 1 1 
lim (ma x Xx Ta =0x1l1x 1 = 0， 
最 后 这 个 极限 将 在 7.2 节 中 很 有 用 , 因此 , 我 们 将 它 总 结 一 下 并 烂熟 于 胸 吧 : 


关于 小 数 的 情况 我 们 已 经 讨论 了 足够 多 的 例子 了 , 让 我 们 来 看 看 如 何 处 理 三 角 函 数 
在 大 数 上 的 极限 吧 . 


7.1.3 ”大 数 的 情况 
我 们 考虑 极限 


sin(z 
lim Sin(z) 
Io00 TT 


正如 我 们 刚刚 看 到 的 , 如 果 z 一 0 而 不 是 oo, 那么 , 极限 为 1. 这 是 因为 当 x 非常 
小 时 , sin (x) 的 行为 就 像 z. 当 z 变 得 越 来 越 大 的 时 候 , sin (z) 的 行为 又 如 何 呢 ? 它 
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会 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 . 因此 , 当 x 变 大 时 它 的 “行为 ”什么 都 不 像 . 我 们 经 常 
会 被 迫 返 回 到 sin (x)( 还 有 cos (x)) 的 最 简单 的 性 质 之 一 : 


人 
应 用 三 明治 定理 就 相当 方便 ( 见 3.6 节 ) 了 . 事实 上 , 我 们 在 3.6 节 看 到 了 
lim sin(z) 一 0. 
了 一 9 由 
现在 请 马上 回去 看 一 下 证 明 来 刷新 你 的 记忆 吧 . 
还 记得 当 x 变 小 时 , cos (z) 为 什么 是 怪异 的 吗 ? 不 像 sin (z) 和 tan(z), 它 的 行 
为 根本 就 不 像 > 本 身 . 另 一 方面 , 当 z 变 大 时 , tan (z) 是 怪异 的 . 对 于 tan (z) 来 
说 , 没有 类 似 于 上 面 框 中 的 关于 sin (z) 和 cos (x) 的 不 等 式 . 这 是 因为 , 当 zx 变 大 
时 , tan (z) 总 是 有 垂直 渐 近 线 并 且 永 远 不 会 停 下 来 ( 见 2.3 节 tan (z) 的 图 像 ). 
这 儿 有 一 个 使 用 三 明治 定理 的 更 难 的 例子 : 求 
zsin(1lz7) 一 
2 
z 一 co 274 
我 们 的 直觉 是 , sin (11z7) 这 一 项 没什么 大 用 处 , 因此 , 分 子 其 实 就 是 有 关 z 的 容量 . 
分 母 中 的 x4 应 该 会 覆盖 分 子 , 因此 , 当 z 一 oo 时 , 整个 表达 式 应 该 是 趋 于 0 的 . 
为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 来 看 看 分 子 . 我 们 知道 任何 数 的 正弦 都 介 于 -1 和 1 之 
间 , 因此 , 下 式 
—1 < sin(11z’) <1. 
成 立 . 尽管 如 此 , 分 子 不 只 是 sin (11x7), 我 们 需要 用 x 和 它 相 乘 然 后 再 减 去 1/2. 
事实 上 , 对 于 任意 的 zx > 0, 我 们 可 以 对 以 上 不 等 式 的 所 有 三 “ 边 ” 中 作 相 同 的 操作 ， 
得 到 


1 . 1 1 
一 Z 一 也 < zsin(117"7) 一 2 <T-7. 


(如 果 z < 0, 这 就 是 说 , 当 z 一 -co 时 , 那么 我 们 用 负 的 x 做 乘法 , 这 意味 着 , 你 必 
须 将 所 有 的 小 于 或 等 于 号 反 转 变 成 大 于 或 等 于 号 . 否则 我 们 会 得 到 同一 个 解 .) 不 管 
怎样 , 要 当心 分 子 . 我 们 仍然 需要 除 以 分 母 . 由 于 2z4 > 0, 我 们 可 以 将 以 上 不 等 式 
除 以 2z4, 得 到 


1 1 
-23 Zsin(11z7) 一 2 2Z 一 了 


rt 27 ~ 2z4 


2 4 | 
这 就 是 我 们 所 需要 的 全 部 . 我 把 它 留 给 你 , 请 使 用 4.3 节 中 的 方法 证 明 , 当 z 一 co 


时 , 外 层 项 的 极限 均 为 0, 即 ， | 


lim 3 2-0 及 lim 2 0. 


ZT—00 zr4 了 一 OO 74 


( 别 犯 懒 ! 这 些 都 是 相当 简单 的 极限 , 但 你 现在 应 该 试 着 验证 它们 .) 现在 , 我 们 应 用 
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三 明治 定理 . 由 于 我 们 的 原始 函数 被 夹 在 两 个 zx 一 oo 时 都 趋 于 0 的 函数 之 间 , 那 
么 , 它 也 趋 于 0. 即 ， 


不 等 式 -1 < sin (xz) < 1(cos (z) 有 类 似 的 不 等 式 ) 的 另 一 个 结果 是 , 你 可 以 像 
对 待 z 的 低 于 任意 正 次 宕 的 次 数 那样 来 对 待 sin (无 论 什么 ) 或 cos (无 论 什么 ), 只 
要 你 只 做 加 法 或 减法 的 运算 . 更 确切 地 说 , 如 果 你 要 求解 形 如 


的 问题 , 其 中 p 和 9 是 多 项 式 或 多 项 式 型 函数 , 但 带 有 一 些 附加 的 正 弦 和 余 续 , 那 
么 , 分 子 和 分 母 的 次 数 是 相等 的 , 正如 没有 那些 附加 的 正弦 或 余弦 一 样 . 唯一 的 例 
外 就 是 , 当 p 或 g 是 0 次 时 . 那么 , 三 角 函 数 的 部 分 将 成 为 重要 部 分 . 
以 下 是 一 个 例子 , 来 看 看 附加 的 正弦 和 余弦 为 什么 不 会 造成 很 大 的 变化 : 极限 
lim 37? + 27 十 5 十 sin(3 000z9) ， 
Z 一 oo 272 — 1 — cos(227) 
是 什么 ? 在 分 子 中 , 3x? 仍 占据 主导 地 位 , 由 于 sin (3 000z9) 这 一 项 只 是 介 于 -1 和 
1 之 间 , 相 比 之 下 , 它 是 无 关 紧 要 的 . 我 们 将 其 和 上 一 个 例子 进行 对 比 , 其 中 我 们 用 
sin (11z7) 和 zx 的 最 高 次 数 项 相 乘 ; 那里 的 正 豆 因子 非常 重要 . 而 在 我 们 当前 的 例 
子 中 , 正弦 项 是 被 加 上 的 . 
分 母 会 怎么 样 呢 ? 余弦 项 比 主导 项 2z? 小 很 多 . 总 之 , 我 们 用 3z? 和 分 子 相 乘 
并 相 除 , 用 2z? 和 分 母 相 乘 并 相 除 , 得 到 : 


3z2 二 27 十 5 十 sin(3 000z9) x 


, 2 

jim 3z2 十 2z 十 5 十 sin(3 000z9) _ EE (37°) 

一 oo 2z2 一 1 一 cos(22z) oo 2z2 一 1 一 cos(227z) 
0) x (922) 
27 
1 下 2 5 上 sin(3 000z9) 

= lim 3 372 3Z2 372 

Zoo 1 1 cos(227) 27z2 
2z2 272 


现在 来 看 看 会 发 生 什么 ? 我 们 的 确 知道 , 2/3z、5/3z2 及 1/2z2 的 极限 都 趋 于 0, 但 
sin (3 0007z9) 和 cos (22z) /2z2 这 两 项 会 怎样 呢 ? 如 果 你 想 给 出 一 个 完整 的 解 , 你 需 
要 使 用 三 明治 定理 (对 每 一 项 使 用 一 次 ) 来 证 明 它 们 都 趋 于 0. 我 建议 你 现在 试 着 
练习 一 下 . 特别 地 , 大 多 数 的 数学 家 们 会 自动 地 写 出 结果 是 0. 我 们 已 经 建立 了 一 
般 原理 , 对 于 任意 的 正 指数 a, 有 : 

Jim sin( 无 论 什 么 ) _ 


XT—00 i 


0 
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如 果 用 余弦 替换 正弦 , 也 会 得 到 类 似 的 结果 . 在 任何 情况 下 , 以 上 极限 就 是 
1 十 0 十 0 十 0 x 3 四 3 
1—0—0 2 2 
最 后 , 我 们 回 到 本 章 开始 部 分 提 及 的 例子 
lim zsin (2) 
Zr 一 oo rr) 
正如 我 们 看 到 的 , 这 个 极限 确实 属于 大 数 的 情况 , 尽管 极限 是 在 x 一 0 时 取 的 , 因 
为 , 当 z 接近 于 0 时 , 5/z 是 一 个 非常 大 的 数 ( 正 的 或 负 的 ). 因此 , 最 好 我 们 能 做 的 
就 是 使 用 三 明治 定理 与 任何 数 的 正弦 都 介 于 -1 和 1 之 间 的 事实 相 结合 . 特别 是 ， 
对 于 任意 的 z, 我 们 有 
一 < sin (2) 1. 
2 


现在 , 我 们 想 要 用 x 和 以 上 不 等 式 相 乘 : 


， 5 
一 人 TSIn ( 委 2 


不 幸 的 是 , 这 只 有 当 z > 0 时 成 立 . 例如 , 如 果 xz = 一 2, 那么 不 等 式 的 最 左边 会 变 
成 2, 最 右边 会 变 成 -2, 这 简直 是 疯 了 . 因此 , 我 们 先 来 考虑 一 下 右 极限 : 


dim, zsin (2) . 
现在 , 我 们 可 以 使 用 以 上 不 等 式 并 注意 到 , 当 x 一 0+ 时 , -zx 和 z 都 趋 于 0, 因此 ， 
三 明治 定理 适用 , 以 上 极限 是 0. 至 于 左 极限 ( 当 z 一 0- 时 ), 我 们 以 相同 的 不 等 式 


出 发 , 并 将 sin (2) 乘 以 xz. 但 这 一 次 , 由 于 z 是 负 的 , 我 们 必须 反 转 不 等 号 . 特别 
是 当 z < 0 时 , 我 们 有 


. 5 
一 和 之 XSin (2) 之 2. 
bd 


尽管 如 此 , 这 也 不 要 紧 . 当 z 一 0- 时 , 外 部 的 量 仍 然 趋 于 0, 因此 , 中 间 的 量 也 趋 
于 0. 由 于 左 极限 和 右 极限 都 是 0, 故 双 侧 极限 也 是 0; 则 我 们 证 明了 


lim zx sin (3) 二 0. 
2 一 0 Ti 


cos(Z) 
Tm. 
“2 


这 次 的 三 角 函 数 是 余弦 , 且 要 在 r/2 的 附近 被 评估 . 这 既 不 是 小 数 的 情况 也 不 是 大 
数 的 情况 , 因此 , 很 明显 , 之 前 的 情况 都 不 适用 . 如 果 你 就 只 是 将 z = zt/2 代入 上 式 
的 话 , 你 会 得 到 0/0 的 不 定式 , 这 真 要 命 . 尽管 如 此 , 如 果 你 了 解 三 角 函 数 的 性 质 的 


7.1.4 “其 他 的 ”情况 
我 们 考虑 极限 
lim 


r— /2 
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话 , 这 就 不 是 什么 问题 . 下 面 就 是 原因 . 
处 理 当 x 一 a, 对 于 某 个 a 关 0 的 极限 ， 有 一 个 很 好 的 一 般 原 则 , 就 是 用 
t 二 zz 一 a 作 蔡 换 ， 将 问题 平移 至 0， 因 此 , 在 以 上 极限 中 , 我 们 设 + = zx 一 x/2. 
当 z 一 x/2 时 , 你 可 以 看 到 上 一 0. 由 于 > = 上 +Tm/2, 我 们 有 
nt 
lim ST) jim cos 人 t+ 
von/2 1 工 二 0 
2 
注意 到 , 我 们 仍然 需要 知道 余弦 在 x/2 附近 的 行为 (正如 你 可 以 看 到 的 , 通过 设 t 
接近 于 0, 并 观察 你 要 取 的 余弦 是 什么 ! ); 替换 并 没有 改变 事实 . 下 面 就 是 你 需要 
了 解 的 2.4 节 中 的 三 角 恒等式 ， 
Tt . 
COS (3 一 z) = sin(x). 
在 极限 中 , 我 们 有 cos (3 十, 因此 , 我 们 需要 应 用 之 前 用 --t 蔡 换 x 后 的 三 
角 恒 等 式 . 我 们 得 到 
Cos (3 十 t) = sin(—é). 
我 们 还 需要 记得 , 正弦 函数 是 一 个 奇 函 数 . 因此 , 事实 上 
COS (= 十 t) = sin(—t) = — sin(t). 
现在 , 我 们 可 以 将 它 代 入 极限 并 完成 问题 的 求解 . 总 的 来 说 ， 


Tt 
t 十 二 . 
lm costz) jim ct - 2) -lim 二 si 的 - 
本 #0 t ts0 t 


Z 一 T/2 7 3 下 
虽然 本 例 不 是 那么 简单 ， 但 是 了 解 三 角 恒 等 式 必 定 会 对 求解 类 似 的 情况 有 所 帮 
助 的 . 


7.1.5 ”一 个 重要 极限 的 证 阴 
在 本 章 中 我 们 已 经 反复 使 用 了 以 下 极限 , 现在 该 是 证 明 它 的 时 候 了 : 


lim sin(z) 二 1. 
zr—0 TI 

我 们 必须 借助 直角 三 角形 的 几何 学 来 证 明 , 因 
为 那 是 正弦 函数 诞生 的 地 方 . 让 我 们 以 右 极限 
(z 0+) 来 开始 吧 .一旦 我 们 得 到 它 , 我 们 会 pp 
发 现 双 侧 极限 相当 简单 ， 因 此 , 我 们 先 假设 z 
接近 于 0 但 为 正 ， 让 我 们 来 画 一 个 以 O 为 中 0? B 
心 、 夹 角 为 zx、 半径 为 1 的 扇形 OAB, 如 图 7-2 
所 示 . 

我 们 将 对 这 幅 图 进行 一 些 操作 , 但 首先 有 图 7-2 
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一 个 问题 是 : 这 个 扇形 的 面积 是 什么 呢 ? 想象 一 下 , 这 个 扇形 是 一 大 块 比萨 中 的 一 
片 . 这 块 比萨 的 半径 为 1 个 单位 , 因此 它 的 面积 是 rr2 = x 平方 单位 . 现在 , 我 们 
这 一 片 中 有 多 少 比 萨 呢 ? 整个 比萨 有 2x 弧度 的 角 , 而 这 一 片 的 夹 角 是 x, 因此 这 一 
_ 片 占 比 萨 的 z/2x. 故 其 面积 为 (z/2r) x m, 或 简 代为 =/2 平方 单位 . 即 ， 


扇形 04B 的 面积 = 二 平方 单位 


(这 是 一 般 公式 的 特例 : 夹 角 为 z 弧度 、 半 径 为 > 个 单位 的 扇形 的 面积 就 是 zr?/2 
平方 单位 .) 

现在 , 让 我 们 在 这 幅 图 上 进行 一 些 操作 . 首先 , 我 们 连接 4B 画 一 条 直线 . 然后 ， 
我 们 从 4 出 发 画 一 条 垂 线 到 直线 OB, 称 C 为 基点 . 我 们 还 要 将 直线 O4 向 外 延 
长 一 些 , 最 后 画 出 圆 在 点 B 的 切线 . 这 条 切线 和 延长 的 直线 Oh 相交 于 点 D. 在 完 
成 了 上 述 操作 之 后 , 我 们 得 到 图 7-3. 
我 在 上 图 中 标记 了 4C 和 DB 的 长 度 . 要 看 
到 我 是 如 何 算出 它们 的 , 就 要 注意 sin (z) = 


的 (请 记 住 ，|4C| 表示 “线段 4C 的 长 


度 ”). 由 于 |O4| = 1, 我们 有 |4C| = sin (z). 
同样 , 我 们 有 tan (z) = 5 纺 ， 且 IoB| = 1 
因此 |DB| = tan (z). 
我 想 将 精力 集中 在 三 个 对 象 上 . 一 是 原 
始 的 扇形 ; 我 们 已 经 求 出 它 的 面积 是 r/2 平 
图 73 方 单位 ， 我 们 再 来 看 看 三 角形 AO4B 和 
AOBD. AOA4B 的 底 是 0B, 其 长 度 为 1 个 单位 , 高 是 4C, 其 长 度 是 sin (z) 个 
单位 . 因此 , AO4B 的 面积 是 底 乘 高 的 一 半 , 或 sin (z) /2 平方 单位 . 至 于 AOBD， 
它 的 底 是 0B, 其 长 度 是 1 个 单位 , 它 的 高 是 DB, 其 长 度 是 tan (z) 个 单位 , 因此 ， 
AOBD 的 面积 是 tan (zx) /2 平方 单位 . 至 关 重 要 的 观察 就 是 : 


AOAB 包含 在 扇形 OAB 中 ， 扇形 OAB 又 包含 在 AOBD 中 . 


这 意味 着 , AOAB 的 面积 小 于 扇形 OAB 的 面积 , 扇形 OAB 的 面积 又 小 于 AOBD 
的 面积 , 即 : 


AO45 的 面积 < 扇形 04B 的 面积 < AOBD 的 面积 . 
我 们 知道 , 如 果 所 有 这 三 个 量 用 变量 x 表示 的 话 , 将 其 代入 , 我 们 有 


sin(x) .zx .tan(z) | 


我 们 用 2 和 以 上 不 等 式 相 乘 , 会 得 到 一 个 非常 好 的 值得 记忆 的 不 等 式 : 
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sin(Z) <Z < tan(z) 对 于 0<z< 到 


我 们 现在 可 以 求 极 限 了 . 让 我 们 首先 来 取 这 个 不 等 式 的 倒数 . 请 记 住 , 这 个 操作 将 
使 我 们 把 小 于 号 变 为 大 于 号 . 我 们 写 出 tan (z) = sin (zx) / cos (z), 不 等 式 的 倒数 就 
是 : 
1 1 cos(z) 
sin(z) zx” sin(z) 


最 后 , 我 们 用 正 的 量 sin (x) 和 上 式 相 乘 , 会 看 到 


sin(Z) 


1 > > cos(z)， 


如 果 你 悄悄 地 将 它 倒 着 写 出 来 , 它 总 是 可 以 被 重新 写作 


cos(7) < 一 一 一 sin(z) <1. 


(请 记 住 , 这 对 于 任意 的 介 于 0 和 x/2 的 x 都 成 立 .) 现在 , 我 们 使 用 三 明治 定 
理 : 由 于 cos (0) = 1 且 y = cos (x) 是 连续 的 , 我 们 知道 lim, cos (z) 二 1， 同 样 ， 
lim, (1) = 1. 因此 , 量 sin (zx) /z 被 夹 在 cos (z) 和 1 之 间 , 当 z 一 0+ 时 , 这 两 个 函 
数 都 趋 于 1. 根据 三 明治 定理 ， 


1 sin(Z) 1 
这 样 我 们 就 求 出 了 右 极限 . 加 
我 们 仍然 需要 处 理 左 极限 并 且 证 明 


hp 1 
如 果 我 们 可 以 的 话 ， 那么 我 们 就 证 明了 左 极限 与 右 极限 均 为 1, 因此 , 双 侧 极限 也 是 
1, 这 样 我 们 就 完成 了 求证 . 
为 了 证 明 左 极限 是 1, 我 们 设 上 = -z. 那么 , 当 x 是 一 个 很 小 的 负数 时 , t 是 一 
个 很 小 的 正 数 . 用 数学 符号 表达 , 我 们 可 以 说 , 当 x 一 0- 时, 我 们 有 + 一 0+. 因此 ， 
以 上 极限 可 以 被 写作 | 
lim sinCt) 
t—0+ —t 
现在 , 我 们 知道 sn (--t) = 一 sin (t) (因为 正弦 函数 是 奇 函 数 ), 因此 , 我 们 可 以 将 以 
上 极限 简化 为 
lim — sin(t) im sin(t) 
to0+ —t tr0+ 去 “ 


我 们 已 经 看 到 该 极限 是 1( 用 zx 替换 t, 这 会 怎样 呢 ? ), 这 样 我 们 就 完成 了 求证 . 

在 我 们 继续 讨论 三 角 函 数 求 导 之 前 , 我 想 先 考虑 一 下 f(z) = sin (x) /zx 的 图 像 . 
左 极限 的 论证 过 程 中 证 明了 f 是 一 个 偶 函 数 (你 知道 为 什么 吗 ?). 这 意味 着 , y 轴 
就 像 是 y = f(z) 的 图 像 的 一 面 镜子 ， 如果 回 顾 一 下 3.5 节 的 内 容 , 你 可 以 看 到 我 
们 画 出 了 当 z > 3 时 的 y= 了 (z) 的 图 像 . 我 们 没有 画 z < 3 的 图 像 是 因为 我 们 不 
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知道 那里 会 发 生 什么 . 现在 我 们 知道 : 当 z 一 0 时 , 量 f(x) = sin (zx) /zx 一 1. 事 
实 上 , 我 们 已 经 证 明了 sin (zx) /z 位 于 cos (zx) 和 1 之 间 . 这 使 得 我 们 可 以 将 图 像 扩 
展 到 z > 0. 最 后 , 我 们 使 用 f 的 偶 函 数 性 来 画 出 y = sin (z) /zx 的 完整 的 图 像 ( 注 
意 : > 轴 和 y 轴 的 度量 不 同 ), 如 图 7-4 所 示 . 


7-4 


信封 函数 y= 1/z 和 wy = -1/z 的 图 像 用 虚线 表示 . 此 外 , z 轴 截 距 是 所 有 的 除 0 之 
外 的 的 倍数 . 最 后 , 正如 你 看 到 的 , 该 函数 在 z = 0 上 不 连续 , 因为 它 在 那里 无 定 
义 . 然而 , 如 果 我 们 定义 函数 g, 其 定义 为 , 如 果 xz 取 0,9 (zx) = sin (z) /x 及 g (0) = 
这 样 我 们 就 有 效 地 填充 了 上 图 中 在 (0,1) 处 的 空心 圆 , 并 且 函 数 g 是 连续 的 . 


7.2 ”涉及 三 角 函 数 的 导数 


现在 到 了 对 某 些 函数 求 导 的 时 候 了 . 让 我 们 先 对 sin (z) 关于 x 求 导 . 为 了 这 
样 做 , 我 们 将 要 使 用 7.1.2 节 中 的 两 个 极限 形式 : 


1 _ 
im sn 及 limI 二 cosd _ 0 
h—0 hh h—0 


(好 吧 , 我 将 z 变 为 h, 但 这 没关系 . 不 管 怎样 , h 是 一 个 旺 变 量 , 并 且 它 可 以 被 任意 
字母 所 替换 .) 不 管 怎么 说 , 令 f(z) = sin (z), 让 我 们 对 其 求 导 : 
) f(z 二 = f(z) .Sin(Z 二 nh) — sin(z) 
1 一 如 全 于 一 pm 时 9 
现在 怎么 办 呢 ? 好 的 ， 你 应 该 记 住 以 下 公 趟 
sin(A+ B)= sin(A)cos(B) + cos(A)sin(B); 

如 果 没 有 记 住 , 你 最 好 再 看 一 下 第 2 章 . 不 管 怎样 , 我 们 想 要 用 x 蔡 换 4, 用 户 替 
换 B, 因此 我 们 有 

sin(Z + hh) = sin(Z) cos(h) 十 cos(z) sin(h). 
我 们 将 上 式 插 入 以 上 极限 , 会 得 到 
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Po) = m cos( 及 ) 十 cc) sin(h) 一 sin(z ) 


有 后 和 下 的 工作 训 是 交 对 行 不 同好 分 和 这 全 因 人 解 我 们 得 到 


f'(2) = Jia st) (Cost) —) + eos(e) sin th) 


= lim (ao ( 亚 9 十 cos(Z) (3 )) . 
注意 到 , 我 们 将 含有 zx 的 部 分 与 含有 h 的 部 分 尽 可 能 地 分 离开 . 现在 , 我 们 实际 上 
必须 求 当 h -0( 不 是 z 一 0! ) 时 的 极限 . 我 们 使 用 本 节 开 始 部 分 的 两 个 极限 , 会 
得 到 
f(z) = sin(z) x 0 + cos(z) x 1 = cos(z). 
即 , f (x) = sin (z) 的 导数 是 f' (x) = cos (z), 或 者 换 句 话说 ， 


d . 

元 sin(Z) = cos(Z). 

现在 , 你 应 该 试 着 用 f(z) = cos (x) 重复 一 下 以 上 论证 . 你 只 需要 第 2 章 的 以 下 恒 
等 式 


cos(4 十 万 ) = cos(A)cos(B) — sin(4)sin(B) 
这 确实 是 个 很 好 的 练习 , 因此 , 现在 就 请 尝试 一 下 吧 . 如 果 你 求解 正确 , 你 应 该 会 
看 到 


| cos(T) = 一 Sin(Z). | 


不 管 怎样 , 现在 去 求 其 他 三 角 函 数 的 导数 就 是 小 菜 一 碟 了 . 你 不 需要 使 用 任何 
极限 . 你 可 以 只 使 用 商法 则 和 链 式 求 导 法 则 . 让 我 们 以 y = tan (x) 的 导数 开始 . 我 
们 可 以 将 tan(z) 写成 sin (z) / cos (z), 因此, 如果 我 们 设 w= sin(z) 及 v= cos (7x)， 
那么 , y = w/v. 我 们 刚刚 求 出 du/dz = cos (z) 及 du/dz = 一 sin (x). 使 用 商法 则 ， 
我 们 得 到 


du dv 
dy _ "dz “dr _ Cos(z)(cos(2)) ~ sin(z)(— sin(z)) 
dz v2 cos? (x) 
最 后 一 个 分 式 的 分 子 就 是 cos? (zx) + sin? (zx), 它 总 是 等 于 1. 因此 , 导数 就 是 
dy _ 1 


dr ”cos2(z) 
这 样 , 我 们 就 已 经 证 明了 


| 二 tan(zZ) = sec? (x). 


现在 , 让 我 们 来 计算 y = sec(z) 的 导数 . 这 里 我 们 可 以 写 y = 1/ cos (7x), 你 或 


= sec2(z). 
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许 认 为 商法 则 最 合适 . 事实 上 , 你 可 以 使 用 商法 则 , 但 链 式 求 导 法 则 更 好 一 些 , 如 
果 w= cos(z), 那么 y = 1/w. 我 们 可 以 对 dy/du = 一 1/w? 及 du/dz = 一 sin (zx) 求 
导 . 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
d dy du 1 sin(z 
起 一 于 一 (二) CC sin(7)) = 3， 
在 最 后 一 步 , 我 们 必须 用 cos (zx) 替换 w. 事实 上 , 结果 如 下 : 
sin(z) 1 sin(z) 
cos2(z) cos(z) cos(z) 


一 sec(Z)tan(z)， 


这 样 我 们 就 证 明了 


所 sec(2) 一 Sec(Z)tan(Z). 


至 于 y = csc (z), 它 应 该 被 写成 1/ sin (z). 我 们 最 好 是 再 次 使 用 链 式 求 导 法 则 ， 
令 册 = sin(z) 及 y = 1/w. 但 我 知道 你 想 要 使 用 商法 则 , 因为 它 是 一 个 商 的 形式 , 尽 
管 这 是 下 策 . 你 就 是 不 相信 我 . 那 好 吧 , 我 们 来 看 一 下 . 要 对 y = 1/ sin (z) 使 用 商 
法 则 , 事实 上 , 我 们 要 令 w = 1 及 v== sin(z). 那么 , du/dz =0 及 dv/dz = cos (7x). 
根据 商法 则 ， 
du dv 

dy _ Ydz “daz _ sin(x)(0) — 1(cos(2)) _ cos(Z) 

dz v2 和 sin2(z) sin2(z) 
好 , 这 也 不 错 , 但 使 用 链 式 求 导 法 则 仍然 会 更 好 些 . 不 管 怎样 , 正如 我 们 刚刚 对 y = 
sec (x) 所 做 的 , 我 们 分 解 以 上 结果 并 化 简 会 , 得 到 


二 csc(Z) = — csc(x) oa | 


最 后 , 我们 考虑 y = cot (x), 这 当然 可 以 被 写成 y = cos (zx)/sin 人 (x) 或 y= 
1/ tan (xX). 你 可 以 在 y = cos (z) / sin (z) 上 使 用 商法 则 , 或 者 , 既然 我 们 知道 tan (zx) 
的 导数 , 你 可 以 在 y = 1/ tan (zx) 上 使 用 链 式 求 导 法 则 (或 是 商法 则 ). 你 甚至 可 以 
将 cot (z) 写成 cos (zx) csc (z) 的 形式 , 并 使 用 乘积 法 则 . 不 管 你 用 哪 种 方式 , 你 应 该 


会 得 到 
| 二 cot(z) = — csc? 四 | 


你 应 该 用 心 记 住所 有 的 这 六 个 加 框 公 式 . 请 注意 , 在 三 个 余 函 数 (余弦 、 剑 割 、 余 
切 ) 之 前 都 有 一 个 负 号 , 并 且 导 数 是 一 般 导 数 的 余 -- 形 式 . 例如, sec (z) 的 导数 是 
sec (Z)tan (z), 因此 , 将 一 个 “ 余 ” 写 在 前 面 再 加 一 个 负 号 , 我 们 得 到 csc (z) 的 导数 
是 -cse (x) cot (z). 这 对 于 余弦 和 余 切 也 成 立 , 请 记 住 (如 果 是 余 艾 ), 正弦 的 余 的 余 
正好 是 原始 的 正弦 函数 . 

顺便 要 说 的 是 , f (z) = sin (z) 的 二 阶 导 是 什么 ? 我 们 知道 f' (x) = cos (z), 这 
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样 , f” (z) 就 是 cos (z) 的 导数 , 这 正 是 我 们 所 看 到 的 - sin (x). 即 ， 


(sin(e)) = — sin(x). 

该 函数 的 二 阶 导 正 好 是 负 的 原始 函数 . 这 对 于 g (z) = cos (z) 也 成 立 . 这 根本 不 会 
发 生 在 ( 非 零 的 ) 多 项 式 上 , 因为 一 个 多 项 式 的 导数 是 一 个 次 数 比 原始 多 项 式 的 次 
数 低 一 次 的 新 的 多 项 式 . 
7.2.1 求 三 角 函 数 导 数 的 例子 

既然 我 们 要 对 更 多 的 函数 求 导 , 你 最 好 确保 你 还 记得 如 何 使 用 乘积 法 则 、 商 法 
则 以 及 链 式 求 导 法 则 . 例如 , 你 如 何 求 下 列 导数 呢 : 

抱 (os sin(Z))， 二 (2) 及 (cot(z3))? 

让 我 们 一 个 一 个 地 求解 吧 ， 如 果 y = z2 sin (zx), 那么 , 我 们 可 以 写 y = wv, 其 中 ， 
4 二 Ww2 及 v= sin (z). 现在 , 我 们 只 需要 建立 我 们 的 那 张 表 了 : 


u= 22 v=sin(z) 
du dv 
dz ™ 27 二 = cos(Z)， 
使 用 乘积 法 则 ( 见 6.2.3 节 ), 我 们 得 到 
YY 一 vu tu = sin(Z) . (272) + Z2 cos(z). 


这 通常 是 写成 ?zsin (z) + z2 cos (zx)， 不管 怎样 , 让 我 们 来 做 第 二 个 例子 吧 ， 如 果 
y = sec (Z) /25, 这 一 次 我 们 设 wu = sec (z) 及 v= zx5, 这 样 y = w/v. 得 到 : 


也 二 Sec(Z) 忆 一 25 
~ 一 Sec(Z)tan(Z) Y 一 574. 
我 们 使 用 商法 则 会 得 到 
du dv 
dy _ "dr “dz az5sec(z)tan(z) 一 sec(z).5z4 sec(z)(ztan(z)— 5) 
dz v2 (x5)2 6 | 


请 注意 , 我 们 在 最 后 删除 了 因子 六 ， 现在 , 我 们 来 看 看 第 三 个 例子 吧 , 设 y = 
cot (z3)， 这 里 我 们 正在 处 理 两 个 函数 的 复合 , 因此 最 好 使 用 链 式 求 导 法 则 . 首先 
在 > 上 进行 的 操作 是 立方 , 因此 , 令 w= za, 那么 y = cot (wu). 得 到 ; 


y=cot(w) 也 一 23 
dy 2 du ,2 
°° (wu) 二 一 32”. 
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根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 
dy ”dy du 
dz dudzx 
我 们 不 能 把 项 w 放 在 那里 , 我 们 需要 用 za 替换 它 . 综合 起 来 , 我 们 要 求 的 导数 就 
是 -3z2 csc2? (z3)， 

在 我 们 继续 求解 之 前 , 我 想 告 诉 你 一 个 简单 的 小 诀 容 . 假设 你 有 y = sin (8z)， 
并 且 想 要 求 dy/dz. 你 应 该 使 用 链 式 求 导 法 则 , 设 v = 8z, 这 样 y = sin (w). 这 是 一 
个 简单 的 (尝试 一 下 ! ) 来 证 明 dy/dz = 8cos (8z) 的 练习 . 当然 , 数字 8 没什么 特 
别 的 ; 它 也 可 能 是 任何 数 . 因此 , 一 般 法 则 是 : 对 于 任意 的 常数 a 


一 一 csc2(u) .372. 


全 Ginloa) = Qcos(aZ). 


基本 上 , 如 果 用 ax 替换 z, 那么 当 你 求 导 的 时 候 ， 在 最 前 面 有 一 个 额外 的 因子 
a， 这 对 于 其 他 三 角 函 数 也 适用 . 例如 , tan (z) 关于 x 求 导数 是 sec? (z)， 因 此 ， 
tan (2z) 的 导数 是 2sec? (2z)， 以 相同 的 方式 , csc (x) 的 导数 就 是 一 csc (7x) cot (z)， 
因此 , csc (19z) 的 导数 是 -19 csc(19z) cot (19z). 这 将 把 你 从 使 用 链 式 求 导 法 则 中 
解放 出 来 , 进入 到 一 个 简单 的 形式 中 . 
7.2.2 ” 简 谐 运动 

经 常 出 现 三 角 函 数 的 一 个 地 方 自然 是 描述 弹簧 振子 的 运动 . 事实 表明 , 如 果 z 
是 弹 得 振子 在 时 刻 t 的 位 置 , 我 们 取向 上 的 方向 作为 正方 向 , 那么 , 描述 x 的 方程 
可 能 就 像 是 x = 3sin (4t). 数字 3 和 4 或 许 会 改变 , 还 有 “正弦 ”可 能 变 成 “余弦 ”， 
但 那 是 我 们 的 基本 思想 . 该 方程 是 合理 的 . 毕竟 , 余弦 函数 总 是 反复 地 弹 来 弹 去 , 因 
此 振子 也 是 . 这 种 类 型 的 运动 被 称 为 简 谐 运动 . 

因此 , 如 果 x = 3 sin (4 是 振子 从 始点 出 发 的 位 移 , 那么 在 时 刻 t 振子 的 速度 
和 加 速度 是 多 大 呢 ? 我 们 要 做 的 所 有 事情 就 是 求 导 . 我 们 知道 v = dz/dt, 因此 我 们 
只 需要 对 3 sin (4t) 关于 t 求 导 . 我 们 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 , 但 使 用 上 一 节 结 尾部 
分 的 那个 观察 会 更 简单 . 事实 上 , 为 了 对 sin (4t) 关于 t 求 导 , 我 们 观察 到 sin (t) 的 
导数 是 cos (t), 因此 , sin (4t) 的 导数 就 是 4cos (4t). (不 要 态 记 在 最 前 面 有 一 个 4! ) 
总 而 言 之 , 我 们 有 


v= $6 sin(4t)) = 3 x 4cos(4t) = 12 cos(4t). 


现在 我 们 可 以 对 加 速度 重复 这 个 练习 , 它 由 dv/dt 给 出 , 我 们 使 用 相同 的 技巧 : 
dv 


d 
二 王 二 一 二 一 i 二 一 i 4t » 
下 二 二 (12 cos(4t)) 12 x 4sin(4t) 48 sin(4t) 


注意 到 , 加 速度 ( 它 当 然 就 是 位 移 的 二 阶 导 ) 基本 上 和 位 移 本 身 是 一 样 的 , 除了 最 前 
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面 有 一 个 负 号 以 及 系数 是 不 同 的 之 外 (48 取代 了 3). 这 个 负 号 表示 加 速度 和 位 移 
的 方向 是 相反 的 . 事实 上 , 由 于 48 = 3 x 16, 我 们 就 证 明了 

4 一 一 167， 
现在 , 让 我 们 通过 对 振子 的 运动 的 更 深入 的 研究 来 解释 一 下 这 个 方程 . 

位 置 z 由 x = 3sin (多 给 出 , 当 振子 在 平衡 位 置 时 有 x = 0， 现 在 , 如 果 
我 们 用 3 和 不 等 式 -1 < sin( 级 < 1 相对 (这 对 所 有 的 t 都 成 立 )， 我 们 得 到 
一 3 < 3sin (4t) < 3. 这 就 是 说 , -3 < z < 3. 因此 , 我 们 可 以 看 到 > 在 -3 和 3 之 间 
振荡 . 当 z 为 正 时 , 振子 在 平衡 位 置 的 上 方 , 那么 a 是 负 的 , 这 很 好 : 加 速度 是 向 下 
的 , 理 当 如 此 . 当 z 变 得 越 来 越 大 时 , 弹簧 压缩 得 更 厉害 , 致使 振子 经 受 一 个 更 大 
的 力 和 向 下 的 加 速度 . 最 终 , 振子 开始 向 下 运动 , 不 一 会 儿 , z 变 为 负 的 . 然后 , 振子 
在 它 平 衡 位 置 的 下 方 , 因此 , 弹 得 被 伸展 并 且 要 将 振子 拉 回 来 . 事实 上 , 当 z 为 负 
时 , a 为 正 , 因此 力 是 向 上 的 . 图 7-5 显示 了 整个 过 程 ; 


当 振 子 在 它 运 动 的 最 上 方 时 , 其 速度 为 0， 由 于 我 们 有 v = 一 12cos(4t), 当 和 外 是 
7/2 的 奇数 倍 时 , 都 有 上 式 发 生 , 即 , 对 于 某 个 整数 n,t = (2n 填 1) x/8. 现在 , 我 们 
做 了 足够 多 的 简 谐 运动 了 , 在 进入 下 一 章 的 隐 和 函数 求 导 之 前 , 让 我 们 再 来 看 一 个 三 
角 函 数 求 导 的 例子 吧 ， 


7.2.3 ”一 个 好 奇 的 函数 
我 们 考虑 函数 f, 其 定义 为 


PC (2) | 


它 的 导数 是 什么 呢 ? 我 们 最 好 不 要 担心 > = 0, 因为 f 在 那里 无 定义 , 而 对 于 z 的 
其 他 的 值 都 没有 问题 . 设 y = f(z); 那么 , y 是 以 二 x? 和 二 sin(1/z) 的 乘积 . 对 
w 关于 z 求 导 很 简单 (结果 就 是 2z), 但 v 有 点 难 . 最 好 的 方法 还 是 设 w = 1/zx, 结 
果 v= sin (w). 然后 , 我 们 可 以 建立 那 张 标准 表 : 

v=sin(w) w= 
dw 1 


dv 
= cos(w) 和 


dw 
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.现在 , 我 们 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 : 


dv _dvdw = cos(w) _1\_ cos(1/z) 
dz dwdz 22 x2 


既然 已 经 有 dw/dz 和 dv/dz, 最 后 , 我 们 可 以 在 y = wv 上 使 用 乘积 法 则 ; 


dy du dv _. af cos(l/zN _ . /1 1 
并 -un ) Ents (- 3 = 27 sin 了 cos 人工 


这 样 我 们 就 完成 了 求解. 

事实 表明 , 函数 f 相当 地 好 奇 . 我 们 来 看 看 为 什么 (如果 你 感觉 不 喜欢 , 我 猜 
你 可 以 先 跳 到 下 一 章 , 之 后 再 回来 看 看 .) 不 管 怎样 , 为 了 进一步 研究 , 我 们 需要 以 
下 三 个 极限 : 


lms?sin (2 ) =0, hm esin (3 )=° 及 lim ,0s (3 ) 不 存在 . 


你 可 以 使 用 三 明治 定理 以 及 任何 数 (甚至 是 1/z) 的 正弦 或 余弦 都 介 于 -1 和 1 之 
间 的 事实 来 求解 这 三 个 极限 中 的 前 两 个 . 第 三 个 极限 稍微 复杂 些 , 但 是 我 们 在 3.3 
节 中 对 于 sin (1/z) 已 经 求解 过 了 , 并 且 将 正 蓄 改 为 余弦 没有 什么 区 别 . 问题 (你 可 
能 还 记得 ) 是 , 当 z 一 0+ 时 ， cos (1/z) 在 -1 和 1 之 间 的 振荡 变 得 越 来 越 强烈 , 因 
此 极限 不 存在 . 

不 管 怎样 , 第 一 个 极限 是 说 lim f(z) = 0, 尽管 如 此 , f (0) 是 无 定义 的 . 这 意味 
着 , 通过 填充 点 f (0) = 0， 我 们 可 以 将 f 扩展 为 连续 函数 . 因此 , 我 们 抛弃 了 旧 的 
f 并 由 以 下 公式 定义 了 一 个 新 的 : 


fl) | Z2 sin (2) 如 果 x 关 0， 
0 如 果 z = 0. 


我 们 刚刚 证 明了 这 个 新 的 函数 , 改善 后 的 / 是 处 处 连续 的 . 我 们 已 经 求 出 当 z 产 0 


时 它 的 导数 是 : 
Pr(z) = 2zsin (2) _ eos G2) . 


那么 , 在 z =0 处 了 的 导数 又 是 什么 昵 ? 在 这 里 没有 一 个 法 则 能 够 帮 得 上 忙 , 我 们 
必须 使 用 导数 的 定义 公式 : 
， mm 二 f(0) _,. h2sin(1/h)—0 /1 
?0 
最 后 这 个 极限 六 是 以 上 栋 (用 替换 z) 的 中 间 那 个 , 这 个 极限 存在 且 值 为 0. 这 
意味 着 / 事实 上 在 z = 0 处 可 导 , 实际 上 了 (0) = 0. 从 y = f(z) 的 图 像 上 你 能 
看 出 这 点 吗 ? 图 7-6 就 是 -0.1 < x < 0.1 的 图 像 的 样子 , 伴 有 信封 函数 y = z? 和 


Y= 一 Z2: 


7.2 涉及 三 角 胃 数 的 导数 ”131 
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图 7-6 


在 zx = 0 上 它 看 起 来 很 摇摆, 因此 , 目前 还 不 清楚 在 那里 导数 是 否 存在 , 但 是 我 们 
刚刚 证 明了 它 存在 ! 这 就 引出 以 下 问题 : 


lim f(z) 
是 什么 呢 ? 因为 我 们 知道 f' (0) = 0, 你 或 许 会 认为 以 上 极限 就 是 0. 根据 以 上 f' (zx) 
在 xz 关 0 时 的 公式 , 让 我 们 来 检验 一 下 吧 : 


1 
lim, f'(x) = im, (zz sin (2) — cos (3)) . 

这 里 我 们 有 两 项 需要 处 理 . 第 一 项 (2zsin (1/z)) 的 极限 趋 于 0, 因为 它 就 是 上 述 那 
三 个 极限 中 间 的 那个 的 两 倍 . 另 一 方面 , 第 二 项 (cos (1/7z)) 当 x 一 0 时 没有 极限 ， 
这 就 是 上 述 第 三 个 极限 所 表达 的 意思 . 结论 是 ， ,lim, f' (2) 不 存在 . 根据 对 称 性 ( 检 
验 是 一 个 奇 函数 )， lim f(x) 也 不 存在 . 

现在 我 们 来 总 结 二 下 我 们 所 发 现 的 事实 ， 我 们 的 函数 f 处 处 连续 且 处 处 可 导 ， 
甚至 在 z = 0 处 也 不 例外 . 事实 上 , 在 > = 0 处 , 导数 f'(0) 等 于 0, 但 在 0 的 附近 ， 
导数 f(z) 振荡 得 很 强烈 , 则 lim f° (2) 不 存在 , 尽管 f' (0) 存在 . 尤其 是 , 我 们 证 
明了 导 函 数 f' 本 身 不 是 连续 函数 ,因此 , 存在 可 导 的 函数 , 而 它们 的 导数 不 连续 . 
这 就 是 十 足 的 好 奇 ! 
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在 此 之 前 , 我 们 试图 解决 如 何 对 所 看 到 的 一 切 进行 求 导 , 现在 来 休息 一 下 . 该 
是 看 看 隐 函 数 求 导 的 时 候 了 , 它 是 一 个 很 好 的 普通 求 导 的 一 般 化 形式 . 之 后 , 我 们 
会 看 到 如 何 使 用 这 种 技巧 来 求解 涉及 变化 的 量 的 应 用 问题 . 如 果 知 道 一 个 量 的 变化 
有 多 快 , 我 们 就 能 求 出 一 个 不 同 的 但 与 之 相关 的 量 的 变化 会 有 多 快 . 总 之 , 本 章 的 
主要 内 容 正 如 标题 一 样 : 


e 隐 冰 数 求 导 ; 
。 相关 变化 率 . 
8.1 隐 函 数 求 导 
我 们 考虑 以 下 两 个 导数 : 
d d ,, 
二 (2) 及 Az ). 


正如 我 们 已 经 看 到 的 , 第 一 个 就 是 2z. 那么 , 第 二 个 是 2y 吗 ? 如 果 是 关于 y 求 导 ， 
那么 结果 就 是 它 , 但 这 不 是 关于 y 求 导 , 在 分 母 上 的 dz 告诉 我 们 这 是 在 关于 zx 求 
导 . 我 们 如 何 亲 释 它 呢 ? 

最 好 的 方法 是 告诉 自己 以 上 的 第 一 个 导数 问 的 是 : 当 我 们 对 z 稍 作 改变 时 , 量 
z2 会 有 多 大 变化 . 正如 我 们 在 5.2.7 节 中 看 到 的 , 如 果 我 们 对 x 稍 作 改 变 , 那么 zx? 
就 会 有 近似 2z 倍 的 那么 多 的 变化 . 

另 一 方面 , 如 果 你 对 zx 稍 作 改 变 , y? 会 怎么 样 ? 这 就 是 我 们 为 了 求 出 以 上 第 二 
个 导数 d (y?) /dz 所 需要 知道 的 .我 们 这 样 思 考 : 如 果 你 改变 x, 那么 y 会 有 点 变 
化 ; y 的 这 个 变化 会 引起 好 的 变化 . (这 一 切 只 有 当 y 依赖 于 z 时 才 正 确 , 当然 , 如 
果 不 是 这 样 的 话 , 那么 当 你 改变 x 时 , y 根本 不 会 有 任何 变化 . ) 

如 果 你 认为 这 听 起 来 好 像 是 我 在 暗示 链 式 求 导 法 则 , 那么 你 就 非常 正确 了 . 以 
下 就 是 它 如 何 真 正 地 发 挥 作用 了 . 令 =, 则 dw/dy = 2y. 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

d du du d d 

本 的- 可- 
因此 , 如 果 你 对 x 稍 作 改 变 , 那么 y? 会 有 2y (dy/dz) 倍 的 变化 . 现在 或 许 你 会 抱 仍 
结果 中 包含 dy/dz, 但 你 到 底 期 待 什么 呢 ? 如 果 你 想 要 知道 当 你 对 x 稍 作 改变 时 ， 
量 好 会 如 何 变化 , 那么 首先 你 需要 知道 y 是 如 何 变化 的 !( 此 外 , 如 果 y 不 依赖 于 
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z, 那么 对 于 所 有 的 zx, dy/dx 都 等 于 0, 故 对 于 所 有 的 z, d (y2) /dz 也 是 0. 即 , y? 


8.1.1 ”技巧 和 例子 


现在 该 来 实际 应 用 一 下 了 . 我 们 考虑 下 列 方程 : 
2Z2 十 2 一 4 
量 y 不 是 z 的 函数 . 事实 上 , 当 -2 < z < 2, 有 两 个 y 值 满足 这 个 方程 . 另 一 方面 ， 
上 述 关 系 的 图 像 就 是 半径 为 2 圆心 位 于 原点 的 单位 圆 . 该 圆 处 处 有 很 好 的 切线 , 不 
用 写 出 y= 土 V4 - 72 并 求 导 , 我 们 就 应 该 能 够 求 出 它们 的 斜率 . 事实 上 , 我 们 所 要 
做 的 就 是 在 等 号 两 边 添 加 一 个 d/dz: 


da， ， d 
去 (人 +y)= 二 (4 

正如 我 们 所 知 , 等 号 左边 可 以 被 分 成 两 部 分 , 这 没有 任何 问题 . 事实 上 , 我 们 通常 是 

开始 时 自动 地 先 写 出 


dd ， ad 

元 忆 ) 十 AzlY ) = 3 
为 了 化 简 上 式 , 注意 到 , 在 上 一 节 , 我 们 已 经 识别 了 在 左边 的 两 个 量 , 右边 为 零 ， 
为 4 是 常数 . 当心 不 要 写成 4 一 这 是 个 非常 常见 的 错误 ! 不 管 怎么 说 , 我 们 得 到 : 


d 
27 + 2y 一 0. 


我 们 将 上 式 除 以 2 并 整理 得 到 
dy Zz 
dr 人 
这 个 公式 说 的 是 , 在 圆 上 的 点 (x,y) 处 , 切线 的 斜率 是 -zx/y. 如 果 该 点 不 在 圆 上 , 那 
么 此 公式 没有 任何 意义 (至 少 就 我 们 所 关心 的 而 言 ). 现在 , 我 们 使 用 公式 来 求 圆 上 
的 点 (1, V3) 处 的 切线 方程 . 该 点 的 确 位 于 圆 上 , 原因 是 z2 十 只 = 12+ (V 引 ”= 4. 
根据 上 述 公式 , 斜率 由 dy/dz = -1/v3 给 出 . 因此 , 切线 的 斜率 是 -1/V3 并 且 通 
过 (1, V3). 使 用 点 斜 式 公 式 , 我 们 看 到 直线 的 方程 是 
y- V3= -C1 
如 果 你 喜欢 , 这 可 以 稍 加 简化 为 y = (4 一 z) /v3. 
这 里 还 有 一 个 例子 : 如 果 
5sin(z) + 3sec(y) =y— 22+3, 
在 原点 处 的 切线 方程 是 什么 呢 ? 和 先前 的 例子 不 同 , 这 一 次 我 们 不 可 能 通过 解 方程 


求 得 y( 或 z). 因此 , 我 们 必须 使 用 隐 函 数 求 导 . 让 我 们 首先 检验 原点 确实 位 于 曲线 
上 . 我 们 将 z =0 和 wy 一 0 插入 上 式 得 出 左边 为 5sin (0) +3sec(0), 这 正好 是 3 (请 
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记 住 , sec(0) = 1/cos (0) = 1). 右边 也 是 3, 因此 原点 在 曲线 上 . 现在 , 我 们 对 以 上 
方程 求 导 , 我 们 将 它 拆 分 开 : 
(5 sin(z)) 十 (3 sec(y)) = 和 一 到 (3) 十 (9). 
在 这 些 量 中 仅 有 的 难于 简化 的 一 个 就 是 左边 的 第 一 个 分 式 尽管 如 此 这 并 不 太 精 : 
令 v= 二 3sec(y), 那么 du/dy = 3sec (y)tan (y), 根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 
二 Gaeco) = 下- 于 :型 =3sectytan( 和 ， 

因此 我 们 可 以 回 到 先前 的 方程 中 并 对 两 边 求 导 , 得 到 

5cos(z) + 3sec(y) tan(y) PY = YY — 27 
注意 到 , 当 你 对 常数 3 求 导 时 , 会 得 到 0. 无 论 如 何 , 这 里 我 们 可 以 求解 dy/dz, 就 
是 将 所 有 包含 dy/dz 的 部 分 移 到 等 号 的 一 边 , 而 其 他 的 各 项 移 到 等 号 的 另 一 边 : 

YY 一 3sec(y) tan(g)2 = 27 十 5cos(2Z)， 
现在 进行 因 式 分 解 , 得 到 

他 (1 — 3sec(y) tan(y)) 一 2z 十 5cos(z) 
然后 做 除法 , 得 到 

dy 2z 十 5cos(Z) 
dr 1 一 3sec( 轨 tan(y 
最 后 , 我 们 将 xz = 0 和 y = 0 插入 上 式 , 得 到 
dy 2(0)+5cos(0) _ 200)+50) 
dz 1—3sec(0)tan(0) 1—2(1)(0) ” 

由 于 切线 的 斜率 是 5, 并 且 通 过 原点 , 其 方程 就 是 y = 5z, 这 样 我 们 就 完成 了 求解 . 
但 是 , 你 能 看 出 怎么 做 我 们 或 许可 以 省 点 儿 力 气 吗 ? 我 们 回 到 上 述 方程 中 


型 一 到 


5cos(z) + 3sec(y) tan(y) dar 27 


我 们 对 此 作 操 作 并 求解 出 dy/dz 的 一 般 表 达 式 , 但 事实 上 , 我 们 只 关心 在 原点 处 会 
发 生 什 么 . 因此 , 通过 将 z = 0 和 y = 0 代入 以 上 方程 , 我 们 可 以 节省 点 儿 时 间 . 我 
们 会 得 到 
5 cos(0) + 3sec(0) tan(0) $Y 一 = 型 一 2(0). 

这 很 容易 简化 为 dy/dz = 5. 因此 ， 根据 经 验 ， 如 果 你 只 需要 一 个 特定 点 上 的 导数 ， 
那么 就 请 在 重新 整理 之 前 做 替换 . 这 经 常 能 节省 时 间 . 

到 目前 为 止 , 我 们 只 使 用 了 链 式 求 导 法 则 . 有 时 候 , 你 或 许 需要 使 用 乘积 法 则 
或 商法 则 . 例如 , 如 果 
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ycot(x) = 3csc(y) 十 Z7， 
那么 你 会 需要 用 到 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 来 求 dy/dz， 事实 上 , 如 果 我 们 求 导 ， 
那么 将 得 到 
Veot(z) = 所 Geacg))+ (27). 
左边 是 y 和 cot (z) 的 乘积 . 我 们 应 该 给 它 一 个 名 字 , 我 称 它 为 s, 这 样 s = ycot (z). 
如 果 我 们 也 令 v = cot (z), 那么 s = ywv, 并 且 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 来 对 s 关于 z 
求 导 : 
和 一 vy 十 yo 一 cot(z) Hu 十 (一 csc2(z))， 
(请 记 住 : cot (z) 关于 zx 的 导数 是 - csc2 (z).) 现在 , 我 们 来 关心 一 下 上 述 原始 方 
程 的 右边 ， 对 于 第 一 项 3csc (y), 我 们 要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 我 们 称 该 项 为 u, 故 
v = 二 3csc (y). 我 们 可 以 看 到 du/dy = -3csc(y) cot (y), 因此 根据 链 式 求 导 法 则 , 我 
们 有 
du dudy dy 
37 = Er —3csc(y) cot(y) 了， 
最 终 , 最 后 一 项 7 关于 x 的 导数 就 是 7z6. 综合 来 看 , 当 我 们 对 原始 方程 
ycot(z) = 3csc(y) 十 Z7 
的 两 边 同时 关于 z 求 导 时 , 会 得 到 
cot(z) 蜡 — ycsc2(z) = —3csc(y) coty) Yu 十 775. 
我 们 将 所 有 包含 dy/dz 的 部 分 移 到 等 号 左边 , 而 其 他 的 移 到 等 号 右边 : 
cot(z) YL + 3csc(y) cot(y) 错 = ycsc2(z) 十 7z6. 


现在 对 等 号 左边 的 表达 式 进行 因 式 分 解 并 做 除法 来 求解 dy/dz: 
dy _ Wecsc2(z) 十 7z6 
dz cot(z) + 3csc(y) cot(y)’ 
这 样 , 我 们 就 完成 了 求解 . ©O 


最 后 , 我 们 考虑 方程 
T—yYycos 各) 二 XA 十 1. 


曲线 上 点 (1，r) 处 的 切线 方程 是 什么 呢 ? 我 将 它 留 给 你 来 替换 z= 1 和 y =, 并 
确保 等 号 两 边 相等 , 这 样 该 点 确实 在 曲线 上 . 现在 , 我 们 必须 求 导 . 我 们 得 到 


所 人) - 时 (yem (总)) = (r+ 1). 


136 第 8 章 隐 函 数 求 导 和 相关 变化 率 


第 一 项 很 容易 : 它 就 是 1. 此外, 由 于 x 十 1 是 常数 , 故 等 号 右边 为 0. 这 就 给 我 们 
留 下 了 一 个 相当 杂乱 的 中 间 部 分 . 假设 我 们 设 


s = Ycos ( 吉 ) 
那么 , s 是 y 和 vw 的 乘积 , 其 中 v = cos (y/z4). 根据 乘积 法 则 , 我 们 有 
ds _ dy da 
dz dz dz 
真是 无 处 可 逃 : 我 们 必须 要 对 v 求 导 了 . 假设 , 我 们 设 t= y/z4. 那么 , v = cos(t)， 
故 dv/dt = 一 sin(#), 且 链 式 求 导 法 则 告诉 我 们 


in 
dr dt dz 下 一 


尽管 如 此 , 我 们 还 没有 走出 丛林 我 们 需要 求 出 dt/dz. 由 于 上 = y/z, 我 们 设 
U =y 及 V =zx4. (我 已 经 使 用 了 小 写 的 w 因此 在 这 里 我 将 使 用 大 写字 母 .) 商法 
则 告诉 我 们 


dU dV Ady d 4 dy 3 dy 
dt _ "age- UV az _ Tz Yaz” ) ”dz TY Ty 4 
dz V2 (74)2 x8 Z5 


dy 
dv — Sin dt 一 Si 2 x “dz i 
dz 妆 dr zx4 2Z5 


这 反 过 来 能 让 我 们 求解 ds/dz: 
dy 
ds _， dy dv ANVdy  ，， 4 Zi 4Y 
gz dr Yaz = COS ( 雪 ) 虹 2y sin 4 x 7 . 


最 后 ， 用 们 可以 辐 到 上 这 原 络 的 导语 肌 方程 
d d y d 
pd 一 二 (yems (一 ) ) 一 z+ 1) 


d z 和 一季 
1 一 cos ( 雪 ) 型 +ysa ( 妾 ) > ie =0. 
不 要 为 求解 dy/dz 而 烦 扰 ! 我 们 只 需要 知道 当 > = 1 和 y = r 因此 将 它们 代入 ， 
注意 cos (m = 一 1 及 sin (mr) = 0, 你 应 该 检验 一 下 , 整个 这 个 要 命 的 表达 式 简 化 为 


- CD 至 +xx0 x 不 相关 的 垃 六 圾 二 0， 


并 简化 为 
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或 只 是 dy/dz = -1. 因此 , 我 们 的 切线 方程 的 斜率 是 -1, 并 且 通 过 点 (1，m), 故 其 
方程 为 y 一 x = 一 (z 一 1); 如 果 你 喜欢 , 你 可 以 将 它 重新 写成 y =z + 十 1 
我 们 仍 需 要 来 看 看 如 何 使 用 隐 和 函数 求 导 来 求 二 阶 导 的 问题 . 在 我 们 进行 之 前 ， 
来 看 一 下 对 以 上 方法 的 一 个 简单 小 结 吧 : 
。 在 你 的 原始 方程 中 , 对 一 切 求 导 并 使 用 链 式 求 导 法 则 、 乘积 法 则 以 及 商法 则 
进行 化 简 . 
。 如 果 你 想 要 求 dy/dz, 请 重新 整理 并 作 除法 来 求解 dy/dzx. 但 是 
。 如 果 你 想 要 求 的 是 斜率 或 求 曲 线 一 个 特定 点 上 的 切线 方程 , 首先 用 已 知 量 替 
换 = 和 y, 接着 , 重新 整理 并 求 dy/dz. 然后 , 如 果 需 要 的 话 , 使 用 点 斜 式 来 
求 切 线 方程 . 


8.1.2” 隐 函数 求 二 阶 导 
求 导 两 次 可 以 得 到 二 阶 导 . 例如 , 如 果 
2y + sin(y) = 二 +1， 


那么 , 曲线 上 点 (x, r/2) 处 的 d2y/dzx? 的 值 是 什么 呢 ? 你 应 该 再 次 通过 插入 x 和 

y 的 值 并 查看 方程 是 否 成 立 来 检验 该 点 是 否 位 于 曲线 上 . 现在 , 如 果 你 想 要 求 导 两 

次 , 你 必须 先 从 求 导 一 次 开始 ! 使 用 链 式 求 导 法 则 来 处 理 sin (y) 这 一 项 , 你 会 得 到 
dy sy) 


2 二 + cos(y) dz 元 ， 


现在 , 我 们 需要 再 求 导 一 次 . 请 先 不 要 做 替换 ! 为 了 求 导 , 我 们 需要 查看 当 > 和 y 
变化 时 会 有 什么 情况 发 生 . 如 果 我 们 固定 它们 的 值 (如 x 和 x/2), 就 不 可 能 看 到 变 
化 情况 了 . 取而代之 的 是 , 对 上 述 方程 关于 x 求 导 : 


2 

等 号 右边 正好 是 2/7, 左 侧 第 一 项 正好 是 2 (d?y/dz?). 棘手 的 是 左边 第 二 项 . 我 们 

需要 使 用 乘积 法 则 ; 设 s = cos (y) (dy/dz), 以 及 w= cos(y) 和 w = dy/dzx, 这 样 

s 二 wv. 根据 乘积 法 则 ， 

我 们 仍 需 要 求 出 du/dz, 其 中 w = cos (y). 这 其 实 就 是 链 式 求 导 法 则 的 再 次 运用 : 
du du dy 


I= Er -sin(y) 
综合 起 来 , 我 们 看 到 


ds dy du d27 _dy 。 dy d2y 
zd + cos(y) 2 = 下 sin(y) 3 + Cos(y) 2 


dy 2 
=- -sg( 里 ) + cos(y) SY. 
注意 : 量 
dy AN“ d2y 
() 和 开 


是 完全 不 同 的 ! 左边 的 量 是 一 阶 导 的 平方 , 而 右边 的 量 是 二 阶 导 . 不 管 怎样 , 我 们 


综合 起 来 看 . 先 从 

d /dy d dy _d/2zr 

dx (型 ) + 六 (costW 蜡 ) az (至 )， 
开始 , 我 们 现在 可 以 将 它 写成 

d2y dy\? d2y 2 

2 了 — sin(y) (时 ) 十 cos(y) 本 一 部， 
哎呀 ! 这 也 太 麻 烦 了 . 尽管 如 此 , 我 们 还 没有 完成 计算 , 我 们 仍 需 要 求 出 当 z = x 和 
= /2 时 的 d2y/dz2. 因此 , 将 它们 播 入 上 述 方程 : 你 会 得 到 


dy /x\ /dy mrNd2y 2 
2372 一 SI (#) (时 ) 十 cos (引号 一 元 - 


d2y dy 2 2 
2 972 (时 ) x 
问题 是 , 我 们 仍 需 要 dy/dz! 这 不 成 问题 : 在 我 们 的 方程 中 
2 十 cos( ) 虹 = 2 
dz War™ x 
代入 z= 工 和 1= /2 (我 之 前 没有 让 你 这 人 么 做 0), 你 会 得 到 


该 式 简 化 为 


因此 , 我 们 终于 完成 了 求解 ! 


8.2 ”相关 变化 率 
我 们 考虑 两 个 相关 的 量 (它们 可 以 测量 你 想 要 的 一 切 ), 如 果 你 知道 其 中 之 一 ， 
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你 可 以 求 出 另外 一 个 . 例如 , 如 果 你 一 直 盯 着 一 架 飞 机 , 它 飞 过 你 的 头顶 , 那么 , 你 
的 视线 和 地 面 的 夹 角 依赖 于 飞机 的 位 置 . 在 这 种 情况 下 , 这 两 个 量 是 飞机 的 位 置 及 
我 刚刚 描述 的 那个 夹 角 . 

当然 , 当 这 两 个 量 中 的 一 个 发 生变 化 时 , 另 一 个 也 会 发 生 相应 的 变化 . 假设 , 我 
们 知道 其 中 一 个 量变 化 有 多 快 , 那么 另 一 个 量 的 变化 有 多 快 呢 ? 这 就 是 术语 相关 变 
化 率 的 意思 . 你 看 , 变化 率 是 一 个 量 随时 间 改 变 的 速率 . 我 们 有 两 个 相关 的 量 , 我 们 
想 要 知道 它们 的 变化 率 是 如 何 相互 关联 的 (顺便 说 的 是 , 有 时 候 , 我 们 会 将 “变化 
率 ” 简 称 为 “ 率 . ”) 

以 上 变化 率 的 定义 有 点 粗略 . 如 果 你 想 要 知道 某 物 随时 间 的 变化 有 多 快 , 你 所 
需 的 就 是 简单 地 对 其 关于 时 间 求 导 . 因此 , 这 里 有 一 个 真正 的 定义 : 量 Q 的 变化 
率 是 Q 关于 时 间 的 导数 . 即 


如 果 @ 是 某 个 量 , 那么 @ 的 变化 率 是 . 


当 你 看 到 “ 率 ”这 个 字 时 , 你 应 该 自然 而 然 地 想到 “dy/dt 

因此 , 如 何 从 一 个 涉及 两 个 相关 量 的 方程 求 出 涉及 这 两 个 量 的 相关 变化 率 的 方 
程 呢 ? 当然 是 求 导 了 ! 如 果 你 对 等 号 两 边关 于 t 作 隐 函 数 求 导 的 话 , 你 会 发 现 相关 
变化 率 会 正好 弹出 , 给 你 一 个 新 的 方程 . 如 果 你 处 理 三 个 或 更 多 的 相关 量 时 (例如 ， 
一 个 矩形 的 长 度 、 宽 度 和 面积 ), 会 有 同样 的 结果 . 就 是 对 其 关于 上 作 隐 函数 求 导 ， 
你 会 将 相关 变化 率 关 联 在 一 起 . 

让 我 们 来 看 看 对 如 何 求解 相关 变化 率 的 问题 的 一 般 概述 吧 . 然后 , 我 们 会 使 用 
它 来 求解 一 大 堆 的 例子 . 

(1) 读 题 . 识别 出 所 有 的 量 并 注意 哪 一 个 量 是 你 需要 对 其 求 相关 变化 率 的 .如 
果 需 要 的 话 , 请 画图 ! 

(2) 写 出 一 个 关联 所 有 量 的 方程 (有 时 候 你 会 需要 不 止 一 个 方程 ). 为 了 做 这 一 
步 , 你 可 能 需要 做 一 些 涉及 相似 三 角形 的 几何 . 如 果 你 有 不 止 一 个 方程 , 那么 请 斌 
着 同时 求解 它们 来 消去 不 必要 的 变量 . 

(3) 对 剩余 的 方程 关于 时 间 t 做 隐 范 数 求 导 . 即 , 每 一 个 方程 两 边 各 添加 一 个 
$. 你 会 以 一 个 或 多 个 关联 相关 变化 率 的 方程 而 结束 . 

(4) 最 后 , 将 你 所 知道 的 值 代入 所 有 的 方程 中 作 替 换 . 同时 , 求解 方程 会 得 到 你 
需要 的 变化 率 . 
这 类 问题 和 你 已 经 看 到 的 文字 问题 的 唯一 区 别 就 是 第 3 步 不 见 了 . 在 这 里 , 它 变 得 
完全 不 同 . 我 们 来 看 例子 之 前 还 有 一 件 事情 : 极其 重要 的 是 , 求 导 之 后 , 最 后 一 步 
做 值 的 蔡 换 ! 这 就 是 说 , 不 要 调换 第 3 步 和 第 4 步 . 如 果 你 先 做 蔡 换 , 这 就 否认 了 量 
的 可 变性 , 那样 的 话 , 变化 率 将 全 部 为 0. 那 将 是 你 冻结 一 切 得 到 的 .…… 
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8.2.1 一 个 简单 的 例子 


这 里 有 一 个 说 明 上 述 方 法 的 相对 简单 的 例子 . 假设 , 用 打气 简 给 一 个 完美 的 球 
面 气球 充气 . 空气 以 常数 变化 率 每 秒 12r 立方 英寸 进入 气球 ， 当 气球 的 半径 达到 
2 英寸 时 , 气球 的 半径 的 变化 率 是 多 少 ? 此 外 , 当 气 球 的 体积 达到 36r 立方 英寸 时 ， 
气球 的 半径 的 变化 率 是 多 少 ? 

好 了 , 让 我 们 写 出 全 部 的 量 (第 1 步 ). 它们 是 气球 的 体积 和 半径 . 我 们 称 体积 
为 Y( 单 位 是 立方 英寸 ) 以 及 半径 为 "( 单 位 是 英寸 ). 我 们 需要 求 出 半径 > 的 相关 变 
化 率 . 现在 , 我 们 需要 一 个 关联 V 和 r 的 方程 (第 2 步 ). 这 里 会 用 到 一 些 几 何 知识 . 
由 于 气球 是 一 个 球体 , 我 们 知道 


V = Ser. 


该 式 关联 所 有 的 量 . 现在 , 我 们 需要 关联 变化 率 了 (第 3 步 ). 对 方程 两 边关 于 t 作 
隐 函 数 求 导 ， 

d d /4 

VY) 一 a (和 ) 。 
左边 正好 是 dV/dt; 为 了 处 理 右 边 , 令 s = r3, 这 样 ds/dr = 3r2. 根据 链 式 求 导 法 
则 ， 

ds dsdr ,2dr 

ad od dd 
现在 , 我 们 可 以 将 它 代入 上 述 方 程 , 并 得 到 


这 样 , 我 们 就 有 了 一 个 关联 V 和 的 变化 率 的 方程 . 最 后 , 我 们 准备 好 做 替换 (第 
4 步 ). 在 问题 的 两 部 分 中 , 体积 的 变化 率 是 每 秒 12r 立方 英寸 . 用 符号 表示 , 我 们 
有 dV/dt = 12x. 将 它 代 入 上 述 方程 , 我 们 得 到 
dr 
12r = dr 下 
整理 得 
9 3 
dt r2° 
太 棒 了 ! 这 意味 着 , 如 果 我 们 知道 半径 r, 那么 , 我 们 可 以 求 出 当 半 径 改 变 时 的 变 
化 率 , 这 当然 是 dr/dt. 注意 到 , 半径 的 变化 率 本 身 就 是 一 个 变化 的 量 , 它 依赖 于 半 
径 . 你 也 许 注 意 到 了 , 当 你 吹 气 球 时 , 在 最 开始 的 时 候 它 的 大 小 (或 半径 ) 会 增长 得 
很 快 , 然后 增长 速度 会 降低 , 尽管 你 一 直 是 将 相同 量 的 空气 吹 进 气球 的 . 这 和 上 述 
dr/dt 的 公式 是 一 致 的 , 它 在 > 上 是 递减 的 . 
拥有 这 个 公式 , 我 们 可 以 快速 地 对 问题 的 两 个 部 分 作 解 答 . 对 于 第 一 部 分 , 我 
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们 知道 半径 是 2 英寸 , 故 在 以 上 公式 中 设 7 = 2, 得 到 : 
dr 3 3 


dt 22 4 
因此 结果 为 和 但 是 3 什么 呢 ? 重要 的 是 , 写 出 一 名 总 结 形式 的 话 , 也 包括 测量 的 
单位 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 会 说 , 当 半径 达到 2 英寸 时 , 半径 的 变化 率 是 每 秒 2 英 
寸 . 
现在 , 对 于 问题 的 第 二 部 分 , 我 们 知道 体积 是 36r 立方 英寸 . 这 意味 着 一 36x. 
问题 是 , 为 了 求 出 dr/dt, 我 们 需要 知道 7 是 什么 . 现在 , 我 们 需要 回 到 关联 站 和 + 


的 方程 中 , 它 是 V = Srs. 如 果 你 将 V = 36x 代入 并 求解 ~, 你 应 该 可 以 看 到 结果 


是 >= 3 英寸 . 最 后 , 将 它 代 入 到 dr/dt 的 方程 中 , 得 出 
dr 3 3 1 


dt 7r2 32 3 
因此 , 当 体 积 达 到 36x 立方 英寸 时 , 半径 的 变化 率 是 每 秒 3 英寸. 
8.2.2 ”一 个 稍 难 的 例子 


让 我 们 来 看 看 另 一 个 相对 简单 的 例子 吧 , 这 一 次 涉及 三 个 量 . 假设 有 两 辆 汽车 
4 和 B. 汽车 4 在 一 条 路 上 径直 向 北 远离 你 家 的 方向 行驶 , 而 汽车 B 在 另 一 条 路 
上 径直 向 西 朝向 你 家 的 方向 行驶 . 汽车 4 以 每 小 时 55 英里 的 速度 行驶 , 而 汽车 B 
以 每 小 时 45 英里 的 速度 行驶 . 当 4 到 达 你 家 北面 21 英里 , 而 B 到 达 你 家 东 面 28 
英里 时 , 两 辆 汽车 间 的 距离 的 变化 率 是 多 少 ? 

为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 最 好 来 画图 (第 1 步 ). 画 出 你 家 昌 以 及 汽车 4 和 B. 
令 瑟 和 4 间 的 距离 为 a; 令 五 和 B 间 的 距离 为 5; 令 两 辆 汽车 间 的 距离 为 ce 如 
图 8-1 所 示 . 


8 -1 


注意 , 将 a 标记 为 21 或 上 标记 为 28 是 错误 的 . 你 需要 看 到 当 a 和 5b 变化 时 而 不 是 
当 它 们 固定 在 某 个 特定 的 数 时 , 会 发 生 什 么 , 因此 , 它们 需要 有 作为 变量 的 灵活 性 . 
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还 要 注意 , c 是 我 们 想 要 对 其 求 变化 率 的 量 , 因为 它 就 是 两 辆 汽车 间 的 距离 . 
到 了 第 2 步 了 . 关联 a、b 和 ec 的 方程 不 是 别 的 , 正 是 色 股 定理 : 


a2 十 思 一 c2. 


前 进 到 第 3 步 , 我 们 对 其 关于 t 作 隐 函数 求 导 . 确保 你 同意 我 们 得 到 


现在 , 我 们 知道 , 汽车 4 正 以 每 小 时 55 英里 的 速度 向 远离 你 家 方向 行驶 . 这 意味 
着 , 距离 a 是 以 每 小 时 55 英里 的 速度 而 增加 的 , 因此 day/dt = 55. 至 于 B, 它 正 以 
每 小 时 45 英里 的 速度 朝向 你 家 方向 行驶 . 这 意味 着 , 距离 5 是 以 每 小 时 45 英里 的 
速度 而 减少 的 , 因此 db/dt = 一 和 5. 在 那儿 你 需要 一 个 负 号 ! 否则 , 你 会 搞 砸 整个 求 
解 过 程 . 我 们 将 这 些 值 代入 上 述 方程 会 得 到 


2a(55) + 20( 一 45) = 2cS， 


它 可 以 被 简化 为 


cs = 550 — 45b. 
最 后 , 可 以 看 到 我 们 感 兴趣 的 时 刻 即 当 a = 21 和 = 28 时 所 发 生 的 情况 . 在 那 一 
时 刻 , 我 们 知道 2 = 21? + 282, 结果 是 。 = 土 35. 由 于 e 是 正 的 ( 它 是 两 辆 汽车 间 
的 距离 0), 我 们 有 c = 35. 将 那些 数 代 入 上 述 方程 , 你 会 得 到 


(35) = 55(21) — 45(28). 


通过 从 等 式 两 边 删 除 因子 5 和 7, 你 可 以 很 容易 地 进行 计算 . 最 后 的 结果 是 dc/dt = 
一 3. 这 意味 着 , 两 辆 汽车 闻 的 距离 是 以 每 小 时 3 英里 的 变化 率 减少 的 (在 我 们 考虑 
的 时 刻 ). 

这 就 是 我 们 需要 的 答案 了 . 注意 到 , 事实 上 , 在 我 们 考虑 的 时 刻 , 两 辆 汽车 越 来 
越 接近 , 尽管 4 远离 你 家 比 B 朝向 你 家 行驶 得 快 . 如 果 你 等 一 等 , 汽车 4 会 离 你 
家 更 远 , 而 汽车 B 会 更 加 接近 你 家 ; 由 dc/dt 的 方程 开始 , 你 或 许可 以 相信 , 这 个 
量 终究 会 变 成 正 的 (尽管 问题 没有 涉及 这 一 点 ). 


8.2.3 ”一 个 更 难 的 例子 


这 里 是 一 个 更 难 的 涉及 相似 三 角形 的 例子 : 假设 , 一 个 奇怪 的 巨大 的 圆锥 形 水 
铅 ( 锥 尖 在 下 方 ). 圆锥 的 高 是 圆锥 半径 的 二 倍 . 如 果 水 是 以 每 秒 8r 立方 英尺 的 速 
率 注 入 水 饶 , 求 当 水 饶 中 的 水 的 体积 为 18r 立方 英尺 时 , 水 位 的 变化 率 是 多 少 ? 

这 也 有 第 二 部 分 : 假设 , 水 钢 底 部 有 一 个 小 润 , 致使 水 锻 中 每 一 立方 英尺 的 水 
以 每 秒 一 立方 英尺 的 速率 流出 . 我 想 要 知道 和 以 前 一 样 的 事情 : 当 水 钢 中 的 水 的 体 
积 为 18r 立方 英尺 时 , 水 位 的 变化 率 是 多 少 (但 现在 水 缸 有 洞 )? 
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让 我 们 从 第 一 部 分 开始 . 图 8-2 是 形式 图 . 


O 
图 8&2 


我 们 在 图 中 标记 了 一 些 量 . 水 钠 的 高 为 玉 , 其 半径 为 R. 水 位 的 高 度 为 h, 水 位 顶 
部 水 平面 的 半径 为 x. 所 有 这 些 量 的 测量 单位 是 英尺 . 我 们 还 令 v 是 水 饶 中 水 的 体 
积 , 测量 单位 是 立方 英尺 ，( 你 可 以 令 V 是 整个 水 铅 的 体积 , 但 是 我 们 从 来 都 不 需 
要 这 个 量 , 因为 水 钢 决 不 会 灌 满 -一 它 太 大 了 ! ) 不 管 怎样 , 这 就 是 第 1 步 . 

对 于 第 2 步 , 我 们 必须 开始 关联 那些 量 中 的 某 些 量 了 . 我 们 已 知 水 钢 的 高 是 半 
径 的 二 倍 , 因此 我 们 有 = 2R. 尽管 如 此 , 我 们 对 关联 h 和 7 更 为 感 兴趣 . 在 图 中 
有 一 些 相似 三 角形 : 事实 上 , A45O 和 ACDO 相似 , 故 H/R=h/r. 由 于 有 H= 2R， 
我 们 有 2R/R = h/r, 这 就 是 说 h = 2r. 因此 , 水 就 像 是 整个 水 镀 的 微型 复制 . 不 管 
怎样 , 我 们 仍 需 要 求 出 用 h 和 7 表示 的 水 铅 中 水 的 体积 . 高 为 h 单位 、 半径 为 > 单 
位 的 圆锥 的 体积 由 公式 v= 3xr2h 立方 单位 给 出 . 在 这 里 , 删除 h 和 " 中 的 一 个 会 
很 好 , 由 于 我 们 对 水 位 h 比 半径 > 更 感 兴趣 (通过 读 题 会 知道 为 什么 ! ), 删除 > 会 
更 有 意义 . 使 用 方程 > = hh/2, 我 们 有 

1 1 /h\?, xh mh3 
v= 了 mr = 3 ($) hh= 本 则 w= I 
现在 , 对 于 第 3 步 , 我 们 对 上 式 关 于 t 求 导 . 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

dv Zz 2dh nph2 dh dv nh2 dh 
Er nr 
太 棱 了 ! 现在 来 看 第 4 步 , 将 我 们 所 知 的 一 切 代 入 以 上 两 个 方程 中 .我 们 知道 
dv/dt = 8r 并 且 对 当 vw = 18n 时 会 发 生 什么 感 兴趣 . 做 替换 , 我 们 得 到 
18n = ee 和 8x = en 
第 一 个 方程 告诉 我 们 3 = 18 x 12 = 216, 故 h = 6. 即 , 当 水 的 体积 达到 18r 立方 
英尺 时 , 水 位 是 6 英尺 . 将 其 代入 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 
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gx T x6, 

这 意味 着 dh/dt = 8/9. 即 , 在 我 们 关心 的 时 刻 ( 当 水 的 体积 达到 18n 立方 英尺 时 )， 
水 位 以 每 秒 8/9 英尺 的 速率 上 升 

第 二 部 分 几乎 是 一 样 的 . 事实 上 , 唯一 的 区 别 出 现 在 第 4 步 . 在 v 18r 中 我 
们 仍然 想 做 蔡 换 , 这 将 意味 着 再 次 我 们 有 h = 6. 另 一 方面 , 代入 dv/dt = sr 是 错 
误 的 , 因为 这 根本 没有 考虑 那个 洞 . 我 们 知道 每 秒 有 8r 立方 英尺 的 水 注入 谷中 , 但 
是 , 对 于 锥 中 每 一 立方 英尺 的 水 来 说 每 秒 有 一 立方 英尺 的 水 流出 来 . 由 于 在 负 中 
及 立方 英尺 的 水 (由 定义 可 知 !), 从 洞 中 流出 的 水 流量 的 速率 是 每 秒 , 立方 英尺 
因此 , 流入 量 的 速率 是 8x， 而 流出 量 的 速率 是 (它们 的 单位 都 是 每 秒 立方 英尺 ) 
这 意味 着 


现在 , 当 w = 18r 时 , 我 们 有 dv/dt = 8r 一 18x = -10r. 因此 , 我 们 需要 将 dv /dt = 
一 10x 和 hh=6 代入 先前 的 方程 
dv _ ndh 


dt 4 dt 

结果 是 dh/dt = -10/9, 这 意味 着 , 在 我 们 考虑 的 时 刻 ,， 钒 中 的 水 位 以 每 秒 10/9 英 
尺 的 速率 下 降 . 尽管 我 们 正在 向 水 钢 注 水 , 但 是 洞 会 让 更 多 的 水 流出 并 导致 水 位 的 
下 降 . 
8.2.4 ”一 个 非常 难 的 例子 

这 里 还 有 一 个 问题 . 既然 你 已 经 看 到 了 很 多 相关 变化 率 的 问题 , 你 就 应 该 尝试 
在 读 答案 之 前 自己 来 求解 . 

假设 , 一 架 飞 机 保持 在 2 000 英尺 的 高 度 以 远离 你 的 正 东 方向 飞行 .飞机 以 每 
秒 500 英尺 的 常数 速率 飞行 . 同时 , 之 前 有 一 个 跳伞 员 从 直 升 飞机 ( 它 已 经 飞 走 了 ) 
上 跳 下 来 . 跳伞 员 在 面向 你 的 东 面 1 000 英尺 径直 地 以 每 秒 10 英尺 的 常数 速率 向 
下 漂浮 . 形式 总 结 如 图 8-3. 

te 
有 


2 000 
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在 图 中 , 或 许 你 所 说 的 跳 企 员 和 飞机 (关于 你 ) 的 跨 方 位 角 被 标记 为 0. 问题 是 , 当 
飞机 和 跳伞 员 在 同一 高 度 , 但 飞机 在 你 的 东 面 8 000 英尺 时 , 角 9 的 变化 率 是 多 少 ? 

我 们 有 两 个 需要 关心 的 对 象 , 即 飞 机 和 跳伞 员 . 我 们 知道 , 飞机 的 飞行 高 度 总 
是 2 000 英尺 (相对 于 你 的 脑袋 ), 但 是 我 们 不 知道 飞机 在 东 面 有 多 远 一 一 距离 总 
是 在 变化 的 . 令 飞 机 在 你 的 东 面 p 英尺 . 至 于 跳伞 员 , 这 一 次 我 们 确切 地 知道 跳伞 
员 在 东 面 到 底 多 远 一 一 1000 英尺 . 问题 是 , 跳伞 员 的 高 度 是 多 少 呢 ? 令 其 高 度 为 h 
英尺 . 通过 画 几 条 辅助 线 , 我 们 可 以 将 图 改写 成 图 8-4. 


请 注意 , 量 1 000 和 2 000 绝 不 会 变化 , 但 是 量 p 和 h 会 变化 . 特别 是 ,飞机 向 右 飞 
行 , 因此 p 会 越 来 越 大 ; 跳伞 员 向 下 移动 , 因此 h 会 越 来 越 小 . 尽管 如 此 , 问题 让 我 
们 集中 在 p = 8 000 和 二 2 000 的 时 刻 (和 飞机 有 相同 的 高 度 ), 重要 的 是 , 我 们 允 
许 p 和 hh 这 样 变化 , 以 便 我 们 可 以 算出 变化 率 . 毕竟 , 如 果 p 和 h 保持 不 变 , 那么 ， 
飞机 和 跳伞 员 就 是 基 挂 在 空中 的 同一 个 地 方 , 当然 角 9 也 不 会 改变 . 那 几乎 是 不 现 
实 的 , 因此 我 们 需要 让 p 和 h 变化 , 在 那 种 情况 下 , 角 8 也 会 变化 , 并 且 我 们 可 以 
算出 它 变 化 得 有 多 快 . 这 就 完成 了 第 1 步 . 

我 们 说 角 0, 从 图 中 很 明显 , 它 就 是 跳 侈 员 和 地 面 的 夹 角 8 以 及 飞机 和 地 面 的 
夹 角 a 的 差 . (我 们 假设 你 没有 高 度 , 或 如 果 你 喜欢 , 你 是 躺 在 地 面 上 的 .) 因此 , 我 
们 知道 9 = 6 - ac. 事实 上 , 我 们 或 许 应 该 写 出 9 = |8 一 al, 以 防 跳伞 员 低 于 飞机 . 
在 我 们 感 兴趣 的 时 刻 附近 , 高 度 是 一 样 的 , 但 是 飞机 比 跳 伞 员 还 要 偏 东 , 因此 , 6 一 
定 大 于 a, 因此 我 们 不 需要 绝对 值 . 

现在 , 我 们 做 一 些 三 角 . 我 们 有 两 个 直角 三 角形 . 从 它们 中 的 一 个 (有 飞机 的 
那个 ), 我 们 得 到 tan (a) = 2 000/p. 从 另 一 个 中 , 我 们 有 tan (8) = h/1 000. 我 们 将 
这 些 方程 写 在 一 起 : 


tan(a) = 


h 


2 000 
p 1 000 


及 tan(8) = 
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第 2 步 终于 结束 了 , 我 们 可 以 继续 第 3 步 了 , 对 这 两 个 关系 关于 时 间作 隐 和 函数 求 导 . 
由 第 一 个 开始 , 令 = tan (a) 及 v=tan(6), 这 样 我 们 的 方程 就 变 为 u = v. 这 意 
味 着 , du/dt = dv/dt. 我 们 使 用 链 式 求 导 法 则 来 求 这 些 量 . 首先 是 duy/dt: 
ddudo sec?(a) do. 
dt da dt dt 
现在 是 dv/dt: 


HE PE dd 
由 于 dw/dt = dv/dt, 我 们 有 


dv dvdp 2000dp 


2 000 dp 

D2 dt 
这 就 是 那 两 个 三 角 方程 的 第 一 个 . 对 于 第 二 个 涉及 tan (8) 的 方程 , 我 们 需要 重复 
练习 . 左 侧 和 我 们 处 理 tan (a) 时 是 一 样 的 , 但 是 右 侧 更 简单 些 . 确保 你 认同 我 们 得 
到 


da 
2 一 
sec“(a) 本 


。， dp 1 dh 
Sec (BF) = To00 a 

请 记 住 , 我 们 也 知道 9 = 6 - a 因此 , 我 们 也 可 以 对 其 关于 时 间 + 上 求 导 , 并 得 到 
d6/dt = dB/dt -da/dt. 由 于 有 太 多 的 方程 , 我 们 将 所 有 的 六 个 写 在 一 起 : 


tan(a) = 2.000 Sec2 (a) 一 _2000 2 凶 
hh dg 1 dh 
tan(8) = T0060 sec (A) Tr = T0006 
dg dB da 

8=P -a Fri 


现在 , 我 们 最 好 做 一 些 替 换 , 之 后 就 不 会 如 此 杂乱 了 . 我 们 知道 什么 昵 ?飞机 的 速 
率 是 每 秒 500 英尺 , 这 意味 着 , dp/dt = 500. 跳伞 员 的 速率 是 每 秒 10 英尺 , 但 其 高 
度 是 递减 的 , 故 dh/dt = 一 10. 如 果 你 忘记 了 这 个 负 号 , 你 会 得 到 错误 的 答案 ! 因此 
要 当心 . 例如 , 如 果 飞 机 是 朝向 你 飞行 的 , 那么 p 将 是 递减 的 , 故 dp/dt 将 是 负 的 . 
不 管 怎样 , 我 们 对 当 飞 机 在 8 000 英尺 以 外 , 故 p = 8 000, 以 及 当 跳 企 员 在 高 度 为 
2 000 英尺 , 故 设 h = 2 000 时 会 发 生 的 情况 感 兴趣 . 前 四 个 方程 变 得 更 简单 了 : 


2000 1 ,da 2000 1 

tan(0) = 5000 000 4 Sec (W000 Do03 x 500 = GZ 
2000 wandB 1 1 

tan(B)= T7000 一 2 sec (BP) = T0060 * (10) = ~ 100° 


只 有 知道 sec? (a) 是 何 值 时 , 我 们 才 可 以 由 右上 角 的 方程 求 出 da/dt. 但 是 等 一 下 
我 们 确实 知道 tan (a) = 1/4, 因此 我 们 当然 可 以 求 出 sec? (a). 要 记得 我 们 的 
三 角 恒 等 式 ( 见 2.4 节 ), 我 们 得 到 
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2 
sec2(a) = 1+tan?(a)=1+ (3) = 1 


4/ 16 
因此 , 右上 角 的 方程 变 为 


17 da 1 
16Qdt 64’ 
结果 为 
dao 1 
dt 68 


这 太 棒 了 ! 现在 我 们 需要 对 6 做 相同 的 操作 , 然后 我 们 就 会 完成 求解 ， 这 里 , 我们 
知道 tan (86) = 2, 故 


sec2(B) 二 二 tan2(8) =1+22=5. 
我 们 将 其 代入 上 述 右上 和 角 的 方程 中 , 得 到 


dg 1 
dt ~ 100 
这 意味 着 
dg 1 
dt 500 


因此 我 们 知道 da/dt 和 dB/qt 的 值 ; 从 上 述 原始 6 个 方程 中 的 最 后 一 个 中 可 知 ， 
dg dg da 1 1\_ -17+125 27 
重 - 轩 -和 莹 -(- 击 )-(- 高 )- 8 500 2 125 
因此 , 角 9 是 以 每 秒 27/2 125 绝 度 的 速率 递增 的 (在 我 们 考虑 的 时 刻 ), 我 们 终于 完 
成 了 求解 . 
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这 是 关于 指数 函数 和 对 数 函 数 的 重要 且 悠 久 的 一 章 . 在 我 们 回顾 完 这些 函 数 的 
性 质 之 后 , 我 们 需要 对 它们 做 一 些微 积分 的 运算 . 事实 表明 , 有 一 个 特殊 的 底数 , 就 
是 数 。 它 会 产生 特别 好 的 结果 . 特别 是 , 对 e* 和 log。 (x) 做 微 积 分 的 运算 要 比 处 
理 像 2* 和 logs (z) 这 样 的 量 更 简单 些 . 因此 , 我 们 需要 花 一 些 时 间 来 看 看 。 我 们 
也 想 看 看 其 他 的 情况 : 总 之 , 本 章 计 划 就 是 检验 下 列 话题 : 

。 指数 函数 和 对 数 函 数 的 基本 知识 的 回顾 , 以 及 它们 是 如 何 关联 在 一 起 的 ; 

。e 的 定义 和 性 质 ; 

。 如 何 对 指数 函数 和 对 数 函 数 求 导 ; 

se 如何 求解 涉及 指数 函数 和 对 数 函 数 的 极限 问题 

。 指数 增长 和 衰退 ; 

。 双 曲 函数 . 


9.1 基础 知识 


在 你 开始 对 指数 函数 和 对 数 函数 做 微 积 分 的 运算 之 前 , 你 真 的 需要 理解 它们 的 
性 质 . 基本 上 来 说 , 除了 对 数 函 数 真正 的 定义 之 外 , 你 需要 知道 三 点 : 指数 法 则 、 对 
数 和 指数 的 关系 及 对 数 法 则 . 


9.1.1 “指数 函数 的 回顾 


大 致 思想 是 , 我 们 取 一 个 正 数 , 称 之 为 底数 , 并 将 它 提升 至 一 个 被 称 为 指数 的 
暴 : 


底数 指数 . 


例如 , 数 2-5/2 是 一 个 以 2 为 底 且 指数 为 -5/2 的 指数 . 重要 的 是 , 你 要 知道 所 谓 
的 指数 法 则 , 它 会 有 效 地 告诉 你 如 何 对 指数 进行 运算 . 很 可 能 你 之 前 已 经 看 到 过 这 
些 了 , 但 在 这 里 它们 会 再 一 次 提醒 你 . 对 于 任意 的 底数 b > 0 和 实数 zx 与 y: 

(1) 任意 非 零 数 的 零 次 寒 是 1. 

(2) 一 个 数 的 一 次 宕 正好 是 该 数 本 身 . 

(3) 当 你 将 两 个 带 有 相同 底数 的 指数 相 乘 时 , 就 是 将 指数 相 加 . 
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(4) 当 你 将 两 个 带 有 相同 底数 的 指数 相 除 时 , 就 是 将 分 子 的 指数 


减 去 分 母 的 指数 . 


(5) 当 你 取 指数 的 指数 时 , 就 是 将 指数 相 乘 
你 也 应 该 知道 指数 函数 的 图 像 是 什么 样子 的 . 我 们 已 经 在 1.6 节 看 过 一 些 了 , 但 不 
管 怎样 , 我 们 将 很 快 地 再 次 讨论 这 些 图 像 . 


9.1.2 ”对 数 函 数 的 回顾 


对 数 一 一 给 很 多 学 生 的 心灵 带 来 恕 惧 的 一 个 词 , 看 仔细 , 我 们 要 来 看 看 如 何 
处 理 这 些 怪兽 了 . 假设 , 你 想 要 从 以 下 方程 中 求解 z: 
27 一 了 7. 
你 可 以 将 > 从 指数 的 位 置 移 下 来 的 方法 是 在 方程 两 边 取 对 数 . 由 于 左边 的 底数 是 
2, 对 数 的 底 就 是 2. 事实 上 , 根据 定义 , 上 述 方 程 的 解 是 
2 一 log2z(7)， 
换 句 话说 , 你 必须 将 2 提升 几 次 突 才 能 得 到 7 昵 ? 答案 是 log, (7). 这 个 特别 的 数 不 
能 被 简化 , 但 log, (8) 会 怎样 呢 ? 问 问 自己 , 你 必须 将 2 提升 几 次 徊 才能 得 到 8 昵 ? 
由 于 23 = 8, 我 们 需要 的 容 次 就 是 3. 因此 , log, (8) = 3. 
让 我 们 回 到 方程 2? = 7. 我 们 知道 这 意味 着 z = logs (7)， 如 果 我 们 现在 将 x 
的 值 插入 到 原始 方程 中 , 我 们 得 到 下 面 这 个 看 起 来 很 奇怪 的 公式 
9log2(7) 一 了. 
更 一 般 地 , loge (y) 是 为 了 得 到 y 你 必须 将 底数 5 提升 的 次 宕 . 这 意味 着 , 对 于 给 
定 的 和 yy > = logs (y) 是 方程 b? =y 的 解 . 将 z 的 值 代 入 , 我 们 得 到 公式 


它 对 于 任意 的 y > 0 和 5 > 0( 除 5 = 1) 都 成 立 . 嗨 , 为 什么 我 要 坚持 让 和 y 都 是 
正 的 呢 ? 首先 , 如 果 p 是 负 的, 那么 很 多 怪诞 的 事情 就 会 发 生 . 量 关 可 能 就 没有 定 
义 了 . 例如 , 如 果 5 = -1 且 z = 1/2, 那么 如 就 是 (-1)12, 它 是 V-I (真是 的 !). 
因此 , 我 们 要 避免 所 有 这 些 , 就 得 要 求 b > 0. 这 样 , 取 任 意 次 宕 的 姑 就 没有 问题 
了 . 另 一 方面 , ? 总 是 正 的 ! 因此 , 如 果 y = b7, 那么 一 定 有 y > 0. 这 意味 着 , 取 一 
个 负数 或 0 的 对 数 是 毫 无 意义 的 . 毕竟 , 如 果 logs (y) 是 为 了 得 到 y 你 必须 将 底数 
b 提升 的 次 寡 , 那 你 就 不 可 能 将 b 提升 到 一 个 次 寡 而 得 到 一 个 负数 或 0, 那么 y 就 
不 可 能 是 负数 或 0. 你 只 能 取 一 个 正 数 的 对 数 . 

你 或 许 也 注意 到 , 我 提 及 了 b= 1 不 好 . 如 果 你 将 5 = 1 代入 上 述 公 式 bY) = 
2 你 会 得 到 llog:(y) = % 问题 是 , 我 提升 到 任意 次 窜 结 果 仍 然 是 1, 但 是 y 可 能 不 
是 1, 因此 这 个 方程 毫 无 意义 , 即 根本 就 不 存在 底数 为 1 的 对 数 . 那么 底数 为 1/2 
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又 如 何 呢 ? 这 没什么 , 但 是 很 少 情况 需要 一 个 底数 为 1/2 的 对 数 , 因为 事实 表明 ， 
对 于 任意 的 y, logiyz (y) = 一 logs (y).，( 通 过 设 y = (1/2)” 并 且 注 意 到 y 也 等 于 
2-”, 你 可 以 证 明 该 式 .) 同 理 , 对 于 任意 的 介 于 0 和 1 之 间 的 底数 b, 对 于 所 有 的 y， 
logs (y) = 一 logyys (人 且 1 大 于 1. 因此 , 从 现在 开始 , 我 们 将 一 直 假 设 底数 b 大 
于 1. 


9.1.3 ”对 数 函 数 、 指 数 函 数 及 反 函 数 


使 用 反 函 数 , 我 们 可 以 对 上 述 看 到 的 一 切 进行 更 精密 的 描述 .固定 一 个 底数 
b> 1 并 且 设 f(z) = tr?. 函数 了 的 定义 域 是 妇 且 值 域 为 (0, co). 由 于 它 通过 了 水 
平 线 检验 , 因此 它 有 反 函 数 , 我 们 称 之 为 9. g 的 定义 域 是 f 的 值 域 , 即 (0, co), 而 
9 的 值 域 就 是 f 的 定义 域 , 即 及. 我 们 说 , 9 是 底数 为 5 的 对 数 ; 事实 上 , 根据 定义 
g (x) = logs (z). 记得 反 函 数 的 图 像 就 是 原始 函数 关于 镜面 直线 y = zx 的 映像 , 我 们 
可 以 在 同一 坐标 系 下 画 出 f (x) = 姑 及 其 反 函 数 g(z) = logy (z) 的 图 像 , 如 图 9-1. 


y=f(®) =F 


y= 9(7 =logs(?) 


9-1 


由 于 了 和 9 互 为 反 函 数 , 我 们 知道 f (g(x)) = zx 及 g (f(x)) = zx. (第 一 个 事实 仅 在 
2 > 0 时 成 立 , 正如 我 们 将 要 看 到 的 . ) 我 们 来 对 这 两 个 事实 一 个 一 个 地 进行 解释 . 

(1) 我 们 先 从 f(g (x)) = z 开始 . 由 于 9 是 对 数 函数 , 因此 z 最 好 是 正 的 (请 记 
住 , 你 只 能 取 一 个 正 数 的 对 数 .) 现在 , 我 们 来 仔细 看 看 量 f(g (xz)). 你 以 一 个 正 数 
z 开始 , 将 它 代 入 g 中 , 9 是 底数 为 b 的 对 数 . 然后 , 你 再 对 结果 进行 指数 运算 , 即 ， 
你 将 5 提升 到 9 (z) 次 医 . 你 会 以 原始 的 数 结束 本 次 运算 ! 事实 上 , 由 于 f(z) = 如 
且 g(x) = logs (z), 公式 f(g(z)) = z 就 是 说 

Diogo{z) 一 71, 

这 就 是 上 一 节 中 的 其 中 一 个 公式 (用 z 替换 了 y). 只 要 底数 相同 , 对 数 的 指数 就 是 
原始 的 数 ! 

(2) 另 一 个 事实 是 g(f (z)) = z 对 于 所 有 的 z 都 成 立 . 现在 我 们 取 一 个 数 >， 
将 5 提升 至 数 zx 次 暴 , 然后 取 底 数 为 p 的 对 数 . 我 们 再 一 次 得 到 原始 的 数 zx. 这 
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就 好 像 是 , 我 们 取 一 个 正 数 , 先 平 方 然后 再 取 平 方 根 
f(z) = WW 且 g(z) =logs (7), 方程 g(f (zx)) =z 变 为 


logs(b”) = 了 (对 于 任意 的 实数 xz 及 5 > 1). 
例如 , 当 我 们 在 上 一 节 中 看 方程 2* = 7 时 , 你 可 以 对 方程 两 边 取 logs, 并 得 到 
log2(2”) 一 logz(7). 


等 号 左边 正好 就 是 x, 因为 指数 的 对 数 就 是 原始 的 数 (只 要 底数 相同 !). 我 们 再 来 快 
速 地 看 一 个 例子 , 求 : 


你 会 得 到 原始 的 数 . 由 于 


37 -1 = 19, 
我 们 仅仅 是 对 方程 两 边 取 logs, 得 到 : 
loga(3” ~!) = loga(19). 

左边 恰好 就 是 z2 一 1, 因此 我 们 有 x? 一 1 = logs (19). 这 意味 着 z = 土 Viogsa (19) 十 1. 
9.1.4 ”对 数 法 则 

上 述 9.1.1 节 中 的 所 有 的 指数 法 则 都 有 对 数 形式 , 它们 (足够 奇怪 的 ) 被 称 为 对 
数 法 则 . 事实 上 还 有 一 个 附加 的 对 数 法 则 一 一 对 数 法 则 一 一 它 没有 相应 的 指数 法 
则 ( 见 下 面 的 #6)? 因此 , 下 面 是 对 于 任意 的 底数 b > 1 和 正 的 实数 x 与 y 的 有 效 
法 则 : 

0 

0 

(3) | logs(zy) = logs(z) 十 logs(y). | 乘积 的 对 数 是 对 数 的 和 |. 

(4) | logs(z/y) = logs(z) 一 logs(y). | 商 的 对 数 是 对 数 的 差 . 

(5) |logs (xY) = ylogs(z). | 对 数 将 指数 移 至 对 数 之 前 . 在 该 方程 中 , y 可 以 是 任 
意 的 实数 ( 正 的 、 负 的 或 零 ). 

(6) 换 底 法 则 : 对 于 任意 的 底数 5 > 1 和 c>1 及 任意 的 数 x > 0， 
logc (x) 
log.(b) 
这 意味 着 , 所 有 的 带 有 不 同 底数 的 对 数 函 数 其 实 是 互 为 常数 倍 的 . 事实 上 , 上 述 方 
程 说 明 


logs (7) = 


log, (x) 一 K log.(7), 


@ 事实 上 , 对 于 指数 也 有 一 个 换 底 法 则 : 对 于 5> 0、c>1 及 xz>0, 有 br” = cr1ogc(8). 因为 涉及 
对 数 , 所 以 , 一 般 情况 下 , 它 都 不 包含 在 指数 法 则 列表 中 . 
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其 中 K 是 常数 ( 它 碰巧 等 于 1/ log。 (5)). 当 我 说 “常数 ”时 , 我 的 意思 是 , 它 不 依赖 
于 z. 我 们 可 以 推出 结论 , y = log, (z) 和 y = log。 (zx) 的 图 像 非常 相似 , 你 只 要 将 第 
二 个 函数 的 图 像 垂 直 拉 伸 K 倍 就 能 得 到 第 一 个 函数 的 图 像 . 

现在 , 我 们 来 看 看 为 什么 这 些 法 则 成 立 ， 如 果 你 想 , 你 可 以 跳 到 下 一 节 , 但 是 
请 相信 我 , 如 果 你 继续 阅读 , 你 会 对 对 数 函数 有 一 个 更 好 的 理解 . 不 管 怎样 ,上述 
的 ##1 相当 简单 : 因为 对 于 任意 的 底数 b> 1, b° = 1, 所 以 我 们 有 logs (1) = 0. 同 理 
得 #2: 由 于 对 于 任意 的 底数 b> 1, bl = 6b, 所 以 我 们 可 以 写 出 logs (b) = 1. 

第 三 个 法 则 有 点 难度 . 我 们 必须 证 明 log; (zy) = logs (7) 十 logs (y), 其 中 x 和 
是 正 的 且 b > 1. 我 们 由 重要 的 事实 开始 , 以 上 我 们 已 经 注意 到 很 多 次 了 (用 4 蔡 
换 之 前 的 变量 ): 对 于 任意 的 4 > 0， 

boge(4) = A 

如 果 我 们 使 用 三 次 , 就 是 用 z、y 及 zy 分 别 替 换 4, 我 们 得 到 


Diogs(z) 一 Z， Dioge() =y, 及 bioge(zy) = zy. 
现在 , 你 可 以 将 第 一 个 和 第 二 个 方程 相 乘 , 然后 和 第 三 个 方程 相 比 较 , 会 得 到 


Doge(z)biogs(y) 一 zy = Dogs(ry) . 


这 又 怎么 样 呢 ? 好 吧 , 在 左边 使 用 指数 法 则 的 #3; 由 于 我 们 必须 把 指数 相 加 , 故 方 
程 变 为 


Dogo(z)+logs(y) 一 Miogs(7y) 


现在 , 在 方程 两 边 取 以 5 为 底 的 对 数 来 消除 底数 5; 这 样 , 我 们 就 得 到 了 对 数 法 则 
logs (z) + logs (9) = logs (zy). 这 并 不 太 粳 ! 
至 于 上 述 的 法 则 #4, 我 将 它 留 给 你 来 证 明 , 证 明 过 程 几乎 和 我 们 刚刚 证 明 的 #3 

是 一 样 的 ， 因 此 , 我 们 去 看 看 #5 吧 . 我 们 想 要 证 明 logs (zy) = ylogs (z), 其 中 
z >0、5>1 且 y 是 任意 实数 . 为 了 求证 , 我 们 由 上 述 的 重要 事实 开始 , 但 用 xs 替 
换 4, 得 到 

Diogu(z”) 一 19. 
这 给 了 我 们 一 个 怪诞 的 方式 来 表达 zy. 我 们 也 可 以 用 x 替换 4, 得 到 

Diogs(z) 一 Z， 

然后 将 两 边 提升 至 次 究 y: 

(blogs(z))3 一 xY. 
等 号 左边 正 是 指数 法 则 #5 中 的 名 loge() ( 见 9.1.1 节 ) 因此 , 对 于 wy, 我 们 有 两 种 
不 同 的 表达 , 它们 必须 相等 ; 

bogs(z") 一 pylogs(7). 


再 次 对 方程 两 边 取 底 数 为 5 的 对 数 , 上 式 简 化 为 我 们 的 对 数 法 则 
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loge(xY) = y loge (2). 
最 后 , 我 们 只 需要 证 明 换 底 法 则 了 . 事实 上 , 我 们 就 是 要 证 明 
logs(z)loge(b) = log.(7). 

你 看 , 如 果 它 是 成 立 的 , 那么 , 我 们 在 等 号 两 边 同 除 以 log。 (5), 会 得 到 上 述 #6 描述 
的 法 则 . 不 管 怎样 , 我 们 取 上 述 方程 , 并 将 左右 两 边 分 别提 升 至 次 守 c, 相应 地 得 到 
clogb(z)logctb) 及 clogc(®), 
右边 很 简单 :根据 我 们 的 重要 事实 , 它 就 是 z， 但 左边 昵 ? 我 们 再 次 使 用 指数 法 

则 才 5, 可 以 很 有 技巧 地 写 出 
cloge(z) logc(b) 一 clogelb) Xlogs(z) ~ (cloge(b) )logs (?). 
由 我 们 的 重要 事实 (两 次 了 ) 可 知 , ao8e03) = 及 Dogs(z) = zx, 我 们 推导 出 结论 
clogb(z) loge(b) — (Cloge(b) )logs (2) 一 Diogb(z) 一 并 

因此 , 上 述 这 两 个 量 

clogbitz)ioge(b) 及 cloge(z) 
正好 简化 为 z! 它们 必须 相等 , 那么 如 果 我 们 消除 底数 c( 使 用 以 c 为 底 的 对 数 ), 我 
们 就 能 得 到 想 要 的 方程 

logs (2) loge(b) = loge(z)， 
如 果 你 尽心 尽力 地 全 面 理解 了 所 有 的 这 些 证 明 , 你 当然 做 得 很 棒 . 
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到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 做 过 涉及 指数 函数 或 对 数 函 数 的 任何 微 积 分 的 运算 . 
让 我 们 开始 做 些 吧 . 我 们 会 先 从 极限 开始 , 然后 进入 导数 . 在 这 一 过 程 中 , 我 们 需 
要 引入 一 个 新 的 常数 e, 和 r 一 样 , 它 也 是 一 个 特别 的 数 . 当 你 开始 对 数学 进行 足 
够 深 的 探索 时 , 它 就 会 出 现 . 研究 e 的 起 源 的 一 种 方法 涉及 一 些 金融 课程 . 


9.2.1 一 个 有 关 复 利 的 例子 


很 久 以 前 , 一 个 名 叫 伯 努 利 (Bernoulli) 的 家 伙 回 答 了 一 个 有 关 复 利 的 问题 . 下 
面 就 是 该 问题 . 我 们 假设 , 你 在 一 家 银行 有 一 个 银行 账户 , 该 银行 付 给 你 一 个 慷慨 
的 年 利率 12%, 是 一 年 一 次 的 复 利 的 形式 . 你 将 一 笔 初始 存款 存 入 账户 . 每 一 年 你 
的 财富 增加 12%. 这 意味 着 , n 年 后 , 你 的 财富 会 增加 到 原来 的 (1 + 0.12)” 倍 . 特 
别 地 , 一 年 后 , 你 的 财富 就 是 (1 + 0.12) 乘 以 原始 存款 . 如 果 你 最 开始 存 入 了 $100， 
年 底 你 会 得 到 $112. 

现在 , 假设 你 发 现 另 一 家 银行 , 它 也 提供 12% 的 年 利率 , 但 现在 它 是 一 年 两 次 
的 复 利 的 形式 . 当然 , 对 于 半年 , 你 不 会 得 到 12%; 你 必须 用 它 除 以 2. 基本 上 , 这 
意味 着 , 每 6 个 月 你 会 得 到 6% 的 利息 . 因此 , 如 果 你 将 钱 存 入 这 个 银行 账户 , 那么 ， 
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一 年 后 , 它 会 以 6% 的 利息 复 利 两 次 ; 结果 就 是 你 的 财富 会 增加 (1 + 0.06)”, 其 结果 
是 1.123 6. 因此 , 如 果 你 最 开始 存 入 了 $ 100, 年 底 你 会 得 到 $112.36. 

第 二 个 账户 的 收益 比 第 一 个 略 好 一 些 . 如 果 你 思考 的 话 , 这 句 话 是 有 意义 的 
一 一 复 利 是 有 益 的 , 因此 , 在 相同 的 年 利率 下 , 复 利 越 频繁 结果 会 越 好 . 我 们 来 试 着 
计算 一 下 年 利率 为 12% 的 每 年 3 次 的 复 利 . 我 们 取 12%, 并 将 它 除 以 3 会 得 到 4%， 
然后 , 复 利 三 次 , 我 们 的 财富 将 会 增加 到 原来 的 (1 + 0.04)? 倍 , 其 结果 是 1.124 864. 
这 还 是 高 了 些 . 那 要 是 每 年 4 次 呢 ? 那 将 是 (1 + 0.03)* 倍 , 结果 近似 为 1.125 5, 这 
就 更 高 了 . 现在 的 问题 是 , 它 何 时 停 下 来 ? 如 果 你 以 相同 的 年 利率 计算 越 来 越 频繁 
的 复 利 , 一 年 后 你 会 得 到 大 把 大 把 的 现金 吗 ? 或 者 这 一 切 是 有 限制 的 吗 ? 


9.2.2 ”我 们 的 问题 的 答案 


为 了 回答 我 们 的 问题 , 让 我 们 来 求助 于 一 些 符号 . 首先 , 我 们 假设 , 我 们 以 年 利 
率 12% 做 每 年 n 次 的 复 利 . 这 意味 着 , 我 们 每 一 次 做 复 利 , 复 利 的 利率 是 0.12/n. 
在 一 年 中 发 生 了 n 次 后 , 我 们 的 原始 财富 会 增长 的 倍数 为 


(+) 
我 们 想 要 知道 , 如 果 我 们 的 复 利 越 来 越 频繁 时 会 怎样 . 事实 上 , 我 们 允许 ” 变 得 越 
来 越 大 . 即 , 我 们 想 知道 , 当 ”一 co 时 的 极限 会 怎样 : 


这 到 底 是 什么 呢 ? 
如 果 知 道 当 利率 不 是 12% 时 会 发 生 什 么 情况 , 这 也 很 好 . 因此 , 我 们 用 代替 
0.12, 并 关心 更 一 般 的 极限 
L= lim, ( 十 7) 


如 果 该 极限 (我 称 之 为 二) 的 结果 是 无 限 的 , 那么 通过 越 来 越 频繁 的 复 利 , 你 在 一 年 
中 可 以 得 到 越 来 越 多 的 钱 . 另 一 方面 , 如 果 它 的 结果 是 有 限 的 , 我 们 必须 得 出 结论 ， 
在 一 个 年 利率 > 的 情况 下 , 不 管 我 们 的 复 利多 么 频繁 , 我 们 的 财富 的 增长 幅度 都 是 
有 限制 的 . 这 将 是 一 种 “速率 极限 , ”或 更 精确 地 说 , 一 种 “财富 -增长 极限 . ”给 定 
一 个 固定 的 年 利率 r, 以 及 一 年 的 游戏 时 间 , 不 管 复 利 有 多 么 频繁 , 你 都 不 可 能 让 你 
财富 的 增长 超过 上 述 极限 的 值 (假设 它 是 有 限 的 ). 

出 现在 极限 中 的 量 (1 + r/n)” 是 复 利 公 式 的 特例 . 一 般 地 , 假设 你 以 现金 $4 
开始 , 并 且 你 将 它 存 入 一 个 银行 账户 , 年 利率 为 ” 复 利 是 每 年 n 次 的 形式 . 那么 ， 
在 上 年 中 , 复 利 将 以 比率 rf/n 的 形式 出 现 nt 次 . 因此 , t 年 后 , 你 的 财富 由 以 下 公 
式 给 出 : 
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t 年 后 的 财富 , 每 一 年 复 利 n 次 , 年 利率 "= A (1+ 二】 


因此 , 我 们 就 从 $1 开始 ( 故 4 = 1), 并 来 看 看 一 年 ( 故 上 = 1) 后 会 发 生 什 么 , 然后 
看 看 如 果 我 们 在 一 年 中 复 利 得 越 来 越 频繁 时 极限 会 怎样 . 
现在 , 我 们 来 计算 极限 : 
， ry 
L= nm, ( 十 5) 。 


首先 , 我 们 设 h = r/m, 这 样 n = r/h. 那么 , 当 n 一 oo 时 , 我 们 看 到 h 一 0+( 由 于 
r 是 常数 ), 故 


L= lim (1+h)"/. 
现在 我 们 可 以 使 用 指数 法 则 来 写 出 
L= slim, (1 + h) MhYy., 
我 们 来 变 个 魔术 , 设 
e = sim, (1 十 h)1/n. 
解 题 宅 门 在 哪里 昵 ? 好 吧 , 极限 或 许 不 存在 . 事实 表明 , 它 存在 . 如 果 你 想 要 知道 原 


因 的 话 , 请 参见 附录 A 的 A.5 节 . 不 管 怎样 , 我 们 有 一 个 特殊 的 数 e 我 们 马上 就 
会 去 看 看 有 关 它 的 更 多 的 细节 . 尽管 如 此 , 我 们 先 回 到 极限 中 , 现在 我 们 有 


一 1; 1/hyr 一 ar 
L im (1+ hy) =e". 


这 就 是 我 们 要 找 的 答案 ! 我 们 将 以 上 所 有 的 步骤 综合 在 一 起 会 看 到 它 是 如 何 运算 
的 . 因为 h =r/n, 我 们 有 


nn 
L= lim Qi+ 5) = lim (1+h)"/i= lim (1+h)M/r)r 一 er， 
全 一 OO 也 hs0+ h—0+ 


这 意味 着 , 如 果 你 在 一 个 年 利率 + 上 复 利 得 越 来 越 频 繁 时 , 你 的 财富 会 增长 到 一 个 
非常 接近 于 er 的 量 , 但 绝 不 会 超过 它 . 量 er 就 是 我 们 要 找 的 “财富 - 增长 极限 ”. 
得 到 这 个 增长 率 的 唯一 途径 就 是 你 是 否 连续 地 复 利 , 即 , 一 直 复 利 ! 

因此 , 假设 你 由 $4 的 现金 开始 , 并 将 它 存 入 一 个 银行 账户 , 它 是 在 一 个 年 利率 
r 上 连续 地 复 利 . 一 年 后 , 你 会 有 $4er. 两 年 后 , 你 会 有 $4er x er = Ae*”. 我 们 很 
容易 一 直 重 复 这 个 过 程 , 并 看 到 上 年 后 , 你 会 有 8Ae". 事实 上 , 由 于 指数 法 则 , 对 
于 分 数 年 也 成 立 , 因此 , 由 $4 开始 , 我 们 有 


t 年 后 的 财富 , 在 年 利率 + 上 连续 地 复 利 = Aert. 
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我 们 比较 该 公式 和 r = 4 人 + 站 量 A(1+7/n)” 和 hert 看 起 来 很 不 同 , 但 是 
对 于 很 大 的 它们 几乎 是 一 样 的 
9.2.3 ”关于 e 和 对 数 函 数 的 更 多 内 容 

让 我 们 来 更 好 地 看 一 下 数 。 吧 . 记得 


n 
lim (+ 一 e7， 
用 一 oo Nn 


我 们 可 以 用 1 替换 x, 得 到 
im ( 十 i) 一 e. 


当然 ,r+ = 1 对 应 于 一 个 100% 的 年 利率 . 我 们 列 一 个 (1 十 1/n)” 的 值 的 表 , 对 于 不 
同 的 ” 值 , 结果 保留 三 位 小 数 : 


n 1 2 3 4 5 10 100 1 000 10 000 100 000 


1 n 
4 十 i) 2 2.25 2.353 2.441 2.488 2.594 2.705 2.717 2.718 2.718 
nn 


在 这 个 巨大 的 利率 下 , 即使 一 年 复 利 一 次 也 可 以 使 你 的 钱 翻 倍 ( 那 就 是 在 第 二 列 的 
下 面 一 行 的 “2”). 此 外 , 这 看 起 来 好 像 是 我 们 不 可 能 比 2.718 做 得 更 好 , 即使 我 们 
每 一 年 复 利 很 多 很 多 次 . 我 们 的 数 。 就 是 上 表 中 的 第 二 行 数 在 n 一 oo 时 的 极限 ， 
结果 是 一 个 无 理 数 , 其 小 数 展 开 式 如 下 : 


e 一 2.718 28] 828 459 045 23.:- 


它 看 起 来 像 在 开始 附近 有 一 种 样式 , 带 有 重复 的 串 “1828”, 但 这 只 是 个 巧合 . 实际 
上 , 知道 比 2.7 大 一 点 就 已 经 足够 了 . 

现在 , 如 果 xz = er, 那么 7 = log。(z). 事实 表明 , 取 以 e 为 底 的 对 数 是 如 此 常 
见 的 事情 , 以 至 于 我 们 甚至 可 以 将 它 用 另 一 种 方式 写 出 : ln (x) 代替 log。 (x). 表达 
式 “ln (z)” 不 读 作 “linz” 或 任意 和 它 相像 的 读音 , 如 “log x”, 或 可 能 是 “ellen zx”， 
亦 或 你 感觉 特别 奇怪 的 读 法 一 一 “z 的 自然 对 数 ”. 事实 上 , 大 多 数学 家 们 写 不 带 底 
数 的 log (z) 来 表示 和 log。(z) 及 ln (z) 相同 的 意思 . 底数 为 e 的 对 数 称 为 自然 对 
数 . 在 下 一 节 , 当 对 log, (z) 关于 z 求 导 时 , 我 们 会 看 到 为 什么 它 是 这 么 自然 的 一 
个 原因 . 

因为 我 们 有 了 一 个 新 的 底数 6, 以 及 以 。 为 底 时 的 一 个 新 的 对 数 写 法 , 让 我 们 再 
来 看 看 至 今 已 经 看 到 的 对 数 法 则 和 公式 吧 . 看 看 你 是 否 相 信 , 对 于 z > 0 和?y> 0， 
下 列 公式 都 成 立 : 


[ED [med 
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In(xy) = ln(x)+1ln(y)| | (2) =ln(z)— ln(y)| |m(zy) = yln(z) 


(事实 上 , 在 第 二 个 公式 中 , z 甚至 可 以 是 负数 或 0, 在 最 后 一 个 公式 中 , y 可 以 是 负 
数 或 0.) 不 管 怎样 , 知道 在 这 种 形式 下 的 这 些 公式 真 的 是 很 值得 的 , 因为 从 现在 起 ， 
我 们 几乎 总 是 要 和 自然 对 数 打交道 . 

在 我 们 继续 讨论 对 数 函数 和 指数 函数 求 导 之 前 , 再 来 看 一 点 . 假设 , 你 取 重 要 
极限 


这 一 次 , 替换 户 = 1/n. 正如 我 们 在 上 一 节 注 意 到 的 , 当 n 一 co 时 , 我 们 有 h 一 0+. 
因此 , 我 们 用 1/h 替换 n, 得 到 


im, (1 十 jj 一 er. 
这 是 一 个 右 极限 . 事实 上 , 你 可 以 用 h 一 0 替换 六 一 0+, 对 于 双 侧 极限 仍然 成 立 . 
我 们 所 需 的 就 是 证 明 , 左 极限 是 e", 然后 , 左 极限 等 于 右 极限 , 故 双 侧 极限 也 等 于 
er 因此 , 我 们 考虑 

lim (1 +rh)l/r 一 ? 

站 一 0 一 


用 一 蔡 换 h; 那么 , 当 h 一 0- 时 ,上 一 0+. ( 当 记 是 一 个 很 小 的 负数 时 , t= 一 h 就 
是 一 个 很 小 的 正 数 .) 故 
,im (1 二 7h)l/r 一 im (1 — rt)-1t. 
由 于 对 于 任意 的 4 关 0, 4-1 = 1/4, 我 们 可 以 重新 将 极限 写成 
. 1 
ed CFT 
分 母 就 是 带 有 利率 -r 而 不 是 > 的 经 典 极限 . 这 意味 着 , 当 t 一 0+ 时 , 在 极限 中 ， 
分 母 趋 于 e-". 因此 , 综合 起 来 我 们 有 


1 1 
lir 1 1/h 二 ina 一 —1/t 一 im _ 一 二 
nn + 7h) dm "t) im, (1 十 (—r)t).t e 一 r 


因为 e~" = 1/e", 故 最 后 一 步 成 立 . 这 样 , 我 们 完成 了 想 要 的 证 明 . 我 们 在 所 有 的 公 
式 中 将 > 改 为 z( 为 什么 不 昵 ?) 并 总 结 我 们 已 经 发 现 的 事实 : 


lim ( 十 2 = ee” 
no0 Tn 


当 z= 1 时 , 我 们 得 到 e 的 两 个 公式 : 


及 


lim (1 + zh)l/* = ez 
h—0 
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1 nn 
lim @ 十 2) =e|l 及 |lim(1++ h)i/h 一 ee. 
N00 nN 产 一 0 


这 些 公 式 非 常 重要 ! 在 下 面 的 9.4.1 节 中 , 我 们 将 看 到 一 些 如 何 使 用 它们 的 例子 . 马 
上 , 我 们 也 会 使 用 其 中 之 一 来 对 对 数 函 数 求 导 . 


9.3 “对 数 函 数 和 指数 函数 求 导 


现在 情形 变 复杂 了 . 令 g(z) = logs (x). 那么 g 的 导数 是 什么 呢 ? 我 们 使 用 定 

义 ， 
9g'(z) 一 lim g(x 十 9 一 9(7) 一 lim log, (Zz 十 包 一 log, (7) . 
如 何 来 化 简 这 个 杂乱 的 公式 了 呢 ? 我 们 当然 使 用 对 数 法 则 ! 首先 , 使 用 9.1.4 节 中 的 法 
则 #4, 将 对 数 的 差 转化 为 对 数 的 商 : 
gz) = lim 2 log, (: i *). 

我 们 可 以 将 分 式 化 简 为 (1 十 h/z), 但 是 我 们 也 需要 使 用 对 数 法 则 #5, 将 因子 1/h 
提 至 指数 的 位 置 . 故 


h\ 1 
9g (7z) = li loge ( 十 3 . 


现在 让 我 们 忘记 log,. 当 h 趋 于 0 时， 


p\ /nh 
@ ) 
ri 


1/h 
是 Q+ra : 
是 什么 昵 ? 在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 了 


lim (1 + hr)!l/h = er; 
h—0 


因此 , 如 果 我 们 用 1/z 替换 r, 那么 就 会 有 


会 怎样 呢 ? 即 ， 


所 以 , 如 果 回 到 9 (zx) 的 表达 式 中 , 我 们 会 看 到 


h 1/h 
9 (2) = lim logs ( 十 2) = logs(eY?). 
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事实 上 , 我 们 甚至 可 以 再 次 使 用 对 数 法 则 #5 将 表达 式 进一步 化 简 一 一 将 医 1/z 
提 至 对 数 符号 之 前 , 这 样 我 们 就 证 明了 


Slogs(z) = logs(e), 
现在 , 我 们 设 b= 。 这 样 , 我们 就 能 求 以 。 为 底 的 对 数 的 导数 了 , 我 们 得 到 


d 1 
dz loge(z) 一 Zz loge(e). 


但 是 请 等 一 下 , 根据 对 数 法 则 #2, log。(e) 等 于 1. 因此 , 这 意味 着 

Floge(s) = 1 
这 非常 好 . 这 实际 上 非常 非常 好 . 在 某 种 程度 上 的 确 令 人 惊异 . 谁 会 想到 log。 (zx) 的 
导数 就 是 1/z 呢 ? 这 就 是 为 什么 以 。 为 底 的 对 数 被 称 为 自然 对 数 的 原因 之 一 . 我 们 
将 log, (xz) 写作 In (x)( 在 上 一 节 我 们 给 出 了 这 个 定义 ), 得 到 重要 公式 


d 1 


此 外 , 以 上 的 logs (z) 的 导数 的 表达 式 = log, (e) 可 以 通过 换 底 法 则 (就 是 9.1.4 节 
中 的 #6) 用 自然 对 数 写 出 . 你 看 , 通过 将 底 换 为 。 得 到 
loge(e) 1 


logsl®) = joge(5) 一 Into)’ 


d 1 
| 二 logo 人 ) = zln(b) 


这 是 表达 一 个 不 是 以 。 为 底 的 对 数 的 导数 的 最 好 的 方式 了 .， 现在 来 看 看 : 如 果 
y = 姑 , 那么 , 我 们 知道 > = log, (y). 现在 对 其 关于 y 求 导 . 使 用 上 述 公式 并 用 y 
替换 x, 我 们 得 到 


因此 我 们 有 


dz 1 
dy yln(b) 
根据 链 式 求 导 法 则 , 可 以 上 下 颠倒 得 到 
YL = yln(b). 
由 于 y = b?, 我 们 就 证 明了 下 面 这 个 很 好 的 公式 


d TY 一 be 
0) = 如 mn 人 


特别 是 , 如 果 5b = e, 那么 In (5) = In(e) = 1 (这 就 是 伪装 的 对 数 法 则 #1， 记 住 ， 
im (e) = log。 (e) = 1.) 因此 , 如 果 b = e, 公式 变 为 
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d 了 TI 


这 是 一 个 非常 怪异 的 公式 . 如 果 h(xz) = er, 那么 也 有 hv (x) = ez (函数 h 是 它 自 
身 的 导数 !). 当然 , ez 的 二 阶 导 (关于 z 的) 还 是 er, 三 阶 导 也 一 样 , 四 阶 导 也 一 样 ， 
等 等 . 

指数 函数 和 对 数 函数 求 导 的 例子 


现在 , 我 们 来 看 一 下 如 何 应 用 上 述 公式 吧 ， 首先 , 如 果 y = e-**, 那么 dy/dz 
是 什么 ? 那 好 , 如 果 w= -3z, 那么 y = e*. 我 们 有 


dy do dy_ ds 
Hu =e 及 -a 37) = -3. 
根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dy dydu _ Wf 了 一 37， 
i 3) 一 一 3e 


注意 到 , 我 们 在 最 后 一 步 用 -3z 替换 了 w. 事实 上 , 这 是 一 个 精妙 法 则 的 特例 , 如 
果 a 是 常数 , 那么 
d 


-一 ez 一 Qe”. 


通过 设 w = az, 我 们 可 以 用 同样 的 方法 证 明 此 公式 . 实际 上 , 它 和 我 们 在 7.2.1 节 

结尾 部 分 看 到 的 原理 是 一 样 的 : 如 果 用 az 替换 x, 那么 当 你 求 导 时 , 将 会 提出 一 

个 附加 的 因子 a. 因此 , 例如 对 in (8z) 关于 z 求 导 应 该 没有 问题 . 事实 上 ， 
(in(ge) =8x 可 

由 于 ln (8z) 关于 z 的 导数 是 1/z. 现在 , 我 们 删除 因子 8 会 看 到 


这 很 奇怪 一 -ln (8x) 的 导数 和 In (zx) 的 导数 是 一 样 的 ! 如 果 你 思考 的 话 就 不 会 觉 
得 那么 怪异 了 : 因为 In (8z) = In (8) + In (x), 因此 , 事实 上 , 量 In (8z) 和 In (x) 就 
相差 一 个 常数 , 故 关 于 x 它们 有 相同 的 导数 . 

这 儿 有 一 个 比较 难 的 例子 : 


如 果 y = ez log3(5? 一 sin(Z))， YY 是 什么 ? 


我 们 来 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 . 设 w = e” 及 v = logs (57 一 sin(z)), 故 
y 二 uv. 对 于 乘积 法 则 , 需要 对 w 和 w (关于 x) 求 导 , 因此 , 让 我 们 一 个 一 个 地 进 
行 . 我 们 从 w = er” 开始 , 设 上 = z2, 因此 ww == et; 然后 , 使 用 链 式 求 导 法 则 , 有 
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YL- 他 于 =- 一 et(2zr) = 2zez . 
至 于 wv, 令 s = 57 -sin (2), v 二 logs (s). 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dv dvds 57 In(5) 一 cos(Z) 


dz dsdz™ 5 (in(5) -cos(z)) = 03) (Be — sin(z)) 


我 们 在 这 里 使 用 的 公式 就 是 来 自 上 一 节 中 的 logs (z) (b = 3) 和 5(b 现在 等 于 5.) 
的 导数 公式 . 不 管 怎样 , 由 于 y = wv, 有 


dy du dv so 2 az2 5° In(5) 一 cos(z) 
也 = + = logs(57 — sin(7X))2xe” 十 e In(3)(57 — sin(z)) 


像 往 常 一 样 , 这 有 些 杂 乱 , 但 是 这 个 例子 的 确 说 明了 所 涉及 的 要 点 : 只 要 你 知道 指 
数 函 数 和 对 数 函数 求 导 的 基本 公式 ( 即 是 上 一 节 中 的 加 框 公式 ), 那么 求解 就 完全 
没有 问题 了 . 


9.4 ”如 何 求 解 涉及 指数 函数 和 对 数 函 数 的 极限 


现在 到 了 来 看 看 如 何 求解 一 些 极限 问题 的 时 候 了 . 就 我 们 已 经 看 到 的 之 前 的 
所 有 极限 来 说 , 非常 重要 的 一 点 就 是 要 注意 ， 你 是 否 在 0 ( 即 非常 小 的 变量 ) 的 附 
近 、oo 或 -co( 相 当 大 的 变量 ) 的 附近 、 或 其 他 的 既 不 太 小 也 不 太 大 的 某 地 方 来 评 
佑 函数 的 .我 们 将 对 这 些 情 况 中 的 一 部 分 关于 指数 函数 和 对 数 函数 进行 更 详细 的 
考察 . 尽管 如 此 , 让 我 们 开始 吧 , 从 涉及 e 的 定义 的 极限 出 发 . 
9.4.1 涉及 e 的 定义 的 极限 
我 们 考虑 下 列 极限 : 
Bn + 38)YN, 
它 看 上 去 和 9.2.3 节 中 的 涉及 。 的 极限 
lm(1+ h)i/r =e, 
非常 相似 . 如 果 我 们 取 这 个 极限 , 并 在 我 们 所 能 看 到 的 地 方 用 3h? 代替 h, 那么 我 
们 得 到 
,lm (1+ 3712)1/3 一 €. 
这 几乎 就 是 我 们 想 要 的 . 我 们 所 需要 做 的 就 是 注意 , 当 h 一 0 时 , 3h? 一 0, 故 
lm(1+ 312)1/3 = 6. 
同 理 , 我 们 可 以 证 明 (例如 ) 
lim (1 + sin(h))!/ sin(n) 一 e. 
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事实 上 , 如 果 你 用 任意 的 当 hh 一 0 时 趋 于 0 的 量 替 换 h, 就 像 3h? 或 sin (hh), 则 极 
限 仍 是 e. 那么 

lim(1+ cos(h))1/ cos(%)? 
会 怎样 呢 ? 

由 于 当 hh 一 0 时 , cos (h) 一 1, 因此 你 不 能 仅仅 重复 之 前 的 论证 . 事实 上 , 如 果 
你 只 要 将 h = 0 代入 到 表达 式 (1 + cos (h))M 5 中 , 那么 你 会 得 到 (LDL = 2， 
故 上 述 极限 实际 上 等 于 2. 

现在 , 我 们 考虑 

lim(1 + h2)V3s, 
这 里 的 妇 和 3h? 这 两 项 不 匹配 它们 很 相似 , 但 是 系数 不 同 . 我 们 需要 将 指数 
1/3j2 写作 (1/hr) x (1/3), 并 使 用 指数 法 则 : 

lim(1 + h2)1/3h 一 lim,(1 十 j2)GVA2)x(L/3) 一 lm ((1 + h2) /ee ) 3. 
由 于 及 是 匹配 的 项 , 故 大 括号 中 的 部 分 趋 于 e, 则 整个 极限 是 el/3. 
这 里 有 一 个 略 难 一 些 的 例子 : 以 下 极限 

lim(1— 5h3)2/n 7 
的 值 是 什么 ? 这 很 烦人 , 但 这 些 很 小 的 量 -5h3 和 h3 并 不 十 分 匹配 , 并 且 那 里 还 有 
一 个 2. 我 们 需要 改动 指数 2/h3 以 便 它 和 -5h3 相 匹配 . 最 好 的 方法 就 是 来 看 看 ， 
如 果 我 们 想 要 求 的 是 

lim(1 一 5j3)1(-5 让， 

那么 一 切 将 会 多 么 美好 , 因为 该 极限 就 是 e. 太 棒 了 ! 一 5h3 是 匹配 的 项 , 因此 , 这 就 
是 用 -5h3 代替 h 的 经 典 极限 

im 站 Me 
不 幸 的 是 , 我 们 必须 再 做 一 些 运算 . 我 们 需要 将 1/ (-513) 变 为 2/h3. 为 了 实现 这 
一 变化 , 我 们 必须 用 -5 与 之 相 乘 来 删除 分 母 中 的 -5, 然后 再 用 2 与 之 相 乘 来 修 
正 分 子 , 总 体 效 果 就 是 我 们 应 该 用 -10 与 之 相 乘 . 这 样 , 我 们 得 到 

lim(1 四 5h3)2/n 一 lim(1 _ 5h3)(1/(5h ))x( 一 10) 

i lim (Q 加 5j3)X(5 = e-10. 
9.4.2 ”指数 函数 在 0 附近 的 行为 

我 们 想 要 理解 的 是 , 当 z 非常 接近 于 0 时 , ez 的 行为 如 何 . 事实 上 , 由 于 e0 = 1， 
我 们 知道 
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lim ez = e0 =1. 
Z 一 0 
当然 , 你 可 以 用 任意 的 当 x 一 0 时 趋 于 0 的 量 来 替换 x, 会 得 到 相同 的 极限 . 例如 ， 


> 2 2 
lim ez 一 e0 =1 


立 一 0 


也 一 样 . 因此 , 我 们 可 以 求 


1i er” sin(z) 
7 一 0 rz 
方法 是 将 上 式 进行 如 下 分 解 : 
lim ez sn(®) _ lim (en) 人间 ) | 


当 x 一 0 时 , 两 个 因子 都 趋 于 1, 故 整 个 极限 为 1 x 1 = 1. 现在 有 一 个 更 难 求解 的 
例子 : 
2z2 十 3z 一 1 
ao ez5(25 一 了 

当 z 变 得 非常 大 时 , 1/z 会 变 得 非常 接近 于 0; 故 ev* 非常 接近 于 1 并 且 可 被 忽略 . 
你 最 好 的 选择 就 是 将 以 上 极限 写 为 

lim 1 2z2 二 37 一 1 

zo0 elL/Y 2Z2 一 7 
第 一 个 分 式 趋 于 1, 使 用 4.3 节 的 技巧 , 你 可 以 证 明 第 二 个 因子 趋 于 2, 故 极限 是 2. 

如 果 你 的 指数 项 出 现在 一 个 乘积 或 商 当 中 , 这 种 方法 就 会 起 到 很 好 的 作用 , 但 

对 于 如 下 形式 : 


很 可 异 , 它 的 作用 就 会 丧失 . 我 们 想 用 1 替换 en, 这 倒 没 错 , 但 就 是 你 会 得 到 一 个 
无 用 的 0/0 的 情况 . 问题 是 , 我 们 有 一 个 e* 和 1 的 差 , 当 户 在 0 的 附近 时 , 它 会 变 
得 非常 小 . 那么 我 们 应 该 怎么 办 呢 ? 正如 我 们 在 6.5 节 中 看 到 的 , 当 哑 变量 本 身 在 
分 母 上 , 极限 可 能 是 一 个 伪装 的 导数 . 我 们 试 着 设 1 (x) = ez, 结果 f'(z) = er ( 正 
如 我 们 在 9.3 节 中 看 到 的 ). 在 这 种 情况 下 , 标准 公开 


ji {E+ fe) 
h—0 h 


= f(z) 
变 为 


现在 , 我 们 所 需要 做 的 就 是 用 0 替换 x. 由 于 e0 = 1, 我 们 得 到 以 下 有 用 的 事实 
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h 一 0 hh 


你 可 以 再 次 用 任意 的 很 小 的 量 来 蔡 换 h. 例如 ， 


lim 一 二 = lim 一 1 x3=1x3=3. 
标准 匹配 技巧 的 确 有 效 . 这 实际 上 和 我 们 在 多 项 式 型 的 极限 问题 (第 4 章 )、 变 量 
很 小 的 三 角 函 数 的 极限 问题 (第 7 章 ) 以 及 9.4.1 节 中 的 极限 问题 中 使 用 的 技巧 是 
一 样 的 . 


9.4.3 ”对 数 函 数 在 1 附近 的 行为 


现在 我 们 来 看 看 对 数 函 数 在 1 附近 的 行为 如 何 . 事实 表明 , 其 行为 和 指数 函数 
在 0 附近 的 行为 十 分 相似 . 我 们 知道 mn (1) = 0, 但 是 
jm In(1 + h) 
h 


li 
h—0 


是 什么 呢 ? 信 不 信 由 你 , 这 是 导数 伪装 的 极限 ( 见 6.5 节 ) 的 另 一 个 例子 . 正如 我 们 
在 9.3 节 中 看 到 的 , 设 f (xz) = ln (x) 并 且 注 意 f(x) = 1/z. 现在 等 式 


f(r+h) fr) 
0) 
变 为 
.ln(z+h)—ln(z) 1 
lim 二 二 
h—0 h 代 
对 于 任意 的 z. 剩 下 要 做 的 只 是 将 z = 1 代入 并 得 到 
.ln(l+h)—ln(l) 1 
lim 二 一. 
h—0 h 1 


由 于 Im (1) = 0, 上 式 简化 为 


jim Ut 

h—0 
我 们 可 以 再 次 用 任意 的 当 h 一 0 时 趋 于 0 的 量 来 替换 h, 且 极 限 仍 将 是 1. 例如 ， 
为 了 求 


ln(1— 762) 
Im 
你 必须 改动 分 母 , 使 它 看 起 来 像 如 下 的 一 7h2: 
1 In(1—7h2) ,. ln(l ~—7h?) 、 一 7 有 2 
hob 5 5ha 
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这 就 是 我 们 那个 常用 的 技巧 , 用 一 个 有 用 的 量 (在 该 例 中 是 -7h?) 做 乘法 和 除法 . 
不 管 怎样 , 由 于 那个 很 小 的 量 -7h? 匹配 , 故 第 一 个 分 式 的 极限 是 1, 第 二 个 分 式 正 
好 化 简 为 -7/5. 因此 , 极限 就 是 一 7/5. 
9.4.4 ”指数 函数 在 ce 或 一 ce 附近 的 行为 

我 们 想 要 理解 的 是 , 当 z 一 oo 或 z 一 -oo 时 , ez 的 行为 如 何 . 让 我 们 再 来 看 
看 ex 的 图 像 吧 , 如 图 9-2 所 示 . 


9-2 
注意 : 以 上 曲线 看 起 来 好 像 要 在 图 像 的 左 侧 接 触 x 轴 , 但 它 没有 ; 请 记 住 , 对 于 所 


有 的 xz, ez > 0, 因此 , 没有 > 轴 截 距 . (这 是 为 了 解 真实 情况 而 不 依赖 于 图 形 计 算 器 
的 很 好 的 论证 !) 不 管 怎么 样 , 看 起 来 我 们 至 少 应 该 有 


如 果 用 某 个 其 他 的 底数 替换 e 会 怎样 呢 ? 例如 , 我 们 考虑 


加 . TAN” 
2 及 Je (3) 
为 了 处 理 第 一 个 极限 , 我 们 使 用 等 式 4 = e"%, 其 中 4 = 2”, 写作 


27 一 eln(2 ) 一 ez ln(2) 


现在 , 当 z 一 co 时 , 我 们 也 有 zln (2) 一 oo, 故 第 一 个 极限 是 oo. 至 于 第 二 个 极限 ， 
这 一 次 我 们 可 以 使 用 相同 的 技巧 , 将 其 写作 


1N\” 1 1 
(3) 一 32 一 ezln(3) 
当 z 一 oo 时 , 我 们 看 到 er "G3) 一 co, 故 其 倒数 趋 于 0. 这 样 , 我 们 就 证 明了 
Jim 2 = oo 及 lim (3) =0. 


166 第 9 章 指数 函数 和 对 数 函 数 


以 下 极限 有 几 个 特例 ; 


lim y? = 
站 一 OOD 


1 如 果 r=1， 
0 ” 如果 0<r<l. 


当 7 = 1 时 , 中 间 的 情况 显然 成 立 , 因为 对 于 所 有 的 z > 0, 1 = 1. 我 们 可 以 用 处 
理 上 述 2* 和 (1/3)” 的 极限 时 相同 的 方法 来 证 明 其 他 两 种 情况 一 一 就 是 将 ”> 写 
作 ez in(7). 

这 还 不 是 问题 的 全 部 . 极限 


| 如 果 + > 1 


说 明 当 z 变 大 时 , e* 变 得 越 来 越 大 (你 想 要 多 大 就 多 大 ). 但 是 这 发 生 的 有 多 快 呢 ? 
毕竟 , 我 们 也 有 


lim z2 = co 
TOO0 


zZ2 或 e*, 哪 一 个 增长 得 更 快照 ? 答案 是 , 当 z 很 大 时 , ez 比 z? 增长 速度 快 . 毕竟 ， 
当 z= 100 时 , 量 z? 只 是 100 x 100, 而 


100 


© ExXex:..xe, 


有 一 百 个 因子 。, 但 只 有 两 个 因子 100, 故 el 远 远大 于 1002. 当 z 变 得 更 大 时 , 这 
种 情况 仍然 成 立 ， 由 于 ez 远 远 大 于 z2, 当 你 用 z2 除 以 ez 时 , 你 应 该 得 到 一 个 很 
微小 的 数 . 事实 上 ， 。 

Tr 


lim 一 - 一 0. 
了 一 Co eT 


直到 在 第 14 章 看 过 洛 必 达 法 则 后 , 我 们 才 会 证 明 上 式 . 目前 , 我 想 要 指出 的 是 , 如 
果 称 用 zx 的 任意 次 寡 替 换 z?, 上 述 极限 依然 成 立 . 就 连 z888 都 不 能 和 ez 抗衡 . 当 
z 是 十 亿 时 , z889 是 十 亿 的 999 次 复制 相 乘 的 结果 , 但 e* 是 。 十 亿 次 复制 相 乘 的 
结果 ! 尽管 。 化 十 亿 小 很 多 , 但 是 当 z 很 大 时 , 在 大 小 上 ez 会 超过 rs?. 因此 , 一 
般 来 说 , 我 们 有 以 下 原则 : 


指数 函数 增长 迅速 : 不 管 n 有 多 大 ， lim 于 =0 


事实 上 , 对 上 式 进行 一 些微 调 , 你 可 以 得 到 一 个 更 一 般 的 陈述 : 


ji 多 项 式 型 部 分 
天 的 、 下 的 多 项 式 型 部 分 的 据 粗 


© wn, 


. z+100z7—4 
lm > 


ZT—00 eT 
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要 知道 为 什么 , 我 们 简单 地 将 分 式 分 成 三 部 分 , 每 一 部 分 都 趋 于 0, 因为 指数 函数 增 
长 迅速 . 更 巧妙 的 是 ， 


,X10 000 -+ 30029 + 32 
lim 100 = 0 
ZO0 622 一 19z“ 一 100 


这 里 的 关键 是 , 当 zx 变 大 时 , 2x3 一 19z2 - 100 的 行为 就 像 是 2z3, 因此 , 指数 函数 
的 确 是 大 的 、 正 的 多 项 式 型 的 部 分 ." 事 实 上 , 我 们 可 以 用 任意 的 大 于 1 的 底数 来 蔡 
换 e. 例如 , 我 们 也 有 


,210 000 十 300z9 + 32 
lim 一 一 5 一 
De 22z3 一 19z2 一 100 


另 一 个 变形 涉及 , e ?* 就 是 1/e* 的 另 一 种 写法 . 下 面 是 一 个 有 关 的 例子 : 


lim (zs 十 3)101e-a， 
多 一 CO 


一 0 


我 们 可 以 将 它 写成 
ao 
这 里 的 极限 是 0, 因为 指数 函数 增长 迅速 . 现在 , 我 们 考虑 一 个 与 之 非常 相似 的 极限 
lim (2° 十 3)10lez. 
这 当然 涉及 了 er 在 -oo 附近 的 行为 , 但 是 , 我 们 设 + = 一 zx, 就 可 以 将 情形 移 至 +oo 
上 来 考虑 . 我 们 可 以 看 到 , 当 x 一 -oo 时 , 我 们 有 + 一 +oo. 因此 


(z5 十 3)101 本 
GZ 


人 


lim (2° 十 3)I0lez 一 Jim ((- 纺 十 3)10le- 

CE+3 0 
二 一 OO ee 
极限 又 是 0, 因为 分 子 是 一 个 多 项 式 (其 首 项 为 负 , 但 这 并 不 要 紧 ). 因此 , 通过 做 替 
换 t= -2z, 你 可 以 处 理 当 x 一 -oo 时 的 ez 的 极限 . 这 意味 着 , 现在 你 必须 处 理 当 
t 一 oo 时 e-! 的 极限 , 就 是 将 e-! 写成 1/et. 


9.4.5 ”对 数 函 数 在 oo 附近 的 行为 


让 我 们 继续 讨论 . 来 看 看 当 z 是 一 个 很 大 的 正 数 时 In (z) 的 行为 如 何 . (请 记 
住 , 你 不 能 取 任何 负数 的 对 数 , 因此 , 没有 必要 研究 对 数 函 数 在 -co 附近 的 行为 !) 
我 们 再 来 看 看 y = In (z) 的 图 像 , 如 图 9-3 所 示 . 


全 如 果 你 真 想 求证 的 话 , 对 于 足够 大 的 xz, 你 必须 会 写 出 像 2z3 - 19z2 - 100 > z3 这 样 巧 妙 的 关 
系 . 毕竟 , 如 果 2z3 一 19z2 一 100 的 行为 如 2z3, 那么 很 明显 , 它 终 究 会 大 于 z3. 因此 , 分 母 大 于 
ez”. 现在 , 我们 用 v 替换 z3, 结果 分 母 就 是 ev 且 分 子 是 某 个 很 容易 处 理 的 表达 式 . 最 后 , 我 们 
使 用 三 明治 定理 . 
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图 9-3 


此 外 , 重要 的 是 要 注意 该 曲线 绝 不 会 接触 y 轴 , 尽管 看 起 来 它 好 像 会 和 y 轴 接 触 . 
实际 上 它 只 是 非常 非常 接近 y 轴 . 不 管 怎样 , 这 看 起 来 好 像 是 


Jim_ In(z) = ~ | 
事实 上 , 这 很 容易 直接 证 明 ， 你 认为 In (z) 会 凑 成 1 000 吗 ? 当然 会 : In (el oo0) 一 
1 000， 同 样 的 技巧 适用 于 任意 的 数 N， 我 们 就 取 > = eN， 你 会 发 现 In (zx) 二 
im (eN) = N. 因此 , ln (zx) 会 变 多 大 是 没有 极限 的 , 当 z 一 oo 时 , 它 趋 于 oo .……. 
但 有 多 快 呢 ? 

我 们 很 容易 看 出 其 速度 相当 慢 . 正如 我 们 刚刚 注意 到 的 , In (el 0) = 1 000. 数 
el 000 是 极 大 的 正 数 ( 比 宇宙 中 的 原子 的 个 数 还 要 大 ) 然而 其 对 数 仅 为 1 000. 我 们 
讨论 的 是 简化 问题 的 大 小 ! 

更 确切 地 说 , 事实 表明 ln (z) 趋 于 无 穷 大 的 速度 比 z 的 任意 的 正 替 次 都 要 慢 
很 多 , 甚至 如 z0.00 1. 因此 , 如 果 你 取 In (z) 和 zx 的 任意 的 正 知 次 的 比 , 那么 该 比 
值 应 该 会 很 小 (至 少 当 zx 非常 大 时 会 很 小 ). 用 符号 表示 , 我 们 有 
对 数 增长 缓慢 : | 如 果 a > 0, lim 一 中 -or 堂 多 么 小 
正如 指数 函数 的 情况 , 我 们 不 难 将 该 式 扩 展 成 一 个 更 一 般 的 形式 : 

1 任何 正 的 多 项 式 型 部 分 的 对 数 _ 

zc 正 的 “次数” 的 多 项 式 型 部 分 ”“ 
这 适用 于 任何 以 b > 1 为 底 的 对 数 函 数 , 不 只 是 自然 对 数 . (这 是 因为 我 们 有 换 底 法 
则 .) 例如 ， 


3 一 
Jim logr(z 十 3z — 1) 


一 Do 2Z0.1 一 099 =0 
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尽管 z0! 非常 小 . 

事实 上 , 一 旦 我 们 知道 了 指数 函数 增长 迅速 , 那么 我 们 就 不 应 该 对 对 数 函 数 增 
长 缓慢 感到 惊讶 ， 毕 竟 , 对 数 函 数 和 指数 函数 互 为 反 函 数 . 更 确切 地 说 , 如 果 你 取 
In (z) /ze 并 用 e 替换 z, 那么 你 会 得 到 
In(z) _ ,. Ile) __ t 
IT 一 co TXT t 一 co (et)% 1 ent =0. 
最 后 一 个 极限 是 0, 因为 分 母 中 的 指数 函数 et 的 增长 比分 子 中 的 多 项 式 t 的 增长 
要 快 很 多 . 这 样 , 我 们 就 证 明了 指数 函数 增长 迅速 , 并 自动 地 引出 对 数 函 数 增长 缓 
慢 这 一 事实 . 
9.4.6 ”对 数 函 数 在 0 附近 的 行为 


有 人 很 想 写 jn (0) = -co, 但 是 这 是 不 正确 的 , 因为 In (0) 是 无 定义 的 . 另 一 方 
面 , 上 述 的 y = In (zx) 的 图 像 暗示 了 


i ln(z) = 一 oo. 


在 这 里 , 你 需要 使 用 右 极限 , 由 于 In (z) 在 x < 0 上 没有 定义 . 尽管 如 此 , 我 们 仍 需 
要 说 更 多 的 . 当 z 一 0+ 时 , In (z) 当然 趋 于 -oo, 但 是 有 多 快 呢 ? 例如 , 我 们 考虑 
极限 


lim zln(z). 

Z 一 0T 
如 果 你 只 是 将 0 代入 上 式 , 这 根本 不 起 作用 , 因为 In (0) 不 存在 . 当 zx 是 一 个 比 0 
稍 大 一 点 的 数 时 , 量 z 很 小 而 In (z) 是 一 个 很 大 的 负数 . 当 你 用 一 个 很 大 的 数 和 一 
个 很 小 的 数 相 乘 时 会 怎样 呢 ? 任何 情况 都 可 能 发 生 , 这 取决 于 那些 数 有 多 么 小 和 多 
么 大 . 

这 里 有 一 个 求解 上 述 问 题 的 方法 了 . 我 们 用 1/t 蔡 换 z. 那么 , 当 z 一 0+ 时 ， 

我 们 可 以 看 到 t 一 co. 因此 , 我 们 有 


lim, zln(z) = Lm 2 In (5 
当然 , In (1/t) 正 是 In (1) -了 mn 白 , 由 于 ln (1) = 0, 它 等 于 -In(t). 因此 我 们 得 到 
Jim, zln(z) = dim 7 In (3) 一 im， 二 一 0， 
其 中 , 由 于 对 数 增长 缓慢 , 故 极 限 是 0. 
用 1/t 替换 z 的 这 一 技巧 可 以 将 0 附近 的 行为 转换 为 ce 附近 的 行为 , 这 是 因 


为 hn(1/t) = 一 In(#). 你 可 以 使 用 它 来 证 明 下 列 原理 , 上 述 的 例子 就 是 该 原理 的 一 
个 特例 : 


Sa 
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对 数 函 数 在 0 上 “增长 ”缓慢 : 不 管 。 有 多 小 ， [加 果 a > 0, lim, zeln(z) =0 


(我 把 “增长 ”加 上 引号 , 是 因为 当 z 一 0+ 时 , In (zx) 实际 上 是 向 下 增长 到 一 00.) 
你 可 以 再 次 用 多 项 式 型 部 分 来 蔡 换 x*, 只 要 当 x 一 0+ 时 , 它 变 得 非常 小 就 可 以 ， 
并 且 对 于 任意 的 其 他 的 底数 b > 1, 我 们 可 以 用 “log。” 替 换 “hn*，( 即 , 不 只 是 底 
数 e). 


9.5 ”对 数 函 数 求 导 


处 理 像 f(z)?*) 这 样 底数 和 指数 均 为 x 的 函数 的 导数 问题 时 ， 对 数 函 数 求 
导 是 一 个 有 用 的 技巧 ， 毕竟, 用 我 们 已 经 讲 过 的 知识 ,你 到 底 会 如 何 求解 以 下 导 
数 呢 ? 
全 (zsnta) 
没有 一 个 法 则 适用 于 上 述 导数 的 求解 . 尽管 如 此 , 我 们 有 些 很 好 的 对 数 法 则 , 他 们 
会 简化 指数 . 如 果 我 们 令 y = zsin(?), 根据 9.1.4 节 的 对 数 法 则 #5, 那么 
In(y) = ln(zsin(2)) = sin(z) In(z) 
现在 , 让 我 们 对 等 号 两 边关 于 z( 作 隐 函 数 ) 求 导 : 
(in(W)) = 二 (sin(z) In(z)). 
我 们 先 来 看 看 右边 的 部 分 . 它 就 是 一 个 > 的 函数 且 需 要 用 乘积 法 则 来 求解 ; 你 应 该 
检验 一 下 求 导 结果 是 cos (z) in (x) + sin (zx) /zx. 现在 我 们 来 看 看 左边 的 部 分 . 为 了 
对 jn (y) 关于 z 求 导 (不 是 关于 tl), 我 们 应 该 使 用 链 式 求 导 法 则 . 设 w= In (y), 结 
果 du/qdy = 1/y. 我 们 需要 求 出 dw/dz; 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
du dudy 1dy 
dr dydr ”ydz- 
因此 , 对 方程 In (y) = sin (x) In (x) 进行 隐 函 数 求 导 得 到 


ldy _ 
7 各 一 cos(Z) ln(z) 十 


现在 我 们 只 需要 用 y 和 等 号 两 边 相 乘 , 然后 用 zsin(z) 替换 y: 
dy (ea ln{z) 十 9), = (ca ln(z) + EE) sn, 


dz T 
这 就 是 我 们 要 找 的 答案 了 . (根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 还 可 以 用 另外 一 种 方法 来 解 
此 题 . 不 使 用 变量 y, 我 们 可 以 只 使 用 公式 4 = em(4) 来 写 


Tsin(Z) 一 eln(zein()) 一 esin(z) In(z) 


sin(x) 
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现在 ,由 你 来 使 用 乘积 法 则 和 和 链 式 求 导 法 则 对 右 侧 关于 z 求 导 吧 . 当 你 完成 
时 , 你 应 该 用 zsin(z) 来 替换 esin(=) Im(z) 并 检验 你 是 否 得 到 和 原来 一 样 的 答案 .) 
让 我 们 来 回顾 一 下 主要 的 技巧 吧 . 假设 , 你 想 要 关于 z 对 以 下 函数 求 导 
y = f (x), 
其 中 , 底数 f 和 指数 9 都 含有 变量 x. 下 面 就 是 你 需要 做 的 : 
(1) 设 y 是 你 想 要 求 导 的 z 的 函数 . 对 等 号 两 边 取 (自然 ) 对 数 . 指数 g 下 降 
到 右 侧 的 位 置 , 这 样 你 会 得 到 
In(y) = g(x) ln(f (7)). 
(2) 对 等 号 两 边关 于 z 作风 函数 求 导 . 右 侧 常常 会 使 用 到 乘积 法 则 和 和 链 式 求 导 
法 则 (至 少 ). 左 侧 的 结果 总 是 (1/y) (dy/dz). 因此 , 你 会 得 到 
-入 一 (讨厌 的 z) 
(3) 用 y 和 等 式 两 边 相 乘 会 得 到 单独 的 dy /dx 这 一 项 , 然后 , 用 原始 的 表达 式 
J (z)2(z) 替换 y, 你 就 完成 了 求解 . 
这 里 还 有 另外 一 个 例子 : 


d 
(t+ 72) )? 


是 什么 呢 ? 根据 第 一 步 , 我 们 设 y = (1 + z2)'/”, 然后, 对 等 式 两 边 取 对 数 , 这 样 会 
使 指数 下 降 , 我 们 得 到 


In(y) = In ((1 十 z2)Im ) 一 忘 mGl 十 z2) 一 3 


第 二 步 是 对 等 式 两 边关 于 x 作 隐 范 数 求 导 . 如 往常 一 样 , 左 侧 变 为 (1/y) (dy/dz)， 
但 是 , 我 们 必须 对 右 侧 使 用 商法 则 . 首先 , 使 用 链 式 求 导 法 则 对 z = In (1 + z2?) 求 
导 : 如 果 ==1+ zx2, 那么 , z = ln (w), 故 

dz dzdu 1 27 

de dr a Ta 
现在 , 你 可 以 使 用 商法 则 . 你 应 该 检验 一 下 , 当 你 对 上 述 方程 mn (y) = In (1 十 zz) /zs 
作 隐 函数 求 导 时 , 你 是 否 得 到 (简化 之 后 ) 
1dy oT 一 3z In(1 + 2?) 272 —3(1 + 22)In(l + 22) 
ydzr (23)2 x4(1 + 22) . 


最 后 , 用 y 和 等 式 两 边 相 乘 , 并 用 (1 + z?)"/” 替换 y 会 得 到 
dy (2z2 一 3(1 十 z2)ln(1l 十 z2))9 
a 

_ 2z2 — 3(1 + 22) ln(l + 22))(1 + 22)1/7 
2Z4(1 十 Z2) 


In(1 + x2) 


to 
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(2z2 — 3(1 + 7x2) ln(1 + 7x2)) 
ZA(T + 2) -1/3 
这 样 我 们 就 完成 了 求解 . 
甚至 当 底 数 和 指数 都 不 是 z 的 函数 时 , 对 数 求 导 仍 然 会 非常 方便 使 用 的 . 如 果 
你 的 函数 真 的 很 繁杂 并 涉及 很 多 乘积 和 寡 函 数 ( 像 z?) 与 指数 函数 ( 像 ez) 的 商 ， 
你 或 许 想 要 尝试 用 对 数 求 导 了 . 例如 ， 
£2 — 3)1009sec(z) d 
如 果 y = oy 也 是 什么 ? 
我 准 是 在 开玩笑 呢 , 对 吗 ? 你 如 何 对 像 这 样 糟 糕 的 表达 式 求 导 呢 ? 使 用 对 数 求 导 就 
可 以 . 对 等 式 两 边 取 自 然 对 数 ,你 会 发 现 右 侧 变 得 更 容易 处 理 了 (只 要 你 还 记得 对 
数 法 则 ), 如 : 
(z2 上 3)1003sec(z) ) 


In(y) =In (zor + cot(z))? 
一 In((z2 — 3)100) + 1n(35°°(®)) ~ In(2) — In(25) — In((log7 (2) + cot(z))9) 
= 100In(z? — 3) + sec(z)1n(3) 一 In(2) — 5 In(z) — 9 In(logz (x) + cot(x)). 
在 继续 阅读 之 前 , 确保 你 理解 这 些 对 数 的 操作 . 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 对 该 表达 
式 关 于 z 作 隐 浮 数 求 导 了 : 


(in(y)) - (00 Infz2 — 3) + sec(z) In(3) 
—1n(2) — 5ln(x) — 91In(log7(x) + cot(7x))). 


如 往常 一 样 , 左 侧 是 (1/y) (dy/dz), 因此 , 让 我 们 来 逐 项 地 看 看 右 侧 . 

。 第 一 项 是 100in (z2 - 3). 这 正 是 一 个 简单 的 链 式 求 导 法 则 的 练习 , 看 看 其 
导数 就 是 100 x 2z/(z2 一 3), 这 当然 是 200z/ (zx? 一 3). 

。 第 二 项 是 sec(z) In (3). 在 你 使 用 乘积 法 则 之 前 , 请 记 住 In (3) 是 一 个 常数 ， 
因此 , 事实 上 , 你 可 以 只 求 sec (z) 的 导数 , 然后 和 ln (3) 相 乘 得 到 ln (3) 
sec (£) tan (2). 

。 第 三 项 是 -In (2). 它 是 一 个 常数 , 故 其 导数 就 是 0. 

。 第 四 项 是 -5ln (x). 其 导数 为 -5/zx. 

。 第 五 项 是 -9jn (logy (z) + cot (x)). 我 称 之 为 z, 我 们 需要 使 用 链 式 求 导 法 
则 . 尽管 你 必须 能 够 自己 求 出 ,我 还 是 将 细节 列 出 来 . 令 ww = logy (z) 十 
cot (zZ), 故 z = 一 91n (w). 那么 我 们 有 


dz ”dz du 9 ( 1 sec】 


dr 到 下 zln(7) 


9 1 
加 logz(z) + cot(zx) (ee 人) 一 re 
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1dy 200z 
ydz zx2—3 


十 ln(3) sec(z) tan(7x) 一 


9 1 
+ log7(2) 十 cot(z) (ee 人) sm) 


现在 , 用 y 与 之 相 乘 会 得 到 


dy 200z 5 
gr (8 二 3 十 ln(3) sec(z)tan(zZ) 一 


9 1 
+ log7 (2) + cot(z) (ee (2)— zln(7) )) ~ 
最 后 , 用 原始 的 (可 怕 的 ) 表达 式 替换 y 会 得 到 


dy ( 200z 


十 jn(3) sec(z)tan(zZ) 一 


9 1 (x? _ 3)1003sec(z) 
+ logz(x) + cot(x) (sea 本 my)) ”325 (logy(Z) 十 cot(Z))9 


dr \ 人 xz2 一 3 


这 看 起 来 很 不 舒服 , 但 是 你 想象 一 下 , 如 果 不 使 用 对 数 求 导 , 情况 将 会 怎样 ! 
z 的 导数 
现在 终于 可 以 证 明 我 们 一 直 认为 是 理所当然 的 事情 了 : 
Az (7") = ar®-! 


对 于 任意 的 数 a, 不 只 是 我 们 之 前 看 到 的 整数 . 我 们 假设 x > 0. 现在 来 使 用 对 数 求 
导 : 设 y= z", 结果 In(y) = aln(z). 如 果 你 对 两 边 作 隐 函 数 求 导 , 你 会 得 到 
1 dy QQ 


ydr Zz 
现在 , 我 们 用 y 与 之 相 乘 并 用 ze 替换 y: 


到 -型 - 到 - -az 


dz z z 
这 就 是 我 们 想 要 的 , 至 少 是 当 z > 0 时 想 要 的 . 当 x < 0 时 , 我 们 有 一 个 小 问题 . 例 
如 , 你 甚至 不 可 能 求 (- 1)1Y2, 因为 这 是 一 个 负数 的 平方 根 . 那么 , (-1)” 究竟 是 什 
么 呢 ? 事实 上 , 如 果 不 使 用 复数 (毕竟 , 直到 第 28 章 我 们 才 会 学 到 ), 只 有 当 a 是 一 
个 带 有 一 个 奇 分 母 (在 删除 公 因 子 之 后 ) 的 有 理 数 , 对 于 x < 0, z? 才 有 意义 . 例如 ， 
对 于 负数 z, z5/3 有 意义 , 因为 你 总 是 可 以 求 一 个 立方 根 一 一 这 没有 问题 , 因为 3 
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是 一 个 奇数 , 对 于 z < 0z* 有 意义 的 情况 , 事实 表明 , 它 或 者 是 z 的 偶 函 数 或 者 是 
z 的 奇 函数 . 你 可 以 使 用 其 导数 仍 是 oz"-:! 的 事实 . 

这 里 有 一 些 使 用 公式 的 简单 的 例子 ， 如果 定义 域 是 (0, co), 那么 x 关于 zx 
的 导数 是 什么 昵 ? z* 又 怎样 呢 ? 我 们 使 用 公式 可 以 证 明 , 对 于 z > 0， 


d V2-1 d 
(rv2 一 一 (rn 一 nx—1l 
a (ZY2) = V27 及 二 (zr) = Ny 


这 和 我 们 之 前 所 做 的 没什么 实际 的 区 别 ， 只 是 我 们 现在 可 以 处 理 非 整 数 的 指 
数 了 . 


9.6 ”指数 的 增长 和 衰退 


我 们 已 经 看 到 了 , 带 有 连续 复 利 的 银行 账户 的 增长 是 指数 型 的 . 尽管 如 此 , 我 
们 不 需要 用 这 么 多 的 人 造 设置 来 求 指数 增长 , 在 自然 现象 中 也 会 出 现 指数 增长 . 例 
如 , 在 一 定 的 情况 下 , 动物 的 总 数 , 如 兔子 (和 人 类 !) 呈 指 数 增长 . 还 有 指数 衰退 ， 
其 中 , 一 个 量 以 指数 的 方式 变 得 越 来 越 小 (我 们 很 快 就 能 看 到 这 意味 着 什么 了 ), 这 
发 生 在 放射 性 衰退 中 , 这 使 得 科学 家 们 能 够 找 出 古代 的 人 造物 品 、 化 石 或 岩石 的 
年 龄 . 
以 下 就 是 基本 思想 . 假设 , y = e**. 那么 , 正如 我 们 在 9.3.1 节 中 的 开始 部 分 看 
到 的 一 样 , dy/dz = ke**. 我 们 可 以 将 等 式 右边 写作 ky, 因为 y = e**. 即 ， 
dy 
3z = ky. 
这 是 一 个 有 关 微 分 方程 的 例子 ， 毕 竟 , 它 是 一 个 涉及 导数 的 方程 ， 我 们 将 在 第 30 
章 中 看 到 更 多 的 微分 方程 , 但 现在 , 就 让 我 们 把 精力 集中 在 这 一 个 上 吧 . 其 他 的 什 
么 函数 能 够 满足 上 述 方程 呢 ? 我 们 知道 y = ee 满足 , 但 一 定 还 有 其 他 的 函数 也 满 
是 . 例如 , 如 果 y = 2e**, 那么 dy/dz = 2ke**, 其 结果 再 次 为 ky.， 更 一 般 地 来 说 ， 
如 果 y = Ae**, 那么 duy/dz = hke**, 这 也 等 于 ky， 事 实 表 明 , 这 是 你 可 以 得 到 
dy/dz = ky 的 瞧 一 的 途径 ， 


d As 
如 果 了 5 = ky, 那么 y = 4eks 对 于 某 个 常数 4. 


我 们 将 在 30.2 节 中 学 到 这 样 说 的 原因 . 同时 , 让 我 们 再 来 仔细 看 看 微分 方程 dy/dz = 
ky 吧 . 首先 我 们 要 做 的 是 将 变量 > 变 为 t, 结果 是 我 们 看 到 


这 意味 着 , y 的 变化 率 和 ky 的 相同 . 这 太 有 趣 了 ! 一 个 量变 化 的 速率 取决 于 你 拥有 
的 这 个 量 的 大 小 . 如 果 你 的 量 越 大 , 那么 它 就 会 增长 得 越 快 (假设 > 0). 在 人 口 
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增长 的 情况 下 这 是 有 意义 的 : 你 的 兔子 越 多 , 它们 可 以 繁殖 得 越 多 . 如 果 你 有 两 倍 
的 兔子 , 那么 在 任意 给 定 的 时 间 周 期 中 , 它们 也 会 产生 两 倍 的 兔子 . 数 被 称 为 增 
长 常数 , 它 首先 控制 兔子 繁殖 的 速度 有 多 快 . 它们 越野 蛮 , & 越 高 


9.6.1 “指数 增长 


假设 我 们 有 一 个 指数 增长 的 总 数 . 用 符号 表示 , 设 PP (或 P(t), 如 果 你 喜欢 ) 是 
在 时 刻 t 时 的 总 体 , 并 设 是 增长 常数 . P 的 微分 方程 为 
dP 
dt 
这 和 上 述 框 中 的 微分 方程 是 一 样 的 ， 除了 一 些 符号 的 改变 外 .我 们 有 PP 而 不 是 
y; 我 们 有 t 而 不 是 z， 这 不 要 紧 , 我 们 善于 适应 环境 ; 我 们 就 在 解 y = Ae** 中 
做 同样 的 改变 . 结果 是 对 于 某 个 常数 4, P = Aet*t， 现 在 , 当 t = 0 时 , 我 们 有 
己 = Ae*(0) = he(0) = 4, 因为 eo? = 1. 这 意味 着 , 4 是 初始 的 总 数 , 即 , 在 时 刻 0 时 
的 总 体 . 惯例 上 , 我 们 也 要 重新 标示 变量 . 我 们 写 媚 来 代替 4, 它 表示 在 时 刻 0 时 
的 总 体 . 总 之 , 我 们 已 经 求 出 
指数 增长 方程 : P(t) = Foekt， | 
请 记 住 , 马 是 初始 的 总 数 , & 是 增长 常数 . 
此 公式 很 容易 应 用 到 实际 中 , 只 要 你 知道 指数 和 对 数 法 则 ( 见 上 述 的 9.1.1 节 
和 9.1.4 节 ). 例如 , 如 果 你 知道 三 年 前 兔子 的 总 数 是 1 000 只 , 而 现在 增长 至 64 000 
只 , 那么 , 从 现在 开始 , 一 年 之 后 总 数 会 怎样 变化 昵 ? 此 外 , 总 数 从 1 000 增长 至 
400 000 需要 多 长 时 间 呢 ? 
好 吧 , 我 们 有 玉 = 1 000, 因为 这 是 初始 的 总 数 . 故 上 述 的 框 中 方程 变 为 P(t) = 
1 000e*t, 问题 是 , 我 们 不 知道 & 是 什么 . 而 我 们 知道 的 是 , 当 t+ = 3 时 , 已 = 64 000， 
因此 , 我 们 将 其 代入 : 


= EkP. 


64 000 = 1 000esz. 
这 意味 着 , e3* = 64. 我 们 对 两 边 取 对 数 得 到 3k = im (64), 故 = sn (64). 事实 上 ， 
如 果 你 写 In (64) = In (26) = 61n (2), 那么 你 可 以 将 其 化 简 为 = = oln02 ). 这 意味 
着 , 对 于 任意 的 时 刻 4 

P(t) = 1 000e2™(2)t 
现在 , 我 们 可 以 求解 该 问题 了 . 对 于 第 一 部 分 , 我 们 想 要 知道 从 现在 开始 的 一 年 中 
会 发 生 什么 情况 . 这 事实 上 是 从 初始 时 刻 开始 的 4 年 时 间 , 故 设 t= 4. 我 们 得 到 

P(4) = 1 000e2™(2)x4 一 1 000e8™(2). 

现在 , 我 们 有 一 个 小 穿 门 : 将 8In (2) 写作 In (28) = In (256), 故 
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P(4) = 1 000em(256) = 1 000 x 256 = 256 000. 


这 里 我 们 使 用 了 重要 的 公式 , 对 于 任意 的 数 4 > 0, em(4) = 4. 结论 是 , 从 现在 开 
始 之 后 的 一 年 , 总 数 将 变 为 256 000. 现在 , 我 们 来 处 理 问题 的 第 二 部 分 . 我 们 想 要 
知道 需要 多 长 时 间 总 数 会 增 至 400 000, 故 设 P = 400 000, 得 到 
400 000 = 1 000e2 in(2)， 

这 变 为 ezm(G = 400. 为 了 求解 这 一 方程 , 我 们 对 等 式 两 边 取 对 数 , 得 到 21n (2)t = 
ln (400), 这 意味 着 

; — In(400) 

2ln(2) 

这 就 是 总 体 从 1 000 增 至 400 000 所 需 年 数 , 但 这 并 不 是 很 直观 的 . 你 可 以 使 用 计 
算 器 算出 一 个 近似 值 . 但 假设 你 手边 没有 的 话 , 你 就 需要 知道 mn (5) 近似 为 1.6, 而 
ln (2) 近似 为 0.7. 我 们 先 写 出 400 = 202, 这 样 mm (400) = In (20?) = 2ln (20). 然而 ， 
我 们 甚至 可 以 做 得 更 好 , 即 In (20) = In (4 x 5) =In(4)+In(5) =2In(2)+in(5). 综 
上 所 述 , 我 们 得 到 


;2 Ja(400) _ 2(21n(2) + In(5) _ ,In(5) 
21n(2) 21n(2) In(2) 
使 用 近似 值 , 得 到 
te2+i =2+ 站 =45. 
因此 , 尽管 需要 4 年 总 数 才 能 达到 256 000, 但 只 需要 大 约 再 有 七 分 之 二 年 一 - 大 


概 3 个 半月 一 一 来 达到 400 000 的 总 数 . 这 就 是 指数 增长 的 力量 .……… 
9.6.2 ”指数 衰退 


让 我 们 反 转 一 切 来 看 看 指数 衰退 吧 . 为 了 设置 场景 , 我 来 告诉 你 , 我 们 有 特定 
的 原子 , 它们 是 放射 性 的 . 它们 像 小 的 定时 炸弹 : 一 段 时 间 后 , 它们 拆 分 成 不 同 的 
原子 , 同时 释放 出 能 量 . 唯一 的 问题 是 , 你 绝 不 会 知道 它们 何 时 拆 分 (我 们 不 说 “ 拆 
分 ”而 说 “衰退 ”). 你 所 知道 的 就 是 在 一 个 给 定 的 时 间 上 , 存在 衰退 将 会 发 生 的 一 
个 特定 的 概率 . 

例如 , 你 或 许 有 一 种 特定 类 型 的 原子 , 它 在 任意 的 7- 年 的 周期 内 衰退 的 概率 是 
50%. 因此 , 如 果 在 一 个 盒子 里 你 有 这 些 原 子 当中 的 一 个 , 关上 盒子 , 并 在 7 年 后 打 
开 它 , 那么 它 已 经 衰退 的 概率 就 是 50 -- 50. 当然 , 看 到 一 个 单独 的 原子 相当 难 ! 因 
此 , 我 们 假设 , 更 现实 一 点 , 你 有 一 万 亿 个 原子 (顺便 说 , 这 仍 是 原料 中 的 极 小 的 一 
点 .). 你 将 它们 放 入 盒子 , 7 年 后 回来 . 你 期 待 发 现 什 么 ? 好 吧 , 大 概 有 一 半 的 原子 
应 该 已 经 衰退 了 , 而 另 一 半 仍 是 完好 的 . 因此 , 你 应 该 有 大 概 一 万 亿 的 一 半 的 原始 
的 原子 . 再 过 7 年 , 你 又 返回 将 是 什么 样 的 呢 ? 一 半 的 剩余 的 原始 的 原子 会 仍然 完 


9.6 指数 的 增长 和 衰退 177 


好 , 即 留 给 你 的 是 一 万 亿 的 四 分 之 一 的 原始 的 原子 . 每 隔 7 年 , 你 失去 所 剩 样本 的 
因此 , 让 我 们 试 着 写 出 一 个 方程 来 对 该 问题 建 模 . 如 果 P(t) 是 原子 在 时 刻 t 
的 数量 (总 数 ? ), 那么 我 断言 , 对 于 某 个 常数 &， 
dP 
dt 
这 说 的 是 , PP 的 变化 率 是 P 的 负 倍数 . 即 PP 是 以 一 个 和 忆 成 比例 的 速率 衰退 的 . 
你 拥有 的 原子 数 越 多 , 它们 衰退 得 就 越 快 , 这 和 上 述 的 例子 是 一 致 的 : 在 第 一 个 了 
年 中 , 我 们 失去 了 一 万 亿 原 子 中 的 一 半 , 而 在 下 一 个 7 年 中 , 我 们 只 失去 了 一 万 亿 
的 四 分 之 一 的 原子 , 再 过 7 年 , 我 们 只 会 失去 一 万 亿 的 八 分 之 一 的 原子 . 我 们 拥有 
的 越 多 , 失去 的 也 就 越 多 . 不 管 怎样 ,上述 微分 问题 的 解 是 
P(t) = Pe kt 
其 中 , PP 是 原子 的 原始 数量 (在 1 = 0 时 ). 这 和 上 一 节 中 指数 增长 的 方程 是 一 样 
的 , 除了 我 们 用 一 个 负 的 常数 -k 替换 了 增长 常数 &, 它 被 称 为 衰退 常数 . 
在 上 例 中 , 我 们 知道 对 于 任何 的 原子 的 样本 , 需要 7 年 时 间 数 量 才 会 减 半 . 这 个 
时 间 长 度 被 称 为 原子 (或 原料 ) 的 半 训 期 在 上 述 方程 中 , 这 意味 着 ， 如 时 你 开始 有 
媚 个 原子 , 那么 7 年 后 , 你 会 有 =P 个 原子 . 因此 , 设 上 = 了 7 且 上 式 中 P(7)= Pi， 
我 们 有 


=—_kP 


3 = Poe *(). 
现在 , 我 们 从 等 号 两 边 删除 因子 P 并 对 两 边 取 对 数 , 得 到 


In (3) 一 一 7K. 
由 于 In (1/2) = In (1) 一 In(2) = 一 ln (2), 上 述 方程 变 为 
这 意味 着 , 在 这 种 情况 下 ， 
P(t) = Poe—t(n(2)/7) 
现在 , 我 们 将 以 上 情况 一 般 化 . 假设 , 你 有 一 些 其 他 的 放射 性 原料 , 它们 的 半 误 
期 是 tj 年 . 这 意味 着 , 任何 大 小 的 原料 的 样本 的 一 半 会 在 ba/a 年 后 衰退 . 但 并 
不 是 说 下 和 样本 会 在 两 倍 的 那 人 多 下 各 不 管 怎样 , 依据 和 上 一 段 中 相同 的 理 


[ 训 带 有 半衰期 与 的 放射 性 的 衰退 , P(t) = Poe-* 其 中 大 = pe. 
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例如 , 如 果 原 料 的 半衰期 仍 是 7 年 , 开始 时 你 有 50 磅 原料 , 10 年 后 你 会 有 多 少 呢 ? 
并 且 和 需要 多 和 久 你 的 原料 会 减少 为 1 磅 呢 ? 我 们 知道 js = 7, 故 上 = ln (2) /7, 这 正 
如 我 们 之 前 所 见 . 由 于 忆 = 50( 单 位 : 磅 ), 衰退 方程 P(t) = Poe-*t 变 为 

P(t) = 50e~t(1n(2)/7). 
故 当 t= 10 时 , 我 们 有 

P(10) = 50e—10n(2)/7. 
即 , 我 们 的 原料 缩减 为 50e-1019(2)/7 磅 . 如 果 我 们 使 用 上 面 的 近似 值 In (2) 兰 0.7, 那 
么 我 们 看 到 我 们 有 大 约 50e-1! 磅 , 我 们 可 以 继续 将 它 近似 为 大 概 18.4 磅 . 

至 于 问题 的 第 二 部 分 , 现在 我 们 需要 求 出 需要 多 久 我 们 的 原料 会 缩减 为 1 磅 ， 
故 在 上 面 P(t) 的 方程 中 设 P(t) = 1, 我 们 得 到 
1 = 50e~t(1n(2)/7). 


jn ( 广 ) = -所 名 


由 于 In (1/50) = 一 In(50), 我 们 有 一 71n (50) = -tin(2). 即 ， 
_ 7In(50) 
ln(2) 
我 们 可 以 使 用 之 前 的 近似 值 m(5) 兰 1.6 和 In(2) 兰 0.7 对 此 进行 估算 . 我 们 写 
In (50) = In (2 x 5 x 5) = In(2) +21n(5), 看 到 


两 边 同 除 以 50 并 取 对 数 , 得 


;Tin(50) _ 70n(2) + 21n(5)) _ 7 , 14In(5) 
np) | In(2) 和 In(2) 
~ 14(1.6) 

关 十 07 ， 


其 结果 是 39 年 . 因此 , 样本 大 概 需要 39 年 从 50 磅 衰退 到 1 磅 . 顺便 说 的 是 , 39 
年 比 5 个 半衰期 (由 于 一 个 半衰期 是 7 年 ) 多 一 点 . 因此 , 如 果 你 有 50 磅 的 不 同 
的 原料 , 其 半衰期 为 10 年 , 那么 , 该 原料 将 需要 比 55 年 多 一 点 的 时 间 衰 退 到 1 磅 . 
(实际 的 数量 是 10 ln (50) /ln (3) 年 , 这 非常 接近 于 563 年 ) 


9.7 双 曲 函数 


我 们 改变 一 下 行径 , 来 探讨 一 下 所 谓 的 双 曲 函数 吧 . 事实 上 , 这 些 就 是 伪装 的 
指数 函数 , 但 它们 在 很 多 方面 都 和 三 角 函 数 非常 相似 . 我 们 不 会 使 用 太 多 的 双 曲 函 
数 , 但 它们 偶尔 会 出 现 , 因此 最 好 还 是 熟悉 一 下 它们 吧 . 

我 们 先 来 定义 双 曲 余弦 函数 和 双 曲 正弦 函数 : 
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Pr = ez 十 e ” ez 一 ee 

cos h(x) = 3 3 

我 们 不 需要 三 角形 ! 毕竟 , 这 根本 不 是 三 角 学 ”这些 函数 的 行为 有 些 像 普 通 的 函数 ， 
但 不 完全 是 . 例如 , 如 果 你 平方 cosh (zx) 和 sinh (zx), 你 会 发 现 


sinh(z) = 


z —z\2 27 一 27 2 
cs2 = 人 te ) _e te 十 ， 


er _ er-z 2 2% -27 
a - 宅 e 
(我 们 使 用 了 e*e-” = 1 的 事实 .) 不 管 怎样 , 我 们 取 这 两 个 量 的 差 : 


27 一 27 27 一 27 _ 
cosh2(z) —sinh2(z) = e+e +2 ete 2_4_] 


4 4 4 
这 样 我 们 就 证 明了 , 对 于 任意 的 zx， 


| ees AP2(Z) 一 sin Ah2(z) = 1 | 
这 和 原来 的 三 角 恒 等 式 不 太一 样 一 一 减 号 造成 了 所 有 的 差异 . (事实 上 , zz -好 =1 
是 一 个 双 曲 方程 .) 
微 积分 的 性 质 如 何 呢 ? 我 们 来 对 y = sinh (x) 求 导 . 我 们 需要 知道 , e-* 的 导 
数 是 —e 72: 


dz dz 2 


因此 , 双 曲 正弦 的 导数 就 是 双 曲 余弦 . 这 就 好 像 原来 的 常规 正弦 和 余弦 的 情况 . 另 
一 方面 ， 


sinh(z) = d 6 一 。 ) - = cosh(z). 


d d Aer 十 e ”™ ez 一 e- TT , 
Hr "os h(z) = £( 3 ) 一 5 = sinh(z). 


如 果 这 些 是 普通 的 三 角 函 数 的 话 , 那么 , 其 导数 将 是 负 的 双 曲 正 终 , 但 是 我 们 在 这 
里 没有 负 号 . 不 管 怎 样 , 我 们 证 明了 


攻 sinh(x) = cos ha 及 四 cosh(z) = Sin hl | 


现在 , 我 们 来 看 看 这 些 函 数 的 图 像 吧 . 首先 , 你 应 该 试 着 让 自己 相信 , cosh (xz) 是 > 
的 偶 函 数 , 而 y = sinh (x) 是 z 的 奇 函 数 . (只 需 将 -zx 代入 看 看 会 发 生 什么 就 一 目 
了 然 了 .) 此 外 , cosh(0) =1 且 sinh(0) = 0( 请 检验 ). 最 后 , 我 们 注意 到 


@@ 事实 上 , 我 们 有 一 个 几何 的 分 支 , 称 为 双 曲 几何 学 , 其 中 , 三 角形 有 古怪 的 性 质 , 这 就 引出 了 双 曲 函 
数 . 


NS 


180 第 9 章 指数 函数 和 对 数 函 数 


im cosh(x) = im to. 
ez 趋 于 co, 而 e-* 趋 于 0. 全 部 的 效果 就 是 极限 是 oo. 同 理 适用 于 sinh (zx), 因此 ， 
其 图 像 看 起 来 一 定 如 图 9-4. 


4 = cosh(7z) y= sinh(7z) 
] 


9-4 


当然 , 你 可 以 用 sinh (zx) / cosh(z) 来 定义 tanh (7x), 还 有 倒数 sech (zx)、csch(z) 及 
coth (z). 我 们 可 以 通过 用 适当 的 指数 函数 做 替换 对 双 曲 正 割 、 双 曲 余 割 和 双 曲 余 
切 函数 进行 求 导 . 例如 ， 


sec h(z) = 1 ! 2 


cosh(z) ”ez 十 ez ”是 十 ez， 
2 
你 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 或 乘积 法 则 对 它 求 导 . 我 们 还 有 联系 这 些 函数 的 恒等式 ， 


最 重要 的 一 个 就 是 


1 一 tanjh2(z) = sec hz2(z). 


这 可 以 直接 从 恒等式 cos h2 (z) - sinh (z) = 1 中 推出 , 两 边 同 除 以 cosh? (zx). 现 
在 , 我 要 列 出 其 他 双 曲 函数 的 导数 并 展示 它们 的 图 像 了 一 一 我 留 给 你 的 是 检验 所 
有 的 导数 并 检验 至 少 一 个 图 像 是 有 意义 的 . 首先 是 导数 : 


d 2 d 一 

35 tan h(x) = sec h’ (zx) 元 sec h(x) = 一 Sec h(z) tan h(x) 
de h(z) = 一 csc h(x)coth(z) 工 cot h(x) = 一 csc h2(7) 
dz 加 dz 加 


现在 来 看 看 图 9-5: 
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y 一 csc h(x) y= cot h(z) 


图 9-5 


由 函数 的 定义 , 你 可 以 看 到 ， 除了 双 曲 余弦 和 双 曲 正 割 是 偶 函 数 外 , 所 有 的 双 曲 三 
角 函 数 都 是 奇 函 数 . 这 和 原来 常规 的 三 角 函 数 的 情况 相同 ! 此 外 , y = tanh (zx) 和 
y 二 coth(z) 都 在 y=1 和 ?= -1 处 有 水 平 渐 近 线 , 而 y = sech (x) 和 y = csch (x) 
在 y=0 处 都 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 


第 10 章 。 反 函数 和 反 三 角 函 数 


在 上 一 章 中 , 我 们 研究 了 指数 函数 和 对 数 函 数 . 我 们 几经 周折 后 得 到 一 个 事实 ， 
就 是 er 和 in (z) 互 为 反 函 数 . 在 本 章 , 我 们 将 要 讲述 一 些 反 函数 更 一 般 的 性 质 , 然 
后 更 详细 地 研究 反 三 角 函 数 (及 双 曲 函数 ). 以 下 就 是 我 们 的 计划 . 

。 使 用 导数 证 明 函 数 有 反 函 数 ; 

。 求 反 函数 的 导数 ; 及 

e。 反 三 角 函 数 , 一 对 一 ; 

。 反 双 曲 函数 ， 


10.1 导数 和 反 函 数 


在 1.2 节 中 , 我 们 回顾 了 反 函 数 的 基本 知识 . 我 强烈 建议 你 在 继续 阅读 之 前 再 
快速 地 浏览 那 节 , 让 自己 熟悉 一 般 思 想 . 既然 我 们 了 解 一 些微 积分 , 我 们 就 可 以 研 
究 更 多 的 内 容 . 特别 是 , 我 们 将 要 探索 导数 和 反 函 数 之 间 的 两 个 联系 . 


10.1.1 ”使 用 导数 证 明 反 函数 存在 


假设 , 有 一 个 可 导 函 数 f, 它 的 导数 总 是 正 的 . 你 认为 该 函数 的 图 像 会 是 什么 
样 的 呢 ? 好 吧 , 切线 的 斜率 必定 处 处 为 正 , 故 该 函数 不 可 能 向 上 或 向 下 倾 : 当 我 们 
从 左 向 右 看 时 , 它 必须 是 向 上 的 . 换 句 话说 , 该 函数 一 定 是 递增 的 . 

在 下 一 章 中 ( 见 11.3.1 节 及 11.2 节 ) 我 们 会 证 明 这 个 事实 , 但 至 少 是 看 起 来 ， 
它 应 该 是 正确 的 . 不 管 怎样 , 如 果 函 数 总 是 递增 的 , 那么 它 一 定 满足 水 平 线 检 验 . 
没有 水 平 线 可 以 和 y = f (x) 相交 两 次 . 由 于 f 满足 水 平 线 检验 , 所 以 我 们 知道 f 
有 反 函 数 . 这 就 给 我 们 提供 了 很 好 地 证 明 一 个 函数 有 反 函 数 的 策略 : 证 明 它 的 导数 
在 其 定义 域 上 总 为 正 . 

例如 , 我 们 假设 

f(r) = B23 22+ 5 11 


其 定义 域 为 R (整个 实 轴 )，/ 有 反 函 数 吗 ? 如 果 在 方程 y 二 4x3 一 x2 二 52 一 11 中 
调换 z 和 yy, 然后 试 着 求解 y, 这 样 真 的 会 很 混乱 . (你 试 着 俄 做 看 ! ) 证 明 f 有 有 反 
函数 的 一 个 更 好 的 方法 就 是 求 其 导数 . 我 们 得 到 

f(x) = 722 — 27+5, 
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那 又 怎么 样 昵 ? 好 吧 , f' 就 是 一 个 二 次 函数 . 它 的 判别 式 为 -16, 这 是 负 的 , 因此 , 方 
程 f(z) = 0 无 解 . (判别 式 的 回顾 请 见 1.6 节 .) 这 意味 着 ，P"(z) 一 定 总 为 正 或 总 为 
负 , 因为 它 的 图 像 不 可 能 跨越 z- 轴 . 那 好 , 它 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 由 于 户 (0) = 5， 
它 一 定 为 正 ,2 即 , 对 于 所 有 的 zx, f' (z) > 0. 这 意味 着 , f 是 递增 的 . 特别 是 , f 满 
足 水 平 线 检验 , 因此 , 它 有 反 函 数 . 

我 们 已 经 看 到 , 对 于 所 有 的 在 其 定义 域 中 的 x, 如 果 f' (xz) > 0, 那么 /有 反 函 
数 . 这 里 还 有 一 些 变化 . 例如 , 对 于 所 有 的 z, 7 (zx) < 0, 那么 y = f(z) 的 图 像 是 
递减 的 ， 尽 管 如 此 , 水 平 线 检验 仍然 适用 (虽然 图 像 是 一 直 向 下 ), 因此 , 它 不 可 能 
返回 向 上 并 和 同样 的 水 平 线 相交 两 次 . 另 一 个 变化 是 , 其 导数 在 某 个 位 置 可 能 是 0， 
但 其 他 地 方 都 是 正 的 . 这 没有 问题 , 只 要 其 导数 不 在 0 上 逗留 太 和 久 . 以 下 就 是 我 们 
对 情况 的 总 结 : 

导数 和 反 函 数 : 如 果 了 在 其 定义 域 (a,5) 上 可 导 且 满足 以 下 条 件 中 的 任意 
一 条 : 
(1) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 中 的 zx, f' (x) > 0; 
(2) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 中 的 zx, f' (zx) < 0; 
(3) 对 于 所 有 的 在 (a,b) 中 的 z, f'(z) > 0 且 对 于 有 限 个 数 的 x, f' (zx) = 0; 
(4) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 中 的 z, f'(z) < 0 且 对 于 有 限 个 数 的 x, f(z) = 0， 
那么 f 有 有 反 函 数 . 如 果 其 定义 域 是 [a, 中 、[a,5) 或 (a,9 的 形式 , 且 f 在 整个 定义 域 
上 连续 , 那么 如 果 f 满足 上 述 四 个 条 件 中 的 任意 一 条 , 它 仍 然 有 反 函 数 . 

还 有 一 个 例子 . 假设 在 定义 域 (0, n) 上 g(x) = cos (xz). g 有 反 函 数 吗 ? 好 吧 ， 
g' (z) = 一 sin (x). 我们 知道 , 在 区 间 (0,x) 上 , sin (x) > 0 一 一 如 果 你 不 相信 和 的话 
就 请 看 看 它 的 图 像 吧 ， 由 于 g' (xz) = 一 sin (z), 我 们 看 到 , 对 于 所 有 (0,r) 中 的 zx， 
9' (z) < 0. 这 意味 着 , g 有 反 函 数 . 事实 上 , 我 们 知道 在 整个 的 [0, 7] 上 g 有 反 函 数 ， 
因为 9 在 那里 是 连续 的 . 基本 思想 是 9(0) = 1, 故 9 始 于 高 度 1; 由 于 当 0<zx<x 
时 , 9 (z) < 0, 我 们 知道 9 会 立即 变 得 低 于 1. 由 于 g (x) = -1, g (zx) 的 值 会 下 降 至 
一 1, 不 会 两 次 到 达 同 一 个 值 . 因此 在 整个 [0, x] 上 9 有 反 函 数 . 我 们 将 在 10.2.2 节 
中 回 到 这 个 特殊 的 函数 上 . 

最 后 , 在 整个 及 上 令 h(x) = zx3. 我 们 知道 jv (z) = 3z?, 它 不 可 能 是 负 的 . 因 
此 , 对 于 所 有 的 zx, h’' (x) > 0. 幸运 的 是 , 仅 当 z = 0 时 r(xz) = 0, 故 只 有 一 点 使 得 
h' (zx) = 0. 这 就 没 问 题 了 , 因此 , h 仍然 有 反 函 数 ; 事实 上 , hl (zx) = 3z. 


10.1.2 ”导数 和 反 函 数 : 可 能 出 现 的 问题 
我 们 注意 到 , 我 们 的 函数 的 导数 可 以 偶尔 是 0, 该 函数 仍然 可 以 有 反 函 数 . 为 


QD 另 一 个 证 明 方法 是 配方 : z2 一 2x 十 5 二 (x 一 1)? 十 4 > 0, 因为 所 有 平方 (如 (z 一 1)?) 都 是 非 负 
的 . 


© 
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什么 不 能 有 更 多 的 z 使 得 f(z) = 0 呢 ? 例如 , 假设 了 定义 如 下 


一 2 十 1， 如 果 zx < 0， 
f(z)= 4 1, 如 果 0 入 z < 1 
zZ2 一 2 十 2， 如 果 z > 1 


当 z < 0 时 , 我 们 有 了 (x) = 一 2z, 它 是 正 的 (因为 
z 是 负 的 !). 当 0 < xz < 1 时 , 我们 有 f' (zx) = 0; 当 
Zz > 1 时 , 我 们 可 以 看 到 f' (x) = 27 一 2 = 2 (zx 一 1), 
这 一 定 是 正 的 . 此 外 , 函数 值 和 导数 值 在 连接 点 x = 
0 和 x = 1 处 是 相 匹配 的 , 这 样 , 我 们 就 证 明了 f 
可 导 且 对 于 所 有 的 x, f' (x) > 0. (原因 请 参见 6.6 
节 .) 不 幸 的 是 , 水 平 线 检验 没有 通过 , 故 不 存在 反 
函数 ! 我 们 来 检验 一 下 图 10-1: 101 
水 平 线 y = 1 和 该 图 像 有 无 数 次 相交 (在 | 
z= 二 0 和 z= 1 之 间 包 插 这 两 点 的 每 一 点 上 都 
相交 ). 函数 f 在 [0,1 上 是 常数 , 这 和 对 于 那些 z，f' (x) = 0 的 事实 是 一 致 的 . 
这 里 还 有 另 一 个 潜在 的 问题 . 10.1.1 节 中 的 那 四 个 条 件 都 要 求 定义 域 是 一 个 如 
同 (a,b) 的 区 间 . 如 果 定 义 域 不 在 一 起 会 怎样 呢 ? 不 幸 的 是 , 要 是 那样 的 话 , 结论 就 
会 全 都 不 成 立 了 . 例如 , 如 果 f(z) = tan (x), 那么 f(z) = sec? (z), 这 不 可 能 是 负 
的 ; 然而 , 从 图 像 中 你 可 以 看 到 y = tan (z) 不 满足 水 平 线 检验 . (y = tan (z) 的 图 像 
请 见 10.2.3 节 .) 因此 , 上 一 节 所 述 方法 在 这 里 不 适用 , 一 般 来 说 , 就 是 当 你 的 函数 
有 不 连续 点 或 垂直 渐 近 线 的 时 候 . 


10.1.3” 求 反 函 数 的 导数 


如 果 你 知道 函数 f 有 反 函 数 , 我 们 通常 称 之 为 -1, 那么 其 反 函 数 的 导数 是 什 
入 昵 ? 以 下 就 是 如 何 求解 ， 我们 以 方程 y = 万 !(z) 开始 .你 可 以 将 它 重 新 写作 
f(y) = z. 现在 我 们 对 方程 两 边关 于 z 作 隐 函数 求 导 会 得 到 
SW) = Ee) 
等 号 右边 很 容易 求解 , 它 就 是 1. 为 了 求解 左边 , 我 们 使 用 隐 函 数 求 导 ( 见 第 8 章 ). 
如 果 我 们 设 v = f (y), 那么 根据 链 式 求 导 法 则 (注意 du/dy = f'()), 我 们 有 
d _d _dudy yp dy 
3z (7)) 二 dz Tar f (W337: 
现在 , 等 式 两 边 同 除 以 /' (y), 我 们 得 到 以 下 定理 : 
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pA 
| nv- 三 :那么 于 -而 


如 果 你 想 要 用 zx 来 表达 所 有 项 , 那么 你 必须 用 广 : (y) 蔡 换 y, 得 到 


ET 


书面 上 说 , 这 意味 着 , 反 函数 的 导数 基本 上 就 是 原 函 数 导 数 的 倒数 , 除了 对 于 后 者 
你 必须 在 广 !(z) 人 不 二 全 x 上 做 估算. 

例如 , 设 f(z) = 2 一 x2 十 5z 一 11. 在 10.1.1 节 中 我 们 看 到 ， | 
有 反 消 数 . 如 果 我 们 设 y = 了 -1 (z), 那么 , 一 般 来 说 , dy/dzx 是 什么 呢 ? 当 z = -- 


时 它 的 值 是 什么 呢 ? 为 人 你 所 要 做 的 就 是 要 看 到 f' (z) = z2 一 2 十 5 
故 


dy 1 1 

dz f(y yay+s5 
注意 到 , 在 这 里 , 重要 的 是 要 用 y 替换 zx. 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 来 求解 第 二 部 分 
了 . 我 们 知道 z = -11, 但 y 是 什么 呢 ? 由 于 y = 广 !(z), 我 们 知道 f(y) = z. 根 
据 f 的 定义 , 我 们 有 


1 
3 -+5y—11=—ll. 


现在 很 明显 y = 0 是 该 方程 的 一 个 解 , 并 且 它 一 定 是 唯一 解 , 因为 反 函 数 存 在 . 
此 , 当 z= -1t 时 , 我 们 有 yy = 0, 县 

dy _ 1 1 _1 

dr -2y+5 (0)2—2(0)+5 5° 
更 正式 地 , 我 们 可 以 写 出 (f-1) (-11) = 1/5. 

现在 , 我 们 假设 h(z) = z3, 如 10.1.1 节 所 述 . 在 那里 我 们 看 到 了 疡 有 反 函 数 ， 

并 且 我 们 甚至 有 一 种 方式 可 以 将 它 写 成 : h-! (z) = z1/3. 当然 , 我 们 可 以 只 使 用 对 
za 关于 z 求 导 法 则 , 但 让 我 们 来 尝试 一 下 上 述 方法 吧 . 我 们 知道 hp’ (z) = 3z2; 如 
果 y==h-1(x), 那么 


gy_ 1 1 
dz hy) 3 
现在 , 我 们 可 以 通过 解 方 程 > = y? 来 求 y, 得 到 y = zl/3, 将 其 代入 上 述 方程 得 到 
d 1 
~ sy ~ Ba 
这 样 做 是 非常 笨拙 的 , 因为 我 们 可 以 只 对 y = z13 求 导 , 也 会 得 到 相同 的 答案 , 但 
却 不 需要 做 那么 多 的 工作 了 . 然而 , 知道 这 些 方法 都 可 以 求解 问题 还 是 很 不 错 的 . 
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在 我 们 继续 看 另 一 个 例子 之 前 , 让 我 们 来 注意 一 下 , 当 z = 0 时 , 反 函数 的 导 
数 不 存 在 , 因为 分 母 3z2/3 消失 为 零 . 因此 , 尽管 原 函 数 处 处 可 导 , 其 反 函数 不 一 定 
处 处 可 导 : 当 xz = 0 时 , 其 导数 不 存在 . 一 般 来 说 这 是 成 立 的 , 不 只 是 对 上 述 函数 
h， 如 果 你 有 一 个 函数 , 它 有 反 函 数 , 并 且 该 函数 在 点 (z,y) 处 的 斜率 为 0, 其 反 函 
数 在 点 (y,x) 处 的 斜率 将 会 是 无 限 的 , 如 图 10-2 所 示 . 


斜率 在 (y, z 处 是 无 限 的 


10-2 


有 了 时候 你 对 一 个 函数 的 了 解 不 多 , 但 是 你 仍然 可 以 找 出 一 些 有 关 其 反 函 数 的 导 
数 的 信息 . 例如 , 假设 你 知道 对 于 一 些 可 道 函 数 f, 有 g(z) = sin(f-1(z)), 而 你 仅 知 
道 了 是 了 (nm) =2 及 (x) = 5. 事实 上 , 这 些 信息 足够 求 出 9(2) 和 9 (2) 的 值 了 . 
特别 是 , 由 于 f (r) = 2 及 可逆, 我 们 有 f-! (2) = x 故 g(2) = sin (f/~1(2)) = 
sin (x) = 0. 此 外 , 根据 链 式 求 导 法 则 及 以 上 的 框 中 关于 (f-!) (zx) 的 公式 , 我 们 有 

gg = cos(f (0) x (FY() = eos(f (9) x FRI 
将 z=2 代入 且 由 f-!1(2) = 及 f(x) = 5, 我 们 得 到 
; 加 _ 1 
9 (2) cos(f 1(2)) x f'(f-1(2)) 
请 确保 你 知道 以 上 形式 的 反 函 数 的 导数 公式 ! 
10.1.4 ”一 个 重要 的 例子 


让 我 们 以 一 个 例子 结束 本 节 , 它 涉 及 了 我 们 目前 为 止 在 本 章 看 到 的 大 多 数 的 定 
理 . 假设 


= cosmx Fi — 1X3- 


f(z) = z2(z 一 5)3 定义 域 [2, cc) 
以 下 是 我 们 想 要 做 的 : 
(1) 证 明 f 可 道 ; 
(2) 求 出 反 函 数 f-! 的 定义 域 和 值 域 ; 
(3) 检验 f (4) = 一 16; 
(4) 计算 (/-!) (16). 
对 于 #l, 我 们 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 会 看 到 
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f'(7) 一 2z(z 一 5)3 二 3z2(z 一 5)2. 
注意 到 , z 和 (z ~ 5)” 是 右边 两 项 的 因子 , 我 们 可 以 将 它 重新 写作 
f(x) = zx(z — 5)2(2(2 — 5)+37) = 7z(z— 5)(52— 10)= 5z(z 一 5)2(z — 2). 
当 z > 2 时 (要 知道 , f 的 定义 域 是 [2, oo0)), 所 有 这 三 个 因子 5zx, (zx 一 5)? 及 (x 一 2) 
都 是 非 负 的 , 因此 它们 的 乘积 也 是 非 负 的 . 我 们 证 明了 在 (2, oo0) 上 f(z) > 0. 此 
外 , 在 此 定义 域内 , 唯一 一 处 使 得 f' (x) = 0 的 点 就 是 x = 5. 由 于 f 在 [2,co) 上 连 
续 , 10.1.1 节 中 的 方法 证 明 f 有 反 函 数 . 
让 我 们 来 看 看 #2. 反 函 数 f-! 的 值 域 就 是 /的 定义 域 , 它 当然 是 [2, co). 可 是 
f-! 的 定义 域 更 难 求 . 事实 上 , 广 :! 的 定义 域 就 是 的 值 域 , 因此 , 我 们 需要 做 些 工 
作 来 求 这 个 值 域 . 但 这 不 是 什么 大 不 了 的 . 我 们 知道 f 总 是 递增 的 , 因此 这 意味 着 
f (2) 是 最 低 点 . 即 , 该 函数 始 于 高 度 f (2), 也 就 是 2 x (-3)? = -108, 且 递 增 向 上 . 
它 能 上 升 多 高 呢 ? 当 zx 变 得 越 来 越 大 的 时 候 , f 也 会 如 此 一 一 它 的 上 升 是 没有 极 
限 的 . 这 意味 着 , f 覆盖 了 从 一 108 向 上 的 所 有 的 数 , 故 f-! 的 定义 域 和 f 的 值 域 
相同 , 就 是 [--108, oo]. 
我 们 仍然 需要 求解 问题 的 后 两 部 分 . 对 于 #3, 很 容易 计算 得 出 f (4) = -16, 这 
意味 着 广 ! (-16) = 4. 我 们 继续 来 看 看 #4, 如 果 y = 广 :(z), 那么 我 们 知道 
dy 1 1 


dz f(y) 5y(y—5)2(y—2) 
当 z= 一 16 时 , 从 #3 部 分 我 们 知道 y = 4. 将 它们 代入 , 我 们 得 到 
d 1 1 
五 ~ (DW(4— 5)2(4—2) 40° 
我 们 求解 了 该 问题 的 所 有 部 分 , 但 是 非常 有 益 的 是 画 出 y = zx? (x - 5)? 的 图 像 , 这 
样 我 们 就 会 得 到 一 个 基本 思想 , 即 在 这 里 我 们 究竟 完成 了 什么 . 在 12.3.3 节 中 , 我 
们 将 返回 此 例 并 对 画图 作 一 个 彻底 的 考虑 , 但 其 间 我 们 仍然 可 以 获得 一 个 有 关 图 像 
特征 的 重要 思想 . 让 我 们 首先 在 定义 域 R 上 进行 操作 , 最 后 限制 到 [2, co) 上 . 以 下 
是 我 们 所 知 的 : 
。 为 了 求 y 轴 截 距 , 将 z = 0 代入; 我 们 得 到 y = 0? x (0 一 5)2 = 0. 故 y 轴 截 
距 在 0. 
。 为 了 求 z 轴 截 距 , 设 zz (x 一 5)” = 0; 我 们 求 出 xz =0 或 xz = 5. 这 些 是 z 轴 
截 距 . 
。 当 z 接近 于 0 时 , 量 (z - 5)” 非常 接近 (-5)? = -125, 故 x2 (x 一 5)? 应 该 
十 分 接近 -125z2. 该 图 像 应 该 体现 这 一 事实 . 
。 当 z 接近 于 5 时 , 我 们 看 到 z2 也 非常 接近 25, 故 该 曲线 的 行为 如 同 25 x 
(z 一 5). y= 25 x (zx 一 5)? 的 图 像 就 像 是 y= za 的 图 像 , 除了 向 右 平移 5 个 
单位 并 垂直 拉 伸 25 倍 . 因此 , 我 们 也 要 将 这 些 信息 咀 入 图 像 中 . 
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总 之 , 看 到 图 10-3 我 们 并 不 感觉 惊奇 (我 将 该 图 像 的 > < 2 的 部 分 画 成 了 虚线 ; 还 
要 注意 的 是 , 坐标 轴 带 有 不 同 的 尺度 ). 


图 10-3 


该 图 像 和 函数 f 在 受 限定 义 域 [2,co) 上 可 道 是 一 致 的 , 还 有 , f 在 此 受 限 定义 域 
[2, co) 上 的 值 域 确实 是 [一 108, co). 


10.2 ” 反 三 角 函 数 


现在 , 该 是 到 了 研究 反 三 角 函 数 的 时 候 了 . 我 们 将 看 到 如 何 定义 反 三 角 函 数 、 
它们 的 图 像 如 何以 及 如 何 对 它们 求 导 . 让 我 们 一 个 一 个 地 研究 , 首先 从 反正 弦 开 始 . 
10.2.1 反正 弦 函 数 


首先 , 我 们 再 来 看 一 下 图 10-4 所 示 的 y = sin (z) 的 图 像 : 


10-4 


正弦 函数 有 反 函 数 吗 ? 从 图 10-4 中 你 可 以 看 到 它 不 满足 水 平 线 检验 . 事实 上 , 每 一 
条 高 度 在 -1 和 1 之 间 的 水 平 线 和 图 像 相交 无 穷 多 次 , 这 比 我 们 可 以 容忍 的 零 次 或 
一 次 要 多 很 多 , 因此 , 使 用 在 1.2.3 节 中 描述 的 方法 , 我 们 尽 可 能 地 抛弃 部 分 定义 域 
使 得 剩余 部 分 通过 水 平 线 检验 . 有 很 多 选择 , 但 是 明智 的 一 个 是 将 定义 域 限制 为 区 
间 [--x/2, 7/2]. 其 效果 如 图 10-5 所 示 . 
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该 曲线 的 实 线 部 分 就 是 我 们 在 限制 定义 域 后 所 剩 的 全 部 . 很 明显 , 我 们 不 能 向 r/2 
的 右 侧 走 , 否则 我 们 就 开始 重复 在 曲线 上 /2 左 侧 的 值 . 在 -x/2 处 也 有 类 似 的 情 
况 . 因此 , 我 们 被 固定 在 了 我 们 的 区 间 里 . 

好 吧 , 如 果 f(z) = sin (z), 其 定义 域 为 [一 rz/2, /3, 那么 它 满足 水 平 线 检 验 ， 
故 它 有 反 函 数 f-!1. 我 们 将 广 !(z) 写成 sin-! (zx) 或 arcsin (z)， (注意 : 这 些 记 
号 的 第 一 个 看 起 来 有 些 混乱, 由 于 sin-! (x) 和 (sin (z))-! 不 是 一 回 事 , 尽管 如 此 ， 
sin? (£2) = (sin (x))? 及 sin? (x) = (sin (2))3.) 

那么 ， 反 正 芝 函 数 的 定义 域 是 什么 昵 ? 由 于 
f (z) = sin (z) 的 值 域 是 [1,1], 其 反 函 数 的 定义 域 
就 是 [一 1,1]. 还 因为 函数 /的 定义 域 是 [一 r/2, my/3] 
(因为 这 是 我 们 限制 的 定义 域 ), 其 反 函 数 的 值 域 就 
是 [x/2, /3]. 

那么 , y = sin-! (zx) 的 图 像 如 何 呢 ? 我 们 只 需 
要 取 受 限 的 y = sin (z) 的 图 像 并 将 它 关 于 镜像 直 

图 106 线 y = z 作 反 射 ; 如 图 10-6 所 示 . 
这 里 有 一 个 简洁 的 方法 来 记 住 如 何 画 这 个 图 像 . 首先 , 将 y = sin (z) 的 全 部 图 像 关 
于 直线 y = zx 作 反 射 , 然后 , 抛弃 图 像 中 除了 正确 部 分 以 外 的 所 有 图 形 . 图 10-7 显 
示 了 以 上 的 y = sin-! (zx) 的 图 像 为 什么 就 是 y 二 sin (zx) 图 像 的 翻转 . 

注意 到 , 由 于 sin (z) 是 z 的 奇 函 数 , 故 sin-! (z) 也 如 此 . 这 
和 以 上 图 像 是 一 致 的 . 

现在 , 我 们 来 对 反正 弦 函 数 求 导 . 设 y = sin-! (zx); 我 们 想 
要 求 dy/dz. 最 时 艇 的 方法 就 是 写 出 z = sin (y), 然后 对 两 边关 
于 z 进行 隐 范 数 求 导 : 

(0) = 和 Gin(g) 
左边 就 是 1, 但 右边 需要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 你 应 该 检验 一 下 是 
否 会 得 到 cos (y) (dy/dz). 因此 我 们 有 


dy 
1= costy) 7 图 10-7 


化 简 为 


dy 1 

dz cos(y) 
事实 上 , 使 用 10.1.3 节 中 的 公式 , 我 们 可 以 立即 将 它 写 出 . 现在 , 我 们 想 要 用 z 表示 
的 导数 , 而 不 是 y. 这 没 问 题 一 一 我 们 知道 sin (y) = z, 因此 , 求 cos (y) 应 该 不 会 
太 难 . 事实 上 , cos? (y) + sin2 (y) = 1. 这 就 导出 了 方程 cos (y) = 土 YV1 一 x2, 因此 我 
们 有 


dy _ + 1 

dz Vix? 
但 哪 一 个 是 呢 ? 正 的 还 是 负 的 ? 如 果 你 仔细 观察 以 上 的 y = sin-! (x) 的 图 像 , 你 就 
会 发 现 其 斜率 总 为 正 . 这 意味 着 , 我 们 必须 取 正 的 平方 根 : 


二 sn- = 有 对 于 -1<z< 加 


注意 到 , sin-1(z) 在 端点 x = 1 和 z = 一 1 处 不 可 导 , 甚至 在 单 侧 情况 下 也 如 此 , 这 
是 因为 分 母 V1 一 x? 在 这 两 种 情况 下 均 为 0. 
除了 导数 公式 和 上 述 图 像 , 还 有 一 个 关于 反 三 角 函 数 重要 事实 的 总 结 : 


sin~! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 为 [1, 1], 值 域 为 [-n/2, TV/ 3 


既然 你 有 了 一 个 新 的 导数 公式 , 在 使 用 乘积 法 则 、 商 法 则 及 链 式 求 导 法 则 时 , 你 就 
应 该 觉得 更 轻松 了 . 例如 ， 
(ein-1(72)) 及 (esin-1(23) 

对 于 第 一 个 问题 , 你 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 , 设 上 = 7z, 或 者 你 可 以 使 用 7.2.1 节 中 
的 结尾 部 分 的 原理 : 当 你 用 az 替换 x 时 , 你 必须 用 a 和 导数 相 乘 . 因此 , 我 们 有 
dnl72) 7x -一 
dz Vi—~(7z)? Vl- 49x2 
对 于 第 二 个 问题 , 首先 我 们 设 y = zsin 1 (x3); 此 外 , 将 = 及 vv=sin (zs3) 代 

入 , 结果 是 y = wv. 我 们 需要 使 用 乘积 法 则 , 得 到 : 
dy vd 十 ue = sin™!(z3)x1 + 

为 了 完成 求解 , 我 们 必须 求 出 du/dz. 由 于 v = sin-1 (za, 如 果 我 们 设 t = z3, 那 
么 v= sin-1(t). 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

dv dvdt __ 1 

dz didrx VIi-€& 
将 它 代入 上 一 个 方程 得 

dy 


dv 373 
ain™—l1/m3 cin—1l/m3 _ 
Iz = Sn 人 ) x1+2z = sin (Z”) 十 二 


3z? 37z2 


7 Vi 


(327) = 
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这 样 , 我 们 就 完成 了 求解 . 
10.2.2 ” 反 余 弦 函 数 
我 们 要 重复 上 一 节 的 过 程 来 理解 反 余弦 函数 . 首先 , y = cos (x) 的 图 像 如 图 


我 们 又 一 次 看 到 它 不 存在 反 函 数 . 这 次 , 受 限定 义 域 [~-n/2, xz/3] 不 再 适用 , 因为 在 
那里 不 满足 水 平 线 检 验 并 且 我 们 还 会 丢失 一 部 分 有 
用 的 值 域 . 在 上 图 中 , 你 已 可 以 看 出 介 于 [0,m] 的 部 
分 被 强调 了 , 而 且 这 部 分 满足 水 平 线 检验 , 因此 , 那 
就 是 我 们 要 使 用 的 . 我 们 得 到 一 个 反 函 数 , 将 它 写 
为 cos-! 或 arccos， 像 反正 张 一 样 , 反 余弦 的 定义 
域 是 [--1,1], 因为 那 是 余弦 的 值 域 . 另 一 方面 , 反 余 
弦 的 值 域 是 [0, zd], 因为 那 是 我 们 使 用 的 余弦 函数 的 
受 限 定义 域 . y = cos-1 (x) 的 图 像 (如 图 10-9 所 示 ) 
是 通过 y = cos (z) 关于 镜像 线 y = x 反射 形成 的 . 

注意 到 , 该 图 像 显 示 了 cos-! 既 不 是 偶 函 数 也 不 是 奇 函 数 . 
尽管 cos (xz) 是 z 的 偶 函 数 ! 不 管 怎样 , 如 果 你 不 记得 如 何 去 画 
以 上 图 像 , 你 就 先 在 旁边 画 出 cos (x) 的 图 像 , 然后 选取 在 值 域 
[0, 7] 上 的 那 部 分 , 如 图 10-10 所 示 . 

现在 我 们 要 对 y = cos-! (xz) 关于 x 求 导 了 . 我 们 要 做 和 上 
一 节 相 同 的 操作 . 首先 写 出 > = cos (y) 并 对 它 关 于 zx 进行 隐 范 
数 求 导 : 


图 10-9 


dq,,_d | 
(0) = (cosly)). 。 


dy _ 1 
dz sin(y)’ 
由 于 cos? (y) + sin2 (y) = 1, 且 z = cos(y), 我 们 有 sin (y) = 土 Y1 二 z5. 这 意味 着 ， 
dy 1 1 


dvVT -万 二 75 
不 像 反 正弦 , 反 余弦 的 图 像 是 向 下 的 , 这 意味 着 , 其 斜率 总 为 负 , 因此 我 们 得 到 
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d I 1 
7 (z) = I 对 于 一 1<z<1. 


这 里 还 有 一 些 我 们 之 前 收集 的 其 他 的 有 关 反 余弦 的 事实 : 


在 我 们 继续 去 研究 反正 切 函 数 之 前 , 让 我 们 一 起 来 看 看 反正 弦 函 数 和 反 余弦 函数 的 
导数 吧 ， 


让 0) 一 有 及 车 
这 两 个 导数 互 为 相反 数 ! 我 们 来 看 看 这 为 什么 会 有 意义 . 如 果 你 将 y = sin-! (xz) 和 
y 二 cos-!1 (x) 画 在 同一 坐标 系 下 , 那么 你 会 得 到 图 10-11. 


10-11 


在 同一 个 水 平 点 上 , 上 图 中 的 两 个 登山 者 经 历 的 正好 是 相反 的 条 件 , 因此 , 这 

两 个 导数 应 该 是 互 为 相反 数 是 合理 的 . 事实 上 , 我 们 现在 知道 
1 1 

(sin 1(z) + cos-!1(z)) = i= 到 ”Vi 一 0. 
因此 y = sin : (z) + cos-1(z) 的 斜率 为 常数 0, 这 意味 着 它 像 饼 一 样 是 平 的 . 事 
实 上 , 如 果 你 将 上 图 中 这 两 个 函数 值 的 高 度 相 加 , 你 会 看 到 , 对 于 任意 的 值 x, 你 都 
会 得 到 x/2. 我 们 使 用 了 微 积 分 来 证 明 以 下 恒等式 : 对 于 在 区 间 [1, 1 上 的 任意 
的 z. 


sin™1(z) + cos-1(z) = ~ 


尽管 如 此 , 如 果 你 思考 的 话 , 这 是 合乎 情理 的 ! 来 看 看 图 10-12 吧 . 
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由 于 sin (a) = z, 我 们 有 a = sin-: (x). 类 似 地 ， 

1 cos (B) = z 意味 着 8 = cos-1 (z). 但 是 a+6 = /2， 
这 再 次 意味 着 

sin 1(2) + cos-!(x) = 2 


了 解 微 积分 是 如 何 与 几何 学 相符 的 , 这 很 棒 , 不 是 
吗 ? 


图 10-12 


10.2.3 ”反正 切 函 数 
我 们 继续 讲解 . 让 我 们 回忆 一 下 y = tan (x) 的 图 像 , 如 图 10-13. 


y = tan(z) 


图 10-13 
我 们 将 定义 域 限 制 在 (一 x/2, x/2), 以 便 我 们 可 以 得 到 反 函 数 tan-!, 也 可 写作 arctan. 


该 函数 的 定义 域 是 正切 函数 的 值 域 , 即 所 有 的 R. 反 函数 的 值 域 是 (x/2, mw/2), 这 
当然 是 我 们 使 用 的 tan (x) 的 受 限 定义 域 . y = tan-1 (zx) 的 图 像 如 图 10-14. 


图 10-14 


现在 , tan-! (zx) 是 z 的 奇 函 数 , 正如 你 从 图 像 中 看 到 的 . 事实 上 , 它 继承 了 tan (z) 
的 奇 函 数 性 质 . 通过 在 旁边 画 出 y = tan (x) 的 图 像 并 将 大 部 分 删除 , 你 可 以 再 次 记 
住 图 10-15. 


SO 
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现在 , 我 们 来 对 y = tan-! (zx) 关于 z 求 导 . 写 
出 zx = tan (y) 并 对 它 关 于 z 进行 隐 函 数 求 导 . 


请 检验 并 确保 你 相信 
dy _ 1 
dz sec2(y) 


由 于 sec? (y) = 1 十 tan? (y), 且 tan (y) = z, 我 们 
看 到 sec? (y) = 1 + z2. 这 意味 着 


二 tan 一 二 对 于 所 有 的 实数 = 


从 上 述 分 析 中 我 们 也 可 以 得 出 以 下 事实 ; 


tan 1 是 奇 函数 ; 其 定义 域 是 R 且 值 域 是 (-/2,m/2)、 | 


和 反正 弦 函 数 与 反 余 弦 函 数 不 同 , 反正 切 函数 有 水 平 渐 近 线 . (前 两 个 函数 没有 ， 
为 它们 的 定义 域 都 是 [一 1,1]. ) 正如 你 可 以 从 上 图 中 看 到 的 , 当 x 一 ce 时 ,tan-1(z) 
趋 于 r/2, 而 z 一 -co 时 , tan-! (zx) 趋 于 一 x/2. 事实 上 , 正切 函数 在 z = 7/2 和 
z 二 一 x/2 处 的 垂直 渐 近 线 变 成 了 反正 切 函数 的 水 平 渐 近 线 . 这 意味 着 , 我 们 有 以 下 


有 用 的 极限 : 
Jim tan (2) 一 及 攻 tan (0) 一 -二 


顺便 说 的 是 , 之 前 在 3.5 节 , 我 们 看 到 过 这 些 极限 , 不 管 怎样 , 这 些 极限 可 以 与 其 他 
极限 一 起 出 现在 土 oo 处 ; 例如 , 为 了 求 
1i zZ2 一 6z 十 4 
noo (222 十 7 二 Stanr1(3z， 
首先 , 我 们 将 分 式 分 开 , 会 得 到 
1i Z2 一 6z 十 4 1 
so DTT Ii 8™ tan-1(3z) 
第 一 个 分 式 的 极限 是 1/2( 请 检验 !), 但 是 第 二 个 分 式 会 怎样 呢 ? 好 吧 , 当 z 在 负 方 
向 上 变 得 非常 大 时 , 3z 也 一 样 , 故 tan-1(3z) 趋 于 -nx/2. 因此 , 整个 极限 是 
1 1 1 


二 X -一 一 一 一 . 
2 区 区 


图 10-15 


然而 , 假设 我 们 用 3z2 替换 37, 如 下 : 


lim Z2 一 6z 十 4 
z 一 -oo (27z2 十 72 — 8) tan™!(3z2). 
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现在 , 当 x 一 -co 时 , tan-1 (3z2) 趋 于 r/2, 因为 3z? 趋 于 oo, 而 不 是 -co. 因此 ， 
在 这 种 情况 下 , 整个 极限 是 1/r. 


10.2.4 反正 制 函 数 


我 们 继续 学 习 . 以 下 是 y = sec(z) 的 图 像 , 如 图 10-16 所 示 : 


图 10-16 


没有 什么 惊奇 的 , 形势 和 我 们 反 转 余弦 函数 时 遇 到 的 情况 很 相似 . 我 们 必须 将 定义 
域 限制 在 [0,7z] 上 , 除了 点 x/2, 它 甚至 不 在 sec (z) 的 原始 定义 域 中 . 正 割 函数 的 值 
域 是 (--oo, 一 1] 和 [1, oo) 这 两 个 区 间 的 并 集 , 因此 , 它 就 是 反 函 数 sec-!( 或 arcsec) 
的 定义 域 . 至 于 sec-! 的 值 域 , 它 和 受 限 定义 域 是 一 样 的 : [0, 本 减 去 点 n/2. 如 图 
10-17 所 示 . 


图 10-17 
注意 到 , 在 y = r/2 处 , 有 一 条 双 侧 水 平 渐 近 线 , 故 
lim sec™1(z) = 了 及 lim sec-1(7) = 3 
我 们 来 求 导 吧 . 如 果 y = sec-1 (x), 那么 z = sec( 切 , 故 
站 加 = 到 (Gee(g) 
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确保 你 知道 为 什么 会 有 

dy _ 1 

dz sec(y) tan(y) 
现在 , z = sec (y), 由 于 sec? (y) = 1 十 tam? (vy), 我 们 可 以 重新 整理 并 取 平 方 根来 证 
明 tan (y) = 土 Vx? 一 1. 这 意味 着 

dy _ 1 

dz xrVri1 
它 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 我 们 来 看 看 上 面 y = sec-! (x) 的 图 像 吧 , 你 可 以 看 到 其 斜率 
总 为 正 . 因此 , 事实 上 , 我 们 需要 更 聪明 些 不 用 正 号 或 负 号 , 我 们 可 以 简单 地 
用 |z| 代替 z 并 且 我 们 总 能 得 到 正 的 结果 . 即 ， 


| -下 对 于 zz>1 或 z < 一 !. 


我 们 可 以 将 有 关 反 正 割 函数 的 其 他 事实 总 结 如 下 ; 
sec-! 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 ; 其 定义 域 是 (-oo, 一 1] U 
[L co) 且 值 域 是 [0,zj\ {3》 
(这 里 , 我 使 用 了 标准 缩写 u 来 表示 两 个 区 间 的 并 集 , 而 \ 表示 “不 包括 . ”) 


10.2.5 ” 反 余 荐 函数 及 反 余 切 函数 


让 我 们 一 起 来 迅速 地 看 一 下 最 后 两 个 反 三 角 函 数 . 你 可 以 重复 以 上 分 析 来 求 
xy = csc-l(z) 和 y = cot-1(zx) 的 定义 域 、 值 域 以 及 图 像 : 


| see- 是 奇数 ;其 定义 域 为 (oo, -1 [ec) 且 信 域 是 |-3,3]\ 0} | 


| cot~! 既 不 是 奇 函数 也 不 是 偶 函 数 ; 其 定义 域 为 RR 且 值 域 是 (0,m). 


它们 的 图 像 如 图 10-18 所 示 . 


y= csc-!(%) y= cot-!(z) 
10-18 
这 两 个 函数 都 有 水 平 渐 近 线 : y = csc-! (z) 在 y = 0 处 有 一 条 双 侧 水 平 渐 近 线 ， 
y 二 cot-1 (z) 在 y = x 处 有 -一条 左 侧 水 平 渐 近 线 , 而 在 y = 0 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 
近 线 . 我 们 可 以 将 这 些 极限 总 结 如 下 : 
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lim csc “(x)=0| 及 | lim csc (x)= 0 


当然 , 如 果 你 知道 上 述 图 像 , 你 就 可 以 重新 构造 这 些 极限 , 不 需要 死记 硬 缘 . 注意 ， 
上 述 y = esc-l(z) 的 图 像 和 y = sec-! (zx) 的 图 像 非常 相似 ; 事实 上 , 你 可 以 通 
过 将 一 个 图 像 关 于 y = /4 作对 称 得 到 另 一 个 图 像 . 这 正好 和 y = sin-1(z) 与 
y 二 cos-! (z) 的 相互 关系 是 一 样 的 ， 因 此 , 并 不 奇怪 ,csc-! (x) 的 导数 就 是 负 的 
sec-! (ZX) 的 导数 : 


d 一 -1 各 I Br 一 
| Ee- By 对 于 z>1 或 xz < -1. ] 
同 理 , 对 于 cot-!1 (zx) 与 tan-1 (zx) 有 
| 六 em) = -三 二 对 于 所 有 的 实数 >. | 


10.2.6 ”计算 反 三 角 函 数 


我 们 对 反 三 角 函 数 已 经 做 了 一 个 相当 彻底 的 研究 . 因为 你 还 有 一 些 更 多 的 求 
导 法 则 , 练习 一 下 对 涉及 反 三 角 函 数 的 函数 求 导 是 很 棒 的 主意 ， 同 时 , 让 我 们 不 
要 忽略 一 些 基本 的 不 涉及 微 积 分 的 反 三 角 函 数 的 计算 . 一 方面 , 你 应 该 尝试 确保 不 
用 费力 就 可 以 算出 诸如 sin-!1 (1/2)、cos-1(1) 以 及 tan-1 (1) 等 值 . 例如 , 为 了 求 
sin~! (1/2), 请 记 住 你 要 在 [-x/2,n/2] 上 找 一 个 角 , 其 正弦 值 是 1/2. 当然 , 这 个 角 
就 是 x/6. 类 似 地 , 也 应 该 抬 笔 就 可 以 写 出 cos-1(1) = 0 和 tan-1(1) = /4. 所 有 
这 些 常用 值 都 列 在 第 2 章 开始 部 分 的 那 张 表 里 了 . 

现在 , 还 有 一 个 更 有 趣 的 问题 : 你 如 何 化 简 
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sin-! (sin (法 ))? 
下 意识 的 反应 是 删除 反正 弦 函 数 和 正弦 函数 , 只 剩 下 13x/10. 尽管 如 此 , 这 不 可 能 
是 正确 的 , 因为 反正 弦 函 数 的 值 域 是 [有 /2, r/3, 正如 我 们 在 10.2.1 节 中 看 到 的 . 
我 们 真正 需要 做 的 就 是 求 出 一 个 角 ,， 其 正弦 值 也 为 13r/10. 好 吧 , 注意 到 13rV/10 
在 第 三 象限 , 因为 它 大 于 x 但 小 于 3r/2, 因此 , 它 的 正弦 值 是 负 的. 而 且 , 参照 角 是 
3r/10. 在 [-x/2,r/2] 中 带 有 相同 参照 角 的 可 能 的 角 是 3x/10 和 --3r/10. 第 一 个 
角 的 正弦 为 正 , 而 第 二 个 角 的 正弦 为 负 . 我 们 需要 一 个 负 的 正弦 值 , 因此 我 们 证 明 


1 a (in fT) -了 
Sin S1n 10 一 10°: 


现在 , 如 何 来 求 
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cos-! (ee ( 著 )) 
之 前 的 答案 -3r/10 在 这 里 不 可 能 是 正确 的 了 , 因为 反 余弦 函数 的 值 域 是 [0, zj. 好 
家 伙 , 为 什么 这 些 不 得 不 这 么 混乱 呢 ? 不 幸 的 是 , 对 此 我 无 能 为 力 .……… 因此 , 让 我 
们 这 样 对 付 它 吧 : 再 一 次 , 13x/10 在 第 三 象限 , 因此 其 余弦 值 为 负 . 参照 角 是 3r/10; 
在 [0,7z] 中 带 有 相同 参照 角 的 角 是 3r/10 和 7r/10. 这 两 个 角 的 余弦 值 分 别 是 正 的 
和 负 的 ; 因为 我 们 想 要 一 个 负 的 余弦 , 我 们 必须 有 


cos-™1 | cos 137 = 7 
10 10° 
tan™! { tan Jr 二 开 
10 10° 


只 要 记 住 正切 函数 在 第 三 象限 为 正 就 可 以 了 ! 不 管 怎样 , 那些 都 是 很 难 的 例子 , 因 
此 , 如 果 你 认为 , 求 

. 1 

(sn (1)) 


也 很 难 的 话 , 我 不 会 责怪 你 . 幸运 的 是 , 它 不 难 , 答案 就 是 1/5. 一 般 地 , sin (sin-! (z)) 
= z, 只 要 > 在 反正 蓄 函 数 的 定义 域 [1,1] 中 就 可 以 了 . (否则 , sin (sin~! (z)) 甚至 
没有 意义 !) 当 你 尝试 写 出 sin-1 (sin (z)) = z 时 , 问题 就 来 了 ,这 不 正确 , 正如 上 述 
例子 , 其 中 的 = = 13x/10 证 明 的 那样 . 当然 , 我 们 要 对 所 有 其 他 的 反 三 角 函 数 进行 
相同 的 观察 , ( 见 1.2 节 结 尾部 分 的 讨论 .) 

再 来 看 两 个 例子 : 我 们 考虑 如 何 求 


“(下 ( 辐 ) ms 人-(- 呈 ) 
求解 这 两 种 情况 的 技巧 是 使 用 三 角 恒 等 式 cos? (x) + sin2 (z) = 1. 对 于 第 一 个 问题 ， 
.他 


并 注意 我 们 想 要 求 sin (x). 事实 上 , 我 们 知道 cos (z): 


cos(Z) = cos (e007 ( 守 )) = "5. 


请 记 住 , 取 一 个 反 余 弦 的 余弦 是 没有 问题 的 : 这 只 是 另外 的 一 种 提问 的 方式 . 不 管 
怎样 , 我 们 知道 cos (z), 因此 , 通过 重新 整理 恒等式 cos? (z) + sin? (zx) = 1, 我 们 必 


须 有 
2 
sin(zZ) = 土 V1— cos*(7z) = +4/1 一 (之 ) 一 + 一 + 


现在 , 我 留 给 你 来 证 明 


10.3 反 双 曲 函 数 ”199 


因此 , 我 们 想 要 的 答案 是 1/4 或 -1/4. 到 底 是 哪 一 个 呢 ? 因为 V15/4 是 正 的 , 它 的 
反 余弦 必定 位 于 [0, /2] 上 . 即 , z 在 第 一 象限 , 故 其 正 蓄 为 正 . 最 终 , 我 们 证 明了 


(ee )) = 
(oo (BE)), 


你 可 以 重复 上 述 论 证 过 程 来 证 明 


sin(z) = 士 VI 一 cos5(z) = 土 (/1 — (三 ) -二 = 二 


你 或 许 猜 出 这 次 的 答案 是 -1/4, 但 那 不 好 . 你 看 , -V15/4 是 负 的 , 故 其 反 余弦 必 
定位 于 区 间 [r/2, 可 中 . 即 , z 在 第 二 象限 . 问题 是 , 正弦 函数 在 第 二 象限 还 是 正 的 ! 
因此 sin (z) 必定 为 正 , 这 样 我 们 也 就 证 明了 


(oo (EE)) -3 


事实 上 , 我 们 已 经 注意 到 , sin (cos-1(4)) 必定 总 是 非 负 的 , 尽管 如 果 4 是 负 的 (请 
注意 4 必须 位 于 [一 1,1] 中 , 因为 那 是 反 余 苹 的 定义 域 ). 这 是 因为 cos-! (4) 是 在 
区 闻 [0,z] 上 的 , 且 正 弦 函 数 在 这 个 区 间 . 上 是 非 负 的 . 

事实 上 , 我 们 将 在 19.3 节 中 看 到 如 何 做 三 角 替 换 , 这 会 给 我 们 提供 另 一 种 求解 
形 如 sin (cos-! (4)) 的 方法 . 目前 , 让 我 们 从 反 三 角 函 数 中 解放 出 来 并 休息 一 下 , 来 
迅速 地 看 一 下 反 双 曲 函 数 . 


至 于 
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这 里 的 情况 和 我 们 在 9.7 节 中 看 到 的 双 曲 函数 有 点 儿 不 同 . 现在 回忆 一 下 并 让 
自己 想起 这 些 函 数 的 图 像 是 什么 样 的 . 特别 地 , 你 可 以 看 到 y = cosh (z) 的 图 像 有 
点 像 y = z2 的 图 像 , 除了 向 上 移动 了 1 且 形 状 略 有 不 同 . 如 果 你 想 要 求 这 个 函数 的 
反 消 数 , 你 必须 抛弃 该 图 像 的 左 半 部 分 , 就 像 是 当 你 取 正 的 平方 根 时 是 一 样 的 ( 抛 
弃 负 的 那个 ). 另 一 方面 , y = sinh (zx) 已 经 满足 了 水 平 线 检验 , 因此 没有 必要 再 做 其 
他 的 工作 了 . 这 样 , 我 们 得 到 带 有 以 下 性 质 的 两 个 反 函数 : 


cosh-! 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 ; 其 定义 域 是 [1, co) 且 值 域 是 [0, co). | 


| _sinh-! 是 奇 函数 ; 其 定义 域 和 值 域 都 是 所 有 的 及 ， | 
像 往常 一 样 , 它们 的 图 像 可 以 通过 将 原始 图 像 关 于 直线 y = 反射 获得 图 10-19. 
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FF 


y= Cos hr!(z) y=sin fr!(2) 
图 10-19 
我 们 可 以 使 用 与 求 反 三 角 函 数 的 导数 相同 的 方法 来 求 它们 的 导数 . 特别 地 , 如 果 
y= 二 cosh-1 (zx), 那么 z = cosh(y); 对 它 关 于 zx 进行 隐 函 数 求 导 , 我 们 得 到 
1 = sin h(y) YY. 
(请 记 住 , cosh (z) 关于 z 的 导数 是 sinh (zx), 而 不 是 一 sinh (7z).) 现在 , cos h? (x) 一 
sinh2 (zx) = 二 1， 因此， 我们 可 以 对 它 重新 整理 并 取 平 方 根 ， 会 看 到 sinh(y) = 
土 Vcosh2(y) 一 1 二 土 VZ2 一 1. 由 于 cosh-!(zx) 在 z 上 明显 是 递增 的 , 故我 们 以 
1 


< cosh-1(z) = 


QZ 


来 结束 . 
以 相同 的 方法 , 你 应 该 可 以 检验 


inh) = 对 于 所 有 的 实数 z. ] 


现在 , 让 我 们 将 微 积分 先 抛 开 几 秒 钟 , 回忆 一 下 cosh(z) 和 sinh (z) 的 定义 : 
cosh(z) = te 及 sinh(x) = 
由 于 我 们 可 以 用 指数 来 表示 cosh (z) 和 sinh (z), 我 们 应 该 可 以 写 出 以 对 数 表示 的 
反 函 数 . 毕竟 , 指数 函数 和 对 数 函 数 互 为 反 函 数 . 我 们 来 看 看 它 是 如 何 工 作 的 . 例 
如 , 如 果 y = cosh-! (z), 那么 z= cosh(y) = (ey +e-Y) /2. 现在 , 你 可 以 用 一 个 小 
技巧 来 求解 y. 令 = es, 那么 e-Y = 1/w. 方程 看 起 来 变 为 : 

zt/ 


ez —e T 


2 

两 边 同 乘 以 2u 并 整理 ; 我 们 得 到 一 个 v 的 二 次 方程 , 就 是 w? - 2zv 二 1= 0. 根据 
二 次 公式 ， 

ey 一 公 一 了 土 Vz2 一 1 
对 两 边 取 对 数 ， 

一 In(z 土 Vz2 -1)， 
那么 , 到 底 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 做 些 体操 之 后 , 事实 上 , 你 可 以 看 到 , 如 果 z > 1, 屠 
么 z-VvVz -1<1, 这 意味 着 , 它 的 对 数 是 负 的 (请 记 住 , 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 
数 的 对 数 是 负 的 0). 这 不 是 我 们 想 要 的 . 因此 , 它 是 正 的 平方 根 , 并 且 我 们 刚刚 证 明 
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了 , 当 z>1 时 ， 

cosh- 1(z) = In(z + Vx? — 1) 
类 似 地 , 你 可 以 证 明 , 对 于 所 有 的 zx， 

sinh-1(x) = ln(z + Vx? + 1) 


作为 练习 , 你 应 该 尝试 对 这 后 两 个 方程 的 右边 求 导 并 检验 你 的 答案 是 否 与 我 们 求 出 


的 cosh-1(z) 和 sinh-1(z) 的 导数 一 致 . 
其 他 的 反 双 曲 函 数 

到 目前 为 止 , 我 们 只 研究 了 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 . 如 果 你 对 其 他 四 个 双 曲 函 数 
重复 这 个 分 析 过 程 , 你 应 该 可 以 得 出 结论 : 

| tanh-! 是 奇 函数 ; 其 定义 域 是 (-1,1); 值 域 是 所 有 的 RR， | 
| sec h-! 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 侦 函 数 ; 其 定义 域 是 (0,1]; 值 域 是 0,co)， | 
| csch-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 和 信 域 都 是 R\ {0}。 | 
[_cotn-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 是 (~oo, 一 1) U (lco); 其 值 域 是 RR\ {0}。 | 


注意 到 , 为 了 得 到 反 函 数 , 我 们 已 经 将 sech 的 定义 域 限制 为 [0, oo0), 正如 我 们 对 


cosh 所 做 的 一 样 . 
现在 , 下 面 有 些 图 像 , 你 应 该 将 图 10-20 和 9.7 节 中 的 原始 ( 非 反 ) 函数 的 图 像 
作 比 较 . 


y= tanh’(z) y= sec hr!(z) 


说 


y= cschi(s y= cot -1(2) 
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最 后 , 通过 使 用 求解 z 的 标准 技巧 并 且 对 它 关于 z 进行 隐 函 数 求 导 , 你 就 可 以 求 其 
导数 了 . 下 面 就 是 它们 的 导数 : 


tanh (2) = Ta 二 (-l1<z<1) 
coth-1(2) = 7 (z>1 或 xz < 一 1) | 


| 号 ja = -有 (0<z<1) | 


(z A 0). 


d 1 
| His h-1(zx) = i 
请 记 住 , 所 有 这 些 导数 公式 只 有 当 z 在 相关 函数 本 身 的 定义 域内 时 才 成 立 ， 这 就 
解释 了 为 什么 tanh-! (xz) 和 cot h-1(z) 的 导数 是 相同 的 , 尽管 它们 的 图 像 看 起 来 
非常 不 同 . 特别 是 , tanh-1 (xz) 只 有 在 (--1,1) 上 有 定义 , 而 cot h~! (x) 只 有 在 区 间 
广 1,1 之 外 有 定义 , 它们 没有 重生 部 分 , 因此 , 这 两 个 函数 有 相同 的 导数 是 不 成 问 
题 的 . 到 现在 为 止 , 我 们 已 经 讨论 了 足够 多 的 反 函 数 了 ! 
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我 们 已 经 学 过 了 怎样 求 不 同 函数 家 族 一 一 多 项 式 和 多 种 类 型 的 函数 , 三 角 函 
数 和 反 三 角 函 数 , 指数 函数 和 对 数 函 数 , 以 及 双 曲 函数 和 它 的 反 函 数 的 导数 . 现在 
我 们 要 用 导数 的 知识 来 帮助 我 们 绘制 一 般 的 函数 图 像 , 帮助 我 们 理解 函数 的 最 大 值 
和 最 小 值 问题 , 用 二 次 导数 帮助 我 们 理解 函数 的 四 凸 性 . 总 的 来 说 , 我 们 要 介绍 以 
下 知识 点 . 

(1) 函数 的 局 部 和 全 局 极 大 值 及 极 小 值 ( 极 值 ) 问题 , 以 及 怎样 用 导数 的 知识 去 
找 极 值 . 

(2) 罗 尔 定理 和 中 值 定理 , 以 及 它们 对 绘制 函数 图 像 的 作用 . 

(3) 二 次 导数 的 图 像 解释 . 

(4) 对 不 可 导 的 点 的 分 类 . 
在 接 下 来 的 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 用 上 述 方法 综合 而 成 的 方法 去 绘制 函数 图 像 . 


11.1 函数 的 极 值 问 题 


如 果 说 z = a 是 一 个 函数 f 的 极 值 点 , 这 就 意味 着 函数 了 在 a 点 有 极 大 值 或 
极 小 值 . 在 5.1.6 节 中 , 我 们 已 经 提 到 了 一 点 儿 极 大 值 和 极 小 值 问 题 . 在 学 习 下 面 章 
节 之 前 , 我 强烈 建议 你 翻 回 第 5 章 复习 一 下 . 接 下 来 , 我 们 将 要 深入 学 习 和 区 别 全 
局 极 值 和 局 部 极 值 . 
11.1.1 全 局 极 值 和 局 部 极 值 


极 大 值 的 基本 思想 是 它 出 现在 函数 图 像 的 最 高 位 置 . 考虑 图 11-1 中 函数 在 定 
义 域 [0, 7] 区 间 内 的 最 大 值 . 


(7, 0) 


(2, —1) 
图 11-1 

该 函数 的 最 大 值 当然 为 3, 出 现在 x = 0 的 位 置 . 因此 , 该 函数 在 x = 0 处 有 最 

大 值 是 成 立 的 . 另 一 方面 , 想象 这 个 图 像 为 一 座 小 山 的 截面 , 你 正在 攀登 它 . 假设 
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你 从 (2, 一 1) 点 开始 , 向 山 的 右 侧 攀登 , 最 后 到 达 了 顶点 (5, 2), 你 继续 向 下 走 . 这 
个 顶点 感觉 就 是 某 种 最 大 值 ( 它 是 山 的 一 个 高 点 , 高 度 为 2, 尽管 在 它 的 左 侧 有 个 
相 邻 的 更 高 点 ). 如 果 在 xz = 0 处 的 高 地 被 大 筋 所 笼 畦 , 那么 你 在 (5, 2) 点 的 时 候 是 
看 不 到 它 的 , 这 时 你 感觉 好 像 真 的 是 在 最 高 点 了 . 事实 上 , 如 果 我 们 限制 定义 域 为 
[2, 7], 这 时 zx=5 这 点 实际 上 就 是 最 大 值 . 

我 们 需要 一 种 方法 来 洪 清 这 种 情况 . 如 果 当 zx = a 时 , f(a) 是 函数 /整个 定义 
域内 的 最 大 值 , 那么 我 们 说 它 是 全 局 最 大 值 (或 绝对 最 大 值 ). 用 函数 符号 来 表达 , 我 
们 说 对 于 在 该 函数 定义 域 中 的 任何 数值 z 都 有 f(a) > f(z). 这 是 我 们 从 前 使 用 过 
的 定义 , 这 次 我 们 定义 得 更 准确 了 , 把 它 说 为 全 局 最 大 值 而 不 仅仅 是 最 大 值 . 

我 们 以 前 提 到 过 , 一 个 函数 可 能 有 多 个 全 局 最 大 值 . 例如 cos(z) 的 最 大 值 为 1， 
但 是 有 无 数 个 x 的 值 与 之 对 应 . (从 y = cos(z) 的 图 像 中 可 以 看 到 , 这 些 值 都 是 2r 
的 整数 倍 .) 

关于 另 一 类 的 最 值 情 况 又 是 怎样 呢 ? 在 某 段 包含 a 的 定义 域内 , 如 果 在 z=a 
这 点 , f(a) 有 最 大 值 , 我 们 叫 这 点 为 局 部 最 大 值 , 也 叫 相对 最 大 值 . 我 们 可 以 只 考虑 
在 zx 接近 于 o 点 的 一 小 段 定 义 域内 , 而 忽略 其 他 的 定义 域 , 那么 这 种 类 型 的 最 值 就 
是 该 函数 在 这 一 小 段 定 义 域 内 的 最 值 . 

通过 上 图 , 我 们 看 看 这 种 类 型 的 最 值 . 我 们 可 以 发 现 z = 5 这 点 就 是 局 部 最 大 
值 , 因为 如 果 你 把 定义 域 控 制 在 z = 5 这 点 的 附近 , (5, 2) 这 点 就 是 最 高 点 . 例如 ， 
如 果 我 们 把 图 像 向 左 延 伸 到 x = 3 这 点 , (5, 2) 这 点 依然 是 最 高 点 . 但 是 , x = 5 这 
点 不 是 全 局 最 大 值 , 因为 (0, 3) 这 点 更 高 . 这 意味 着 z = 0 是 全 局 最 大 值 , 当然 , 它 
也 可 以 说 是 局 部 最 大 值 . 事实 上 , 很 明显 , 每 一 个 全 局 最 大 值 都 是 局 部 最 大 值 . 

用 同样 的 方式 , 我 们 也 可 以 定义 全 局 和 局 部 最 小 值 . 上 图 中 , 我 们 可 以 看 出 x = 
2 是 全 局 最 小 值 , 此 时 的 值 为 -1, 因为 它 的 高 度 最 低 . 另 一 方面 , x = 7 是 局 部 最 小 
值 , 该 值 为 0. 的 确 , 如 果 你 看 图 像 的 右 侧 , 从 xz = 5 到 z = 7 的 这 一 段 , 你 会 发 现 
右 端 点 的 z = 7 这 点 就 是 该 段 区 间 的 最 低 点 . 


11.1.2” 极 值 定理 


在 第 5 章 中 , 我 们 提 到 了 最 大 值 - 最 小 值 定理 , 也 就 是 说 连续 函数 在 一 段 闭 区 
间 [a, 引 内 一 定 有 一 个 全 局 最 大 值 和 最 小 值 . 如 果 函 数 不 是 连续 的 , 或 者 它 的 定义 
域 不 是 闭 区 间 , 这 时 该 函数 可 能 没有 全 局 最 大 值 或 最 小 值 . 例如 , 函数 f(z) = 1/z 
在 闭 区 间 [-1 1] 上 , 但 z 不 能 为 0, 则 该 函数 在 定义 域内 就 没有 全 局 最 大 值 和 最 小 
值 . ( 画 一 下 图 像 , 想 想 原因 !) 

最 大 值 -最 小 值 定理 并 没有 告诉 我 们 全 局 最 大 值 和 最 小 值 出 现 的 位 置 . 这 就 是 
为 什么 我 们 要 引入 导数 的 概念 ,如果 函数 在 c 点 的 导数 为 零 或 在 该 点 的 导数 不 存 
在 , 我 们 就 说 x = < 的 点 为 临界 点 . 这 样 就 得 出 以 下 结论 ?: 


@ 最 大 -最 小 值 定理 也 经 常会 被 称 为 极 值 定理 , 有 了 时 也 会 与 极 值 定理 一 起 使 用 . 
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极 值 定理 ”函数 f 定义 在 开 区 间 (a,5) 内 , 并 且 c 点 在 (a,5b) 区 间 内 . 如 
果 c 点 为 函数 的 局 部 最 大 值 或 最 小 值 , 那么 ec 点 一 定 为 该 函数 的 临界 点 . 
也 就 是 说 f'(c) = 0 或 P(e) 不 存在 . 


所 以 在 一 段 开 区 间 内 局 部 最 大 值 和 最 小 值 仅仅 出 现在 临界 点 . 但 是 反 过 来 说 
临界 点 一 定 是 最 大 值 或 最 小 值 就 不 一 定 成 立 . 例如 , 如 果 函 数 f(z) = za, 它 的 导数 
为 (x) = 3z2, 我 们 可 以 看 出 (0) = 0. 这 就 是 说 z = 0 是 该 函数 的 临界 点 , 但 是 
另 一 方面 , 从 图 像 y= x3 中 可 以 看 出 , 该 点 既 不 是 局 部 最 大 值 也 不 是 局 部 最 小 值 . 

上 述 定理 应 用 在 开 区 间 , 但 如 果 定 义 域 为 闭 区 间 [a, 4], 情况 又 会 怎样 呢 ? 端点 
a 和 4 可 能 是 局 部 最 大 值 或 最 小 值 ， 上述 定 理 并 没有 包括 这 些 . 所 以 综 上 所 述 , 在 
一 段 闭 区 间 内 , 局 部 最 大 值 或 最 小 值 最 可 能 出 现在 临界 点 , 也 可 能 出 现在 该 区 间 的 
端点 . 例如 , 让 我 们 重新 仔细 观察 一 下 图 11-2. 


(2, —1) 
图 11-2 


从 图 像 中 可 以 看 出 , 局 部 最 大 值 出 现在 x = 0 和 x = 5 这 两 点 , 局 部 最 小 值 出 现在 
z= 二 2 和 x =7 这 两 点 . 在 x=2 和 x=5 这 两 点 的 斜率 为 零 , 所 以 这 两 点 为 临界 
点 ;而 z=0 和 z=7 两 点 为 端点 . 

你 可 能 很 想 知道 为 什么 该 定理 有 意义 . 假设 在 z = a 这 点 有 局 部 最 小 值 , 这 时 
在 a 点 的 左边 图 像 是 下 坡 的 , 图 像 的 斜率 (如 果 存 在 的 话 ) 是 负 的 ; 在 a 点 的 右边 ， 
图 像 是 上 坡 的 , 因此 斜率 是 正 的 , 斜率 从 负 到 正 , 你 会 想到 之 间 有 斜率 为 零 的 一 点 . 
另 一 方面 , 如 果 f(x) = |z|, 它 的 斜率 从 -1 到 1, 而 不 经 过 z = 0 这 点 . 因为 在 
Zz 二 0 这 点 的 导数 不 存在 (参照 5.2.10 节 ), 所 以 该 点 依然 为 临界 点 , 它 也 是 个 局 部 
极 小 值 的 点 (你 知道 原因 吗 ?). 顺便 说 一 下 , 上 述 逻 辑 在 本 章 并 不 会 给 出 严格 证 明 ， 
证 明 请 参考 附录 A 的 A6.6. 


11.1.3 ”怎样 求全 局 最 大 和 值 和 全 局 最 小 值 


极 值 定理 局 限 了 求解 全 局 最 大 值 和 最 小 值 的 范围 , 从 而 使 得 发 现 它们 很 容易 . 
基本 思路 是 这 样 的 : 每 一 个 全 局 极 值 也 是 局 部 极 值 . 局 部 极 值 可 能 仅仅 出 现在 临界 
点 , 所 以 找 出 所 有 的 临界 点 并 解 出 它们 对 应 的 函数 值 , 最 大 值 就 是 全 局 最 大 值 , 最 
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小 值 就 是 全 局 最 小 值 . 接 下 来 , 我 给 出 怎样 求解 在 闭 区 间 [a, 中 内 的 全 局 最 大 值 和 
最 小 值 的 具体 详细 的 步 又 . 

(1) 求 jz 列 出 F(x) 在 (a,b) 中 不 存在 的 点 或 者 是 f(x) = 0 的 点 . 也 就 是 
说 , 列 出 在 开 区 间 (a, b) 内 所 有 的 临界 点 . 

(2) 把 端点 z = a 和 z= 二 5 与 上 述 列 出 的 点 放 在 一 起 . 

(3) 对 于 上 述 列举 出 来 的 每 一 个 点 , 将 它们 代入 到 y = f(z) 中 求 出 它们 所 对 应 
的 函数 值 . 

(4) 找 出 最 大 的 函数 值 以 及 它 所 对 应 的 z 的 值 , 这 就 是 全 局 最 大 值 . 

(5) 用 同样 的 方法 找到 最 小 的 函数 值 来 求解 全 局 最 小 值 . 

在 11.5 节 中 我 们 会 着 重 讲述 局 部 极 值 , 现在 我 举 个 例子 看 看 如 何 应 用 这 个 方 
法 . 假设 f(z) = 12z5 + 15z4 一 40z3 + 1 其 定义 域 为 [1, 2], 求 在 此 定义 域内 的 全 
局 最 大 值 和 最 小 值 是 什么 ? 

用 上 述 方法 . 第 一 步 : 找到 了 (xz). 这 没 问题 . 你 应 该 先 检验 一 下 产 (z) = 60z4 十 
60z3 一 120z2, 很 明显 在 开 区 间 (-1 2) 内 该 函数 的 导数 都 存在 , 所 以 我 们 仅仅 需要 
去 找 满足 导数 为 零 的 所 有 z 的 值 . 如 果 我 们 对 导 函 数 进行 因 式 分 解 , 得 到 户 (z) = 
60z2(z 一 1)(z 十 2), 就 可 以 很 容易 地 找到 使 导 函 数 为 零 的 所 有 z 的 值 , 很 显然 如 果 
要 f(x) = 0, 必须 有 z=0、z=1 或 z= 一 2. 由 于 -2 不 在 定义 域内 , 所 以 我 们 只 
保留 zx = 0 和 x= 1 两 点 . 通过 第 二 步 , 我 们 知道 应 该 把 z= -1 和 z= 2 两 点 也 
加 入 到 列表 中 . 

接 下 来 , 我 们 到 了 第 三 步 , 全 局 最 大 值 和 最 小 值 存在 于 -1, 0, 1, 2 这 四 点 中 . 
我 们 需要 求 出 它们 所 对 应 的 函数 值 , 很 简单 , 只 需要 将 它们 逐一 代入 就 可 以 了 , 则 
JI-D = 44, f(0) = 1, f(1) = 一 12, f(2) = 305. 这 时 进入 最 后 两 步 , 我 们 需要 做 的 
仅仅 是 从 上 述 数值 中 选 出 最 大 值 和 最 小 值 . 最 大 值 是 305, 出 现在 x = 2 这 点 , 所 以 
z=2 是 该 函数 的 全 局 最 大 值 ; 最 小 值 是 -12, 出 现在 x =1 时 , 所 以 z = 1 是 该 滑 
数 的 全 局 最 小 值 . 这 样 , 我 们 就 找到 了 全 局 最 大 值 和 最 小 值 . 

在 我 们 讲解 新 的 知识 点 之 前 , 再 仔细 研究 一 下 刚才 的 函数 f. 首先 , 如 果 我 们 
把 它 的 定义 域 扩大 , 两 个 原因 可 能 导致 情况 的 变化 : 端点 可 能 会 改变 , z = -2 这 点 
可 能 会 是 临界 点 . 其 次 , 我 们 需要 仔细 看 看 在 临界 点 z=0 这 点 的 情况 是 怎样 的 , 它 
是 局 部 最 大 值 点 还 是 最 小 值 点 , 或 者 两 者 都 不 是 ? 一 个 很 简单 的 方法 就 是 图 像 观 察 
法 , 图 像 看 上 去 肯定 是 这 样 的 . 

(一 1,44) 这 点 比 (0, 1) 这 点 要 高 , 比 (1, 一 12) 也 要 高 . 所 以 在 x = 0 这 点 不 可 
能 有 局 部 最 大 值 , 也 不 可 能 有 局 部 最 小 值 . 但 是 , 等 等 , 你 可 能 会 说 图 像 可 能 会 像 下 

在 图 11-3 中 , xz = 0 点 是 局 部 最 大 值 . 问题 是 该 图 像 在 -1 和 0 之 间 有 了 另 一 
个 局 部 最 小 值 . 如 果 我 们 观察 从 (一 1,44) 到 (0, 1) 之 闻 的 函数 图 像 , (0, 1) 点 仍 在 
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高 点 , 图 像 0 点 附近 的 左边 逐步 向 下 走 并 到 高 度 1 以 下 ， 这 意味 着 在 z = -1 和 
2 一 0 之 间 可 能 会 有 个 局 部 最 小 值 点 . 但 是, 这 不 可 能 , 因为 在 z= -1 和 z=0 之 
间 没 有 临界 点 . 所 以 第 一 个 图 像 应 该 更 接近 该 函数 的 图 像 , 可 能 得 出 结论 , z=0 的 
点 既 不 是 局 部 最 大 值 也 不 是 局 部 最 小 值 . 


图 11-3 
如 果 定 义 域 没有 被 限制 , 情况 会 变 得 更 复杂 一 点 儿 . 例如 , 考虑 下 面 两 个 函数 
f 和 9, 定义 域 都 为 [0, 十 o0), 见 图 11-4. 


(2, 3) (2, 3) 


y= f(D) 


图 11-4 


在 上 述 的 例子 中 , 很 显然 z = 2 是 临界 点 , 端点 是 0 和 oo. 等 一 下 , oo 并 不 是 
真正 的 端点 , 因为 它 并 不 存在 ! 但 是 我 们 依然 把 它 算 做 端点 , 所 以 端点 加 临界 点 是 
0, 2 和 co. 注意 : 对 于 f 和 9 两 个 函数 而 言 , 列表 是 一 样 的 . 

我 们 首先 研究 函数 f. 可 以 看 出 f(0) = 0, f(2) = 3, 然而 Feo) 只 有 当 你 考虑 
im f(z) 时 才 有 意义 . 该 极限 值 为 1, 因为 y = 1 为 函数 f 的 水 平 浙 近 线 . 函数 的 
最 大 值 点 出 现在 x = 2, 函数 信 为 3, 所 以 z = 2 是 该 函数 的 全 局 最 大 值 . 函数 的 最 
小 值 出 现在 z =0 这 点 , 所 以 z = 0 是 该 函数 的 全 局 最 小 值 . 右 端 点 oo 并 没有 派 上 
用 场 . 

接 下 来 我 们 研究 函数 g，g(0) = 2, 9(2) = 3, 但 这 次 需要 考虑 右 端 点 的 极限 
lim g(z) = 1. 最 大 值 依然 出 现在 z =2 这 点 , 数值 为 3, 所 以 z =2 为 函数 的 全 局 
最 大 值 . 最 小 值 又 为 多 少 呢 ? 这 个 值 是 当 x 一 oo 的 极限 值 1, 那么 , 这 是 否 意味 着 
oo 是 全 局 最 小 值 呢 ? 当然 不 是 , 因为 oo 不 是 一 个 实 实在 在 存在 的 数 , 所 以 该 函数 
9 没有 全 局 最 小 值 "， 

@ 另 一 方面 , g 确定 有 一 个 全 局 下 确 界 . 这 一 概念 并 不 在 本 书 讲解 范围 之 内 , 如 想 深入 学 习 , 请 参阅 关 

于 实 变 函 数 的 其 他 书籍 . 
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11.2 罗 尔 定理 


想象 你 正 开车 沿 着 高 速 公路 行驶 . 我 看 到 你 在 一 家 加 油 站 停 了 下 来 , 车 的 方向 
没有 改变 , 尽管 你 可 以 随时 改变 车 的 方向 . 过 了 一 会 儿 , 我 又 在 这 家 加 油 站 看 到 了 
你 , 但 在 中 间 这 段 时 间 没 有 看 到 你 做 什么 . 我 可 以 做 出 以 下 结论 : 在 我 没有 看 到 你 
的 某 个 时 刻 , 你 的 车 速 为 零 . 

为 什么 我 对 这 个 结论 如 此 确定 呢 ? 首先 , 可 能 你 从 来 就 没有 离开 过 加 油 站 , 这 
时 你 的 速度 一 直 为 零 . 如 果 你 离开 过 加 油 站 , 并 向 前 走 , 那么 你 一 定 在 某 处 掉头 , 否 
则 不 可 能 义 回 到 加 油 站 . 那么 , 当 你 停止 前 进 开 始 掉头 时 , 会 出 现 什 么 情况 ? 你 一 
定 停 下 来 过 , 哪怕 只 是 一 瞬间 ! 在 改变 方向 的 过 程 中 不 可 能 没有 停 下 来 过 . 这 同 我 
们 在 6.4.1 节 中 研究 过 的 上 抛 球 运动 是 一 个 道理 的 , 在 小 球 到 达 最 高 点 的 这 一 瞬间 ， 
它 的 速度 为 零 . 

另 一 种 情况 , 你 也 可 以 离开 加油 站 向 相反 的 方向 运动 . 在 这 种 情况 下 , 你 可 能 
已 经 前 后 改变 了 几 次 运动 方向 , 但 效果 是 相同 的 , 即 你 一 定 在 某 时 刻 停 下 来 过 . 无 
论 你 向 哪个 方向 走 , 你 可 能 停 下 来 过 很 多 次 ; 但 是 我 知道 你 至 少 停 下 来 过 一 次 . 这 
就 是 罗 尔 定理 9, 该 定理 陈述 如 下 . 

罗 尔 定理 ”如果 函 数 f 在 闭 区 间 [a,4] 内 连续 , 在 开 区 间 (a,b) 内 可 导 . 如 

果 f(a) = f(b), 这 时 在 开 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 c, 使 得 f'(c) = 0. 
在 上 述 的 运动 过 程 中 , 我 们 说 f(t) 是 汽车 在 时 刻 t+ 的 位 移 . 这 意味 着 f'(t) 是 你 在 
时 刻 上 的 速度 . 时 间 a 和 尹 是 我 在 加 油 站 观察 的 时 刻 ; f(a) = f(b) 说 明 在 时 间 a 和 
5 你 所 在 的 位 置 相 同 一 都 是 在 加 油 站 . 最 后 , c 是 你 停 下 来 的 时 间 , 因为 fr/(c) = 0. 
罗 尔 定理 告诉 我 你 至 少 停 下 来 过 一 次 . 我 不 知道 你 是 什么 时 候 停 下 来 的 , 因为 我 没 
有 看 到 , 但 是 我 确定 你 肯定 停 下 来 过 . (我 假定 你 的 车 的 运动 的 位 移 是 可 导 的 , 这 个 
假设 在 大 多 数 情况 下 都 很 合理 . 另 一 方面 , 如 果 你 考虑 撞车 的 情况 , 这 时 车 的 运动 
就 不 是 可 导 的 了 , 比如 车 撞 到 了 墙 上 .……: ) 

现在 让 我 们 考虑 罗 尔 定理 应 用 的 一 些 情况 , 如 图 11-5 所 示 . 


图 11-5 


@ 关于 罗 尔 定理 的 详细 证 明 请 参阅 附录 A 中 的 A.6.7 节 . 
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在 前 两 个 图 中 , 仅仅 有 一 个 可 能 的 数值 c 使 得 导数 为 零 . 在 第 三 个 图 中 , 有 三 个 洪 
在 的 数值 使 得 导数 为 零 , 这 是 可 以 的 , 因为 罗 尔 定理 说 至 少 有 一 个 . 第 四 个 图 像 为 
常 函数 图 像 ,导数 一 直 为 零 . 这 说 明 c 可 以 是 a 和 5 之 间 的 任何 值 . 接 下 来 , 让 我 
们 看 一 些 不 能 应 用 罗 尔 定理 的 图 像 , 见 图 11-6. 


图 11-6 


在 上 边 三 个 图 像 中 , 导数 从 来 都 不 为 0. 这 并 不 影响 罗 尔 定理 , 因为 它们 都 不 满足 
罗 尔 定理 的 要 求 . 在 第 一 个 图 像 中 , 函数 在 开 区 间 (a,5) 内 是 不 可 导 的 , 因为 在 s 点 
图 像 出 现 了 尖 点 . 是 的 , 一 点 足以 说 明 函 数 在 该 区 间 内 不 可 导 . 中 间 那 个 图 像 , 函 
数 是 可 导 的 , 但 是 f(a) 冯 f(b), 所 以 罗 尔 定理 不 适用 . 在 右 侧 的 图 中 , f(a) = f(b) 
并 且 函 数 在 开 区 间 (a,5) 内 是 可 导 的 , 但 该 函数 在 闭 区 间 [a,4] 内 不 是 连续 的 (在 
2 一 a 这 点 ), 所 以 罗 尔 定理 依然 不 适用 . 

下 面 我 们 列举 一 个 罗 尔 定理 应 用 的 例子 . 假设 有 一 个 函数 f 满足 F(x) > 0( 对 
于 所 有 的 z). 在 10.1.1 节 中 , 我 们 断言 该 函数 一 定 满足 水 平 线 检验 法 . 我 们 用 罗 尔 
定理 配合 反 证 法 去 证 明 . 首先 我 们 假设 /不 满足 水 平 检验 法 , 那么 一 定 会 有 一 条 水 
平 线 , 我 们 设 为 y = 五 它 与 图 像 相交 两 次 或 更 多 . 假设 这 些 交 点 中 的 两 点 的 横 坐 
标 为 a 和 65, 那么 则 有 f(a) = f(5) = 工 . 因为 f(a) = f(W), 所 以 我 们 可 以 用 罗 尔 定 
理 (我 们 已 经 知道 f 是 处 处 可 导 的 , 所 以 它 也 一 定 是 处 处 连续 的 ). 这 个 定理 说 明 在 
a 和 之 间 一 定 存 在 一 点 e 使 得 f'(c) = 0. 这 是 不 可 能 的 , 因为 f(x) 一 直 是 正 的 ! 
所 以 该 函数 满足 水 平 线 检验 法 . 

现在 我 们 看 一 个 更 难 一 点 的 例子 . 假设 对 于 所 有 实数 z, 函数 /的 二 次 导数 处 
处 存在 并 大 于 零 . 这 次 的 问题 是 证 明 函 数 与 x 轴 至 多 有 两 个 交点 . 在 开始 解决 问 
题 之 前 , 我 们 是 考虑 二 次 导数 两 个 交点 意味 着 什么 ? 你 能 想象 一 个 二 次 导数 大 于 零 
的 函数 与 x 轴 没 有 交点 吗 ? 或 者 只 有 一 个 交点 ? 两 个 交点 ? 如 果 你 能 想象 得 到 , 试 
着 找到 三 个 交点 的 情况 . 请 不 要 在 这 上 面 浪费 太 多 的 时 间 , 因为 这 是 不 可 能 的 . 的 
确 , 我 们 的 问题 是 证 明 交 点 的 个 数 不 能 超过 两 个 . 

事实 上 , 关键 的 思路 是 : 如 果 超 过 两 个 交点 , 就 是 说 至 少 有 三 个 交点 . 我 们 假 
设 有 两 个 以 上 的 交点 , 则 至 少 有 三 个 交点 , 它们 中 的 三 个 为 ,bp 和 c 并 且 a < < ce. 
因为 它们 都 为 z 轴 的 截 距 , 所 以 有 f(a) = f(b) = f(e) = 0. 在 闭 区 间 [oa, 忆 内 我 们 
应 用 罗 尔 定理 , 因为 该 函数 在 闭 区 间 内 处 处 连续 , 开 区 间 内 处 处 可 导 , 所 以 一 定 有 
一 点 p 在 开 区 间 (a,b) 内 使 得 f'(p) = 0. 我 为 什么 要 用 p 呢 ? 因为 c 已 经 用 过 了 ! 
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接 下 来 我 们 看 闭 区 间 [b,c] 内 , 再 一 次 地 , 因为 f(b) = f(e), 根据 罗 尔 定理 在 开 
区 间 (b,c) 内 一 定 存在 一 点 g 使 得 f'(q) = 0. 请 不 要 忘记 , 我 们 已 经 有 f(p) = 0. 
那么 让 我 们 在 闭 区 间 [wp,g| 中 使 用 罗 尔 定理 , 这 次 我 们 考虑 函数 的 导 函 数 r. 我 们 
知道 J'(p) = f'(q) = 0, 所 以 根据 罗 尔 定理 , 可 以 说 在 (p,q) 区 间 内 有 一 点 ” 使 得 
(f(r) = 0, 等 一 下 , (f)' 就 是 二 次 导数 f”. 所 以 我 们 可 以 说 在 开 区 间 (p,q) 有 一 
点 7 使 得 f(r) = 0. 这 是 一 个 很 大 的 问题 , 因为 我 们 已 经 假设 它 的 二 次 导数 大 于 
零 . 则 我 们 假设 该 函数 与 > 轴 的 交点 个 数 大 于 2 是 错误 的 , 也 就 是 说 交点 个 数 不 能 
超过 两 个 , 这 样 这 个 问题 就 解决 了 . 

顺便 说 一 下 , 对 于 z 轴 截 距 为 0,1 和 2 的 所 有 z, 你 是 否 找到 了 满足 f(x) > 0 
的 函数 ? 如 果 没 有 找到 , 请 校 验 f(x) = xz? + C, 其 中 C 分 别 为 正 数 、 零 或 负数 . 


11.3 中 值 定 理 


假设 你 开始 了 另 一 段 旅 行 , 在 两 个 小 时 之 内 行驶 了 100 英里 , 平均 速度 为 50 
英里 /小 时 . 这 并 不 是 说 你 在 整个 行驶 的 过 程 中 每 个 小 时 行驶 的 速度 都 准确 地 为 50 
英里 . 现在 我 有 个 问题 , 你 的 速度 会 在 行驶 的 某 一 时 刻 正 好 为 50 英里 /小 时 吗 ? 

答案 是 : 是 的 . 即使 你 在 开始 的 第 一 个 小 时 速度 为 45 英里 /小 时 , 第 二 小 时 为 
55 英里 /小 时 , 这 就 是 说 在 从 低速 到 高 速 的 过 程 中 你 不 得 不 加 速 , 在 这 个 过 程 中 的 
某 一 时 刻 , 你 的 速度 为 50 英里 每 小 时 . 这 是 不 可 避免 的 ! 不 管 你 的 旅程 如 何 , 如 果 
你 的 平均 速度 为 50 英里 /小 时 , 那么 至 少 会 在 某 一 时 刻 的 速度 为 50 英里 /小 时 ?. 
当然 你 可 能 会 在 中 间 很 多 时 刻 的 速度 为 50 英里 /小 时 , 或 者 你 的 速度 一 直 都 是 50 
英里 /小 时 . 这 就 引出 了 中 值 定理 . 

中 值 定理 ”假设 函数 f 在 闭 区 间 [c, 引 内 连续 , 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 . 那 

么 在 开 区 间 (a,5) 内 至 少 有 一 点 c 使 得 : 

fr(e) = 包 ) - fo 

这 看 起 来 有 点 儿 奇 怪 , 但 实际 上 很 合理 . 假设 f(t) 是 你 在 时 刻 t 的 位 移 , 你 开 
始 和 结束 的 时 刻 分 别 为 a 和 b, 那么 你 的 平均 速度 为 多 少 ? 你 的 位 移 为 f(b) 一 f(a)， 
用 的 时 间 为 b 一 a, 所 以 上 述 等 式 的 右边 为 你 的 平均 速度 . 另外 , f'(c) 是 你 在 时 刻 c 
的 即时 速度 . 中 值 定理 说 明 , 在 你 的 整个 行程 中 至 少 会 有 这 样 的 一 个 时 刻 c 使 得 你 
的 即时 速度 等 于 平均 速度 . 

让 我 们 看 这 种 情况 的 图 像 . 假设 函数 图 像 如 图 11-7 所 示 . 


@ 再 一 次 地 , 所 有 这 些 都 合理 地 假设 了 你 的 汽车 的 运动 是 可 导 的 ! 
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plb, f(D) 


图 11-7 


连接 (a, f(a)) 和 (b, f(b)) 两 点 的 虚线 斜率 为 /局 二 1 /© . 根据 中 值 定理 , 一 定 


至 少 存在 一 条 斜率 与 虚线 斜率 相同 的 切线 ; 也 就 是 说 至 由 会 有 _- 条 切线 与 虚线 是 平 
行 的 . 在 上 述 图 像 中 , 实际 上 有 两 条 切线 与 虚线 是 平行 的 , 它们 的 横 坐 标 分 别 为 co 
和 ci. 两 条 切线 的 任何 一 条 都 满足 该 定理 . 

中 值 定理 与 罗 尔 定理 看 起 来 很 相似 . 实际 上 , 满足 这 两 个 定理 的 条 件 几 乎 是 相 
同 的 .在 两 个 定理 中 , 都 要 求 在 闲 区 间 fa, 内 连续 , 开 区 间 (a,5) 内 可 导 ， 但 罗 
尔 定理 要 求 f(a) = f(b), 中 值 定理 却 没有 做 这 个 要 求 . 实际 上 , 假设 函数 f 满足 
f(a) = f(b), 对 其 应 用 中 值 定理 , 很 显然 f(a) - f(b) = 0, 也 就 是 说 在 开 区 间 (a,b) 
内 有 一 点 c 使 得 f'(c) = 0. 所 以 中 值 定理 可 以 推导 出 罗 尔 定理 . 

下 面 让 我 们 看 一 些 如 何 应 用 这 个 定理 的 例子 . 第 一 个 例子 是 如 何 证 明 2zez? -- 
e 十 1 = 0 这 个 方程 有 一 个 解 ? 一 个 方法 是 可 以 使 用 介 值 定理 (参照 5.1.4 节 ), 你 
可 以 试 试 . 另 一 个 方法 是 用 中 值 定理 , 我 建议 你 对 函数 f(z) = ew 在 区 间 [0, 1] 内 
用 中 值 定理 , 这 是 可 行 的 , 因为 该 函数 在 其 定义 域内 是 处 处 连续 并 可 导 的 . 根据 中 


信 定 理 , 可 以 说 在 闭 区 间 [0, 1] 内 至 少 存在 一 点 < 满足 1(6) = 人 二 了 上 .那么 
我 们 需要 求 J/(z), 用 链 式 求 导 法 则 , 你 应 该 可 以 证 明 f'(z) = 2ze”, 这 样 上 述 方程 


变 为 2ce” 一 二 6 = 。- 1 这 样 得 到 2ce? - e+ 1 = 0, 完成 了 我 们 要 证 明 
2zer” -e+1 一 0 至 少 有 一 个 解 的 要 求 . 事实 上 , 我 们 也 证 明了 在 0 与 1 之 间 存在 
一 个 解 

这 儿 有 个 难 一 点 的 例子 . 假设 有 这 样 一 个 函数 , 对 于 所 有 的 实数 > 处 处 可 导 并 
且 了 (zx) > 4 问题 是 如 何 证 明 这 个 函数 y = f(z) 的 图 像 与 线性 函数 y = 3z 一 2 最 
多 只 有 一 个 交点 . 试 一 下 , 看 看 你 是 否 可 以 在 阅读 下 段 文字 前 自己 找到 答案 . 

究竟 该 怎样 解决 这 个 问题 呢 ? 事实 上 , 这 同 我 们 上 一 节 中 的 罗 尔 定理 的 例子 很 
相似 ， 首 先 , 如 果 点 {z, 是 同时 满足 函数 y = f(z) 和 线性 函数 y = 3z -2 的 
点 , 那么 我 们 一 定 会 有 f(z) = 3z -~ 2 注意 这 个 方程 对 于 大 多 数 = 并 不 成 立 ! 它 
只 满足 交点 的 z. 依然 用 反 证 法 , 我 们 假设 交点 不 止 一 个 . 选取 其 中 的 两 个 交点 , 设 
其 横 坐 标 分 别 为 a。 和 bla < 如 .由 于 它们 是 交点 , 这 样 我 们 知道 f(a) = 3a - 2 和 
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f(b) = 3 - 2, 又 因为 该 函数 对 于 所 有 实数 都 处 处 可 导 并 连续 , 根据 中 值 定理 , 在 
开 区 间 (a, b) 内 一 定 有 一 点 e 使 得 Po = 下; 代入 f(a) = so 一 2 和 


/四 一 3 一 2 可 得 ja 一 3 一 B22 ~ 9- 


为 对 于 所 有 z, f(z) > 4 所 以 最 多 只 能 有 一 个 交点 . 

这 样 我 们 就 完成 了 这 个 证 明 , 你 可 能 会 考虑 这 样 的 函数 应 该 还 有 其 他 的 交点 . 
让 我 们 用 一 个 实际 的 例子 来 说 明 问 题 . 想象 一 辆 车 4 正 以 3 英里 /小 时 的 速度 前 
进 , 它 的 开始 位 移 为 -2, 那么 它 在 任意 时 刻 t 的 位 移 表 达 式 为 3t - 2. 假设 你 也 正 
开车 前 进 (注意 你 与 4 车 的 运动 方向 是 相同 的 ), 在 任意 时 刻 上 的 位 移 是 fb， 并 
且 fr(t) > 4 说 明 你 在 任意 时 刻 的 速度 永远 大 于 4 英里 /小 时 . 所 以 所 需要 说 明 的 
问题 是 你 不 能 与 4 车 相遇 的 次 数 超过 1 次 . 假设 你 们 相遇 超过 1 次 , 因为 4 车 的 
速度 恒 为 3 英里 /小 时 , 如 果 相遇 超过 1 次 那么 说 明 你 至 少 在 某 一 时 刻 的 速度 为 3 
英里 /小 时 . 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 你 的 速度 一 直 都 大 于 4. 如 果 你 这 样 思考 本 例 的 
话 , 它 就 很 有 意义 ! 

中 值 定 理 的 应 用 

我 们 已 经 讨论 了 很 多 关于 导数 的 问题 . 比如 说 如 果 一 个 函数 的 导数 一 直 为 零 
那么 这 个 函数 一 定 为 常 函数 . 尽管 这 是 个 显而易见 的 问题 , 但 却 很 值得 证 明 . 下 面 
让 我 们 用 中 值 定理 去 证 明 三 个 关于 导数 的 有 用 的 事实 

(1) 假设 函数 /在 开 区 间 (a, 内 的 任意 一 点 的 导数 都 为 稚 , 这 说 明 该 函数 的 
图 像 是 水 平 的 . 事实 上 , 很 显然 , 该 函数 在 这 个 区 间 内 是 常 函数 .那么 怎样 去 证 明 
呢 ? 首先 在 该 区 间 内 固定 一 点 5, 然后 在 该 区 间 内 取 一 点 z(z 不 同 于 5), 根据 中 
值 定理 可 以 说 , 在 z 和 8 之 间 一 定 存在 一 点 < 满足 Po) 一 /O15). 因为 
我 们 已 经 假设 函数 的 导数 一 直 为 零 , 这 说 明 fr(c) 也 一 定 为 零 所 以 上 述 方程 变 为 
f’'(c) = {0 3) = 0, 这 说 明 f(z) = 了 (5). 如果 设 C = 了 (5), 那么 对 于 所 有 在 
该 区 间 内 的 函数 有 f(z) = C, 所 以 该 函数 为 常 函数 . 于 是 我 们 有 这 样 的 结论 

如 果 对 于 在 定义 域 (a,6) 内 的 所 有 z, 都 有 PCz) 二 0 那么 函数 了 在 开 区 

间 (@,b) 内 为 常 函数 ， 


事实 上 , 在 10.2.2 节 中 我 们 已 经 使 用 过 这 个 结论 . 对 于 在 开 区 间 (-1, 1) 内 的 所 有 
Zz, 如 果 f(z) = sin  (z) 十 cos-1(z), 那么 f(z) = 0, 我 们 可 以 得 出 结论 , 函数 f 在 
该 区 闻 内 为 常 函数 , 事实 上 , 由 于 f(0) = r/2, 我 们 得 到 : 对 于 所 有 在 开 区 间 (-13) 
内 的 z 都 有 sin-1(z) + cos-1(z) = /2. 

(2) 假设 两 个 可 导 函 数 有 相同 的 导数 , 那么 它们 的 函数 表达 式 是 相同 的 吗 ? 没 
有 必要 完全 相同 , 可 能 只 有 一 个 常数 不 同 . 例如 : 函数 f(z) = x? 和 g(x) = x? 十 1 


3. 这 不 可 能 正确 , 因 


11.4 二 次 导数 及 图 像 ” 213 


有 相同 的 导数 2z, 但 很 明显 , 这 两 个 函数 是 不 同 的 函数 . 还 有 其 他 的 方法 使 这 两 个 
函数 处 处 有 相同 的 导数 吗 ? 答案 是 否定 的 , 常数 不 同 是 唯一 的 方法 . 


| 如果 对 于 任意 实数 z 都 有 f'(z) =g'(z), 那么 有 f(z) 一 g(z)+C(C 为 常数 )， | 


事实 表明 , 使 用 上 述 的 第 1 条 很 容易 证 明 这 个 结论 . 假设 对 于 所 有 zx, f(x) = 
9 (z) 并 且 h(x) = f(z) 一 g(z). 我 们 对 等 式 两 端 同时 求 导 , 有 h(x) = f(x) 一 g'(zx) = 
0, 所 以 h 为 常数 , 也 就 是 对 于 常数 C 而 言 , h(x) = C, 这 说 明 f(x) 一 g(x) 二 C 中 
f(z) = 9g(z)+C. 函数 上 和 9 的 差 的 确 只 为 一 个 常数 . 这 个 结论 对 于 我 们 后 面 章节 
的 积分 学 习 将 是 非常 有 用 的 . 

(3) 如 果 函 数 了 的 导 通 数 一 直 为 正 , 那么 该 函数 为 增 函 数 . 也 就 是 说 如 果 a < 6b， 
则 有 f(a) < f(b)， 换 句 话 说 , 在 图 像 上 任 取 两 点 , 那么 左边 的 点 一 定 低 于 右边 的 . 
当 你 从 左 向 右 看 时 , 此 曲线 一 点 点 变 高 . 为 什么 这 样 呢 ? 让 我 们 来 证 明 一 下 , 假设 对 
于 所 有 z, 有 f'(z) > 0 并 且 a < 4b. 根据 中 值 定理 , 在 开 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 个 
常数 c 使 得 六 (o) = 了 四 二 人 9, 也 就 是 说 (一 f(a) = 了 (Ob 到). 因为 Fr() > 0 
并 且 5b-a>00, 所 以 等 式 的 生 边 为 正 | 这 样 我 们 有 f(b) 一 f(a) > 0, 因此 f(b) > Fo). 
所 以 该 函数 的 确 为 增 函数 . 相反 , 如 果 对 于 所 有 z, 户 (z) < 0, 那么 这 样 的 函数 一 定 
为 减 函数 ; 也 就 是 说 如 果 a < 5, 则 有 f(a) > f(6b). 证 明 的 方法 是 基本 一 样 的 . 


11.4 二 次 导数 及 图 像 


到 目前 为 止 , 我 们 一 直 没有 讨论 过 二 次 导数 . 我 们 仅仅 用 二 次 导数 定义 了 加 速 
度 , 实际 上 它 有 更 广泛 的 应 用 , 它 可 以 告诉 你 许多 关于 函数 图 像 的 应 用 . 例如 , 假设 
函数 的 二 次 导数 jw(z) > 0 对 于 所 有 在 开 区 间 (a,5) 内 的 xz 都 成 立 . 如 果 我 们 把 二 
次 导数 看 做 一 次 导数 的 导数 , 二 次 导数 可 以 写 为 (f')'(z) > 0, 也 就 是 说 一 次 导 函 数 
一 直 为 增 函 数 . 

那 又 怎么 样 呢 ? 如 果 你 知道 一 次 导 函 数 为 增 函数 , 也 就 是 说 它 的 图 像 会 变 得 越 
来 越 “ 陡 峭 ”, 图 11-8 向 我 们 展示 了 这 种 情况 : 

把 这 个 图 像 想象 为 上 山下 山 的 情景 . 在 zx = a 
的 右 侧 附近 , 登山 人 很 轻松 自如 , 斜率 为 负 , 是 下 山 
区 域 , 很 容易 走 . 在 逐渐 接近 c 点 的 过 程 中 , 路 面 会 
变 得 越 来 越 水 平 , 直至 到 达 c 点 , 路 面 完全 水 平 . 重 
要 的 是 , 在 从 e 点 到 b 点 的 过 程 中 , 由 于 斜率 是 增 
加 的 , 所 以 坡度 会 越 来 越 陡 , 路 会 越 来 越 不 好 走 . 这 
就 是 二 次 导数 fw(z) > 0 给 我 们 的 暗示 . 图 11-8 

我 们 需要 用 数学 的 术语 去 描述 上 述 的 图 像 . 如 果 函 数 的 斜率 在 某 段 区 间 (a, 如 
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内 为 增 函 数 或 者 说 它 的 二 次 导数 在 该 段 区 间 内 是 永远 大 于 零 的 ( 设 二 次 导数 存在 )， 
那么 我 们 说 该 函数 的 图 像 的 开口 是 向 上 目的. 图 11-9 是 一 些 开口 向 上 的 图 像 的 


AL 


图 11-9 


这 些 图 像 的 形状 都 像 碗 . 注意 仅仅 通过 y”(z) > 0 我 们 无 法 判断 一 次 导数 的 正 负 . 
例如 上 述 图 像 的 中 间 两 个 图 像 的 一 次 导数 为 负 的 ; 最 右边 的 一 次 导数 为 正 的 ; 最 左 
边 的 一 次 导数 由 负 到 正 . 

如 果 二 次 导数 J”(z) 为 负 , 那么 情况 会 是 怎样 呢 ? 同上 述 的 情况 恰恰 相反 . 它 
的 图 像 的 形状 都 像 开 口 向 下 的 碗 . 如果 在 某 段 区 间 内 函数 的 二 次 导数 一 直 为 负 。， 
那么 就 说 这 个 图 像 是 开口 向 下 的 . 图 11-10 是 一 些 在 定义 域内 开口 向 下 的 图 像 的 


小三 二 


图 11-10 
在 这 些 图 像 中 , 函数 的 导 函 数 都 为 减 函数 ,也 就 是 
说 如 果 你 把 这 看 成 是 上 山 , 那么 上 坡 会 越 来 越 平坦 ; 
如 果 看 做 下 山 , 山坡 会 越 来 越 陡峭 (你 是 从 左 向 右 
登山 的 ). 
当然 凹凸 性 并 不 是 每 一 个 地 方 都 是 一 样 的 , 它 
可 能 会 改变 . 

如 图 11-11 所 示 , 在 z = e 点 的 左边 , 图 像 是 开 
口 向 下 的 ; 而 在 z = e 点 的 右边 , 图 像 是 开口 向 上 
的 . 这 时 , 我 们 说 c 点 为 函数 的 拐点 , 因为 函数 在 ce 
点 改变 了 它 的 凹凸 性 . 


11-11 


关于 拐点 的 几 点 说 明 
在 上 述 图 像 中 , 我 们 说 在 c 点 的 左边 二 次 导数 小 于 零 , 在 c 点 的 右边 二 次 导数 


@ 如 果 你 记 不 清 哪 一 个 是 开口 向 上 , 哪 一 个 是 开口 向 下 的 , 那么 下 面 这 些 同 竟 词 也 许 能 帮助 你 ， 杯 状 
样 , 开口 向 上 ; 皱眉 相 , 开口 向 下 . 
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大 于 零 . 那么 在 e 点 的 二 次 导数 是 怎样 的 呢 ? 它 肯定 为 0, 因为 所 有 的 一 切 都 是 那 
么 优雅 及 平滑 . 总 的 来 说 , 如 果 c 点 为 拐点 , 那么 在 c 点 的 两 侧 的 二 次 导数 的 符号 
一 定 是 相反 的 . 假设 当 z 接近 于 ec 点 时 f”(z) 确定 存在 , 那么 必 有 以 下 的 结论 ; 


如 果 z =c 的 点 是 该 函数 的 拐点 , 那么 则 有 f”(c) =0. 
但 是 , 另 一 方面 , 如 果 f”(c) = 0, 那么 e 点 可 能 是 也 可 能 不 是 拐点 ! 也 就 是 说 : 
| 如果 f”(c) = 0, 那么 c 点 不 一 定 总 是 函数 了 的 拐点 . 四 


例如 , 假设 函数 f(z) = z4, 那么 它 的 一 次 导数 为 (xz) = 473, 二 次 导数 为 f"(z) = 
12z?. 当 z = 0 时 , 它 的 二 次 导数 逐渐 消失 , 因为 P"(0) = 12(0)2 = 0. 那么 z= 0 还 


是 拐点 吗 ? 答案 当然 是 否定 的 . 图 11-12 为 该 函数 图 像 : | 
从 图 像 中 可 以 看 出 函数 在 其 定义 域内 都 是 开口 向 上 的 ; 所 
以 在 > = 0 这 点 该 函数 并 没有 改变 它 的 凹凸 性 . 也 就 是 说 

尽管 六 (0) = 0,z= 0 这 点 并 不 是 它 的 拐点 . 图 11-12 

另 一 方面 , 如 果 你 想 找 拐点 , 你 的 确 应 该 找 导 数 为 零 的 点 , 这 样 做 至 少 可 以 缩 
小 寻找 范围 , 然后 我 们 在 逐一 校 验 . 例如 , 假设 f(x) = sin(z), 那么 f(x) = cos(z)， 
f(z) = 一 sin(z). 当 zz 的 值 为 r 的 整数 倍 时 , 该 函数 的 二 次 导数 为 零 . 我 们 将 注意 
力 集中 在 当 x = 0 时 , 函数 的 图 像 是 怎样 的 . 此 时 ， 
了 (0) = 一 sin(0) = 0, x = 0 是 拐点 吗 ? 让 我 们 看 看 
图 11-13. 

是 的 , x = 0 是 拐点 , 因为 图 像 从 0 左 端的 开 避 
癌 上 到 0, 右 端的 开口 向 下 . 注意 在 x = 0 点 的 切 
线 通过 函数 y = sin(z). 这 点 是 个 典型 的 拐点 , 因为 
它 的 图 像 分 别 在 图 像 的 上 方 和 下 方 . 


11.5 对 于 导数 为 零点 的 分 类 


现在 我 们 把 上 述 的 定理 应 用 到 实际 中 去 . 假设 有 这 样 一 个 函数 f 其 中 有 这 样 
一 点 < 使 得 f'(c) = 0. 我 们 除了 可 以 说 e 点 是 函数 f 的 临界 点 , 还 可 以 说 什么 呢 ? 
事实 证 明 , 这 仅仅 有 三 种 可 能 性 : 该 点 可 能 为 局 部 最 大 值 点 ; 也 可 能 为 局 部 最 小 值 
点 ; 也 可 能 为 水 平 拐点 (也 就 是 说 这 点 不 仅 是 拐点 , 通过 该 点 的 切线 也 是 水 平 的 %. 
(对 于 所 有 接近 于 c 的 > 来 说 , f(x) 也 可 能 是 常数 , 但 如 果 这 样 的 话 , ec 就 既是 局 部 
最 大 值 也 是 局 部 最 小 值 .) 图 11-14 是 一 些 上 述 例子 的 图 像 . 


@ 另 一 种 可 能 性 是 在 临界 值 附近 的 凹凸 性 是 很 难 定义 的 . 例如 f(x) = z4sin(1/z) 这 个 函数 , 当 > 趋 
于 临界 点 0 时 , 二 次 导数 的 符号 大 幅 振 荡 , 所 以 四 凸 性 也 在 不 停 变 化 ! 


出 
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ce ce 
局 部 最 大 值 局 部 最 小 值 水 平 拐点 
图 11-14 


在 每 一 种 情况 下 , 切线 都 是 水 平 的 , 如 果 你 只 知道 J(c) = 0, 那么 你 只 能 得 出 
这 个 结论 . 那么 怎样 才能 判断 是 上 图 中 的 哪 种 情况 昵 ? 有 两 个 方法 , 第 一 个 方法 是 
我 们 用 一 次 导数 ; 第 二 个 方法 我 们 用 二 阶 导数 . 当 你 用 一 次 导数 时 , 要 观察 在 z = c 
两 侧 的 一 阶 导数 的 符号 (是 正 还 是 负 ). 另 一 方面 , 当 你 使 用 二 阶 导 数 的 时 候 , 同样 
也 要 考虑 在 z = e 点 时 的 二 阶 导数 的 符号 . 下 面 我 将 详细 介绍 这 两 个 方法 ， 


11.5.1 ”一 次 导数 的 应 用 
我 们 再 次 看 上 边 的 图 像 , 但 这 次 在 x = c 点 两 侧 画 一 些 切线 , 如 图 11-15 所 示 . 


ce ce 
局 部 最 大 值 局 部 最 小 值 水 平 拐点 
图 11-15 


在 第 一 个 图 像 中 , x = ce 点 为 局 部 最 大 值 . c 点 的 左 侧 , 图 像 的 斜率 为 正 的 , 也 就 是 说 
在 那 一 部 分 该 函数 为 增 函数 (参照 11.3.1 节 ). 另 一 方面 , 在 c 点 的 右 侧 , 图 像 的 斜 
率 为 负 的 , 也 就 是 说 在 那 一 部 分 函数 为 减 函 数 . 很 清楚 , 如 果 在 某 一 点 的 导数 为 零 ， 
在 该 点 的 左 侧 斜率 为 正 , 右 侧 斜率 为 负 , 那么 , 这 样 的 点 为 函数 的 局 部 最 大 值 点 . 

对 于 第 二 个 函数 图 像 , 情况 恰恰 相反 . 如 果 某 点 的 导数 为 零 , 从 这 点 的 左 到 右 
函数 的 斜率 由 负 到 正 , 那么 这 样 的 点 就 是 局 部 最 小 值 点 . 在 第 三 个 图 像 中 , 除 e 点 
外 , 斜率 一 直 为 正 ; 在 第 四 个 图 中 , 除 c 点 外 , 斜率 一 直 为 负 . 以 上 两 个 图 像 中 的 c 
点 均 为 拐点 (e 点 两 侧 的 导数 的 斜率 并 没有 改变 ). 

下 面 是 通过 观察 得 出 的 总 结 . 假设 f'(c) = 0, 这 时 我 们 有 : 

。 如 果 从 左 到 右 通过 c 点 , 一 次 导数 (x) 的 符号 由 正 到 负 发 生变 化 , 那么 c 
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点 为 局 部 最 大 值 点 . 

。 如 果 从 左 到 右 通 过 c 点 , 一 次 导数 f(x) 的 符号 由 负 到 正 发 生变 化 , 那么 c 
点 为 局 部 最 小 值 点 . 

。 如 果 从 左 到 右 通过 e 点 , 一 次 导数 P(z) 的 符号 没有 发 生变 化 , 那么 c 点 为 
水 平 拐点 . 


例如 函数 f(z) = z3, 那么 它 的 导数 为 P(z) = 3z2. 由 于 当 zz = 0 时 的 导数 为 
零 , 所 以 我 们 说 z = 0 一 定 是 局 部 最 大 值 , 局 部 最 小 值 或 水 平 拐点 中 的 一 点 . 它 到 
底 是 哪 一 个 呢 ? 因为 当 z 关 0 时 , 导 函 数 一 直 为 正 , 则 从 左 向 右 通过 x = 0 时 , 导数 
的 符号 不 发 生变 化 , 所 以 该 点 一 定 为 拐点 . 你 可 以 茵 函数 图 像 校 验 一 下 (在 11.5.2 
节 也 会 看 到 该 函数 图 像 ). 

习 一 个 例子 , 如 果 设 f(z) = zln(z), 那么 函数 『 的 局 部 最 大 值 , 局 部 最 小 值 和 水 
平 拐点 又 会 出 现在 哪里 呢 ? 首先 我 们 可 以 使 用 乘法 规则 去 求 导 7(z) = In(z) +1( 请 
检验 并 相信 这 一 点 ! ) 我 们 在 求 方程 P(z) = 0 的 解 . 那么 方程 f(z) = In(z)+1 = 0. 
通过 重新 整理 , 得 到 ln(z) = -1, 两 边 同 时 取 震 , 得 
到 = = e-1 = <-. 这 是 唯一 需要 考虑 的 点 ,那么 它 会 
是 哪 种 类 型 的 临界 点 呢 ? 

让 我 们 看 f(z) = In(z)+1 在 z 接 近 于 1/e 附近 
的 符号 . 最 简单 的 方式 是 快速 绘制 导 函 数 y = f(x) 
的 图 像 . 我 们 可 以 通过 把 ln(z) 的 图 像 向 上 平移 一 
个 单位 而 得 到 . 图 11-16 就 是 这 样 得 到 的 . 
从 图 像 中 可 以 看 出 在 x = 1/e 的 两 侧 导 函数 由 负 
到 正 ， 这 说 明 该 点 为 局 部 最 小 值 点 ， 那么 在 该 点 
的 函数 值 又 为 多 少 呢 ? 把 z = 1/e 代入 原 函 数 得 
到 f(1/e) = (1/e)In(1/e) = -1/e。 我 们 注意 到 
In(1/e) = In(e-!1) = 一 In(e) = 一 1, 所 以 该 函数 在 

图 1117 点 (1/e, -1/e) 有 局 部 最 小 值 . 如 图 11-17 所 示 . 

正如 你 所 看 到 的 一 样 , 我 们 并 不 知道 完整 的 函数 图 像 , 在 12.3.2 节 中 我 将 介绍 如 何 
绘制 完整 的 函数 图 像 . 


11.5.2 ”二 阶 导数 的 应 用 


。 让 我 们 再 次 看 一 下 刚才 满足 (ec) = 0 的 四 种 函数 图 像 , 如 图 11-18 所 示 . 
想象 J”(c) > 0, 从 11.4 节 中 我 们 知道 这 样 的 函数 y = f(z) 的 图 像 在 e 点 附近 是 开 
口 向 上 的 . 上 述 图 像 只 有 第 二 个 满足 条 件 , 这 时 在 e 点 是 局 部 最 小 值 . 同样 地 , 如 果 
f"(c) < 0, 那么 图 像 就 是 开口 向 下 的 , 是 上 述 图 像 的 第 一 个 , 此 时 c 点 为 局 部 最 大 
值 点 . 


图 11-16 


y=f(D)=7 ln(7) 
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c 
局 部 最 大 值 局 部 最 小 值 水 平 拐点 
图 11-18 


这 个 结论 是 很 有 用 的 , 但 让 我 们 再 仔细 思考 一 下 ; 如 果 f”(c) = 0, 那么 你 可 能 
是 在 上 述 四 种 情况 的 任意 一 种 ! 例如 : 假设 f(x) = za, g(z) = z4. 那么 f(x) = 
3z2, 所 以 1'(0) = 0. 接 下 来 我 们 用 它 的 二 次 导数 去 对 这 个 临界 点 进行 分 类 . 因为 
jz) = 6z, 则 有 "(0) = 0. 

另外 一 方面 , 函数 g 又 是 怎样 呢 ? 在 11.4.1 节 中 我 们 已 经 求 得 g'(z) = 4z3, 所 
以 g'(0) = 0. z = 0 又 是 一 种 什么 样 的 临界 点 呢 ? 让 我 们 用 二 次 导数 来 校 验 一 下 ， 
9g (7) = 12z2, 所 以 g"(0) = 0. 

在 两 种 情况 下 , 在 临界 点 x = 0 的 二 次 导数 都 为 零 . 从 图 11-19 中 可 以 看 出 ， 
函数 f 在 0 点 是 拐点 , 但 函数 g 在 0 点 是 局 部 最 小 值 点 . 


y=f(2)=7 


图 11-19 


所 以 使 用 二 次 导数 是 无 法 区 分 这 两 种 情况 的 . 当 二 次 导数 为 零 的 时 候 , 你 好 像 在 一 
个 黑暗 的 屋子 里 紧 闭 双眼 .你 无 法 判断 究竟 是 局 部 最 大 值 还 是 局 部 最 小 值 还 是 水 
平 拐点 . 那么 下 面 是 一 些 总 结 . 设 f'(c) = 0, 则 有 : 

。 如 果 f”(c) < 0, 那么 z= ce 的 点 为 局 部 最 大 值 点 . 

。 如 果 f"(c) > 0, 那么 z = e 的 点 为 局 部 最 小 值 点 . 

e 如 果 fj"(c) = 0, 那么 无 法 判断 发 生 了 什么 ! 需要 用 到 上 一 节 讲 过 的 一 次 导 

数 测试 法 . 

当然 , 一 次 导数 测试 法 更 适用 , 尽管 它 比较 麻烦 . 它 在 任何 情况 下 都 可 以 使 用 , 而 不 
像 二 次 导数 有 局 限 性 ， 尽 管 如 此 , 下 面 是 一 个 两 种 测试 的 方法 都 可 以 使 用 的 例子 . 
假设 函数 f(x) = zln(z), 这 是 上 一 节 中 使 用 过 的 例子 . 我 们 已 经 用 一 次 导数 测试 法 
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发 现 1/e 是 该 函数 的 局 部 最 小 值 . 让 我 们 用 二 次 导数 的 方法 再 测试 一 下 . 

首先 , 通过 回忆 , 我 们 知道 它 的 一 次 导数 为 (x) = In(z)+1, 所 以 Pi/e) = 0. 
很 容易 求 出 它 的 二 次 导数 为 Pr(z) = 1/z, 那么 当 x = 1/e 时 , 我 们 得 到 "(e) = e， 
是 个 大 于 零 的 数 . 所 以 该 函数 在 x = 1/e 的 止 凸 性 为 开口 向 上 的 , 就 像 一 个 碗 的 形 
状 一 样 . 根据 上 述 结论 可 以 说 x = 1/e 的 确 为 局 部 最 小 值 点 . 


第 12 章 ”如 何 绘制 函数 图 像 


现在 到 了 该 介绍 如 何 给 已 知 函 数 y 绘制 函数 图 像 y = f(x) 了. 当 我 们 绘制 也 
数 图 像 时 , 我 们 并 没有 要 绘制 完美 无 缺 的 函数 图 像 , 我 们 的 目的 是 要 把 函数 的 主要 
特性 体现 出 来 . 的 确 , 我 们 可 以 使 用 已 经 掌握 的 微 积 分 知识 去 解决 这 个 问题 : 比如 
用 极限 的 知识 去 找 渐 近 线 ; 用 一 次 导数 的 知识 去 找 极 大 值 和 极 小 值 ; 用 二 次 导数 去 
找 函 数 的 凹凸 性 . 以 下 是 我 要 讲解 的 知识 点 : 

。 绘制 符号 表格 的 有 用 的 技巧 ; 

。 如 何 用 一 般 的 方法 去 绘制 函数 图 像 ; 

。 应 用 该 方法 的 五 个 例子 . 


12.1 怎样 建立 符号 表格 


假设 你 想 绘制 y = f(z) 的 函数 图 像 . 对 于 任意 的 x 值 , 它 所 对 应 的 函数 值 可 
能 为 正 , 也 可 能 为 负 , 也 可 能 为 零 , 也 可 能 在 该 点 没有 意义 . 幸运 的 是 , 如 果 该 函数 
除了 一 些 固定 点 之 外 都 是 连续 的 , 那么 我 们 就 能 找到 它 的 零点 以 及 不 连续 的 点 , 通 
过 使 用 符号 表格 就 可 以 很 容易 地 看 出 函数 的 哪里 为 正 哪里 为 负 了 . 

下 面 我 将 通过 实例 来 说 明 如 何 使 用 符号 表格 . 以 递增 的 顺序 列举 出 使 函数 为 零 
的 点 以 及 不 连续 的 点 . 例如 : 如 果 

(z — 3)(z— 1 


1(2) = a 
那么 , 使 函数 值 为 零 的 点 的 横 坐 标 值 分 别 为 3 和 1, 不 连续 的 点 的 横 坐 标 为 0 和 
一 2, 按 递增 的 顺序 排列 是 -2, 0, 1, 3. 现在 让 我 们 绘制 一 个 三 行 多 列 的 表格 , 前 两 
行 分 别 为 x 和 f(z); 第 三 行 目 前 是 空白 . 接 下 来 我 们 把 刚才 列举 出 来 的 零点 值 以 
及 不 连续 的 值 填 入 表格 的 第 一 行 中 , 注意 每 个 数 的 左右 都 要 有 空格 . 请 看 图 12-1. 


图 12-1 


下 面 我 们 填充 第 二 行 , 函数 值 为 零 的 位 置 直接 填 零 , 不 连续 的 位 置 用 星 号 填写 , 得 
到 图 12-2. 


12.1 怎样 建立 符号 表格 221 


图 12-2 


接 下 来 处 理 第 一 行 的 空格 部 分 ， 在任 两 个 数字 之 间 的 空格 选取 这 两 个 数字 之 间 的 
任意 你 喜欢 的 数字 , 别 忘 了 第 一 个 格 和 最 后 一 个 格 都 要 填写 . 在 这 个 例子 中 , 第 一 
个 格子 我 选 的 是 -3; -2 和 0 之 间 我 选 的 是 -1, 等 等 . 请 看 图 12-3. 


图 12-3 


对 于 第 一 个 格子 你 可 以 选 -4 而 不 是 -3, 0 和 1 之 间 你 也 可 以 选 1/3 而 不 是 1/2 
一 一 这 没有 任何 的 不 同 . 我 们 可 以 选 在 这 两 个 特别 的 数 之 间 的 任意 数 . 下 面 是 去 判 
断 我 们 所 选 的 数 所 对 应 的 函数 值 的 正 负 . 例如 当 z = -3 时 ， 
—3—3)(-3—1)? 32 
1 
根据 计算 结果 我 们 在 --3 的 下 面 填 写 一 个 减 号 . 实际 上 我 们 没有 必要 完全 地 求 出 函 
数值 , 因为 我 们 不 怎么 关心 f( 一 3) 的 值 , 而 只 关心 它 的 正 负 . 我 们 通过 判断 每 一 个 
因 式 的 正 负 去 判断 整个 算式 的 正 负 . 特别 是 , 当 z = -3 时 , (x 一 3) 为 负 , (x 一 1)? 
为 正 (必然 为 正 , 因为 这 是 个 平方 表达 式 ! ), za 为 负 , (z 十 2) 也 为 负 . 这 样 , 我 们 的 
结果 是 : 
CD) 
(—)(—) : 
所 以 (一 3) 为 负 . 下 面 我 们 对 每 一 个 数据 做 同样 的 分 析 , 然后 如 图 12-4 所 示 填 表格 . 


zx 一 3 一 2 一 工 | | 1 2 3 
fe) | -|* | +|+*| -oo 一 0 
| | 1 | | | | | 


图 12-4 


问题 的 关键 点 不 是 f( 一 3) 为 负 , 而 是 f(z) 对 于 所 有 的 z < -2 都 为 负 . 数 -3 仅 
仅 是 (oo0, -2) 中 所 有 数据 的 一 个 代表 , 一 个 样本 .，f( 一 3) 的 正 负 决 定 了 该 函数 在 
(一 00, 一 2) 区 间 内 的 正 负 . 类 似 地 , -1) 是 正 的 , 那么 f(x) 在 (一 2,0) 的 整个 区 间 内 
是 正 的 . 这 样 的 表格 给 了 我 们 关于 这 个 函数 y = f(z) 的 很 多 信息 , 我 们 将 在 12.3.1 
中 有 更 多 的 介绍 . 


十 
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下 面 是 另 一 个 例子 . 假设 函数 
jz) 一 2Z2(z 一 5)3. 
我 们 在 10.1.4 节 中 已 经 见 过 这 个 函数 了 . 我 们 再 用 符号 表格 来 仔细 分 析 这 个 函数 . 
该 函数 的 零点 只 有 x =0 和 z =5, 但 没有 不 连续 的 点 . 所 以 关键 点 为 0 和 5. 接 下 
来 我 们 填 表 . 在 0 之 前 我 选 -1; 0 和 5 之 间 我 选 2; 5 之 后 我 选 6. 则 图 12-5 如 下 ， 


下 边 是 我 在 -1, 2 和 6 点 得 到 的 符号 : 

e。 当 z= -1 的 时 候 ,z 和 (x 一 5) 都 为 负 . 因此 /-1) 为 (--)?(-)3 = (+)(--) = 

(—). 

e 当 x =2 的 时 候 , z 为 正 , (x 一 5) 为 负 , 因此 (2) 为 (十 )?( 一 3, 仍然 为 负 . 

。 当 z =6 的 时 候 , z 和 (x -5) 都 为 正 . 因此 f(6) 为 (十 )2(+)3 = (+). 

上 述 表格 将 帮助 我 们 在 12.3.3 节 中 绘制 y = f(z) 的 图 像 . 下 面 让 我 们 看 看 如 
何 制作 一 次 导数 和 二 次 导数 的 符号 表格 . 
12.1.1 ”制作 一 次 导数 的 符号 表格 


在 11.3.1 节 中 我 们 已 经 知道 了 一 次 导数 对 于 函数 的 重要 性 . 无 论 什么 情况 下 ， 
只 要 导数 为 正 ， 函 数 就 为 增 函数 ; 导数 为 负 , 函数 为 减 函 数 ; 导数 为 零 ， 函数 有 局 
部 最 大 值 或 最 小 值 或 水 平 拐点 .一 个 符号 表格 能 对 上 边 的 复杂 情况 做 一 个 简单 的 
总 结 . 

方法 同 刚才 的 符号 的 表格 中 所 用 方法 是 一 样 的 ， 只 是 现在 是 应 用 在 户 (z) 上 . 
唯一 的 男 一 个 不 同 是 , 当 f'(z) 为 零 时 , 我 们 在 第 三 行 画 一 条 小 水 平 横 线 ; 当 f'(zx) 
大 于 零 时 , 我 们 画 一 条 斜率 向 上 的 斜 线 ; 当 户 (z) 小 于 零 时 , 我 们 画 一 条 斜率 向 下 的 

我 将 用 刚才 的 例子 f(x) = z2(z 一 5)3 展示 如 何 使 用 这 个 表格 . 在 10.1.4 节 中 
我 们 已 经 计算 了 f'(z) = 5z(z - 5)?(z 一 2)( 如 果 你 不 想 翻 回去 看 , 可 以 自己 重新 计 
算 一 下 ! ). 通过 这 个 表达 式 可 以 看 出 当 x =0, z =2 或 > =5 时 f(z) = 0. 让 我 们 
选 一 下 它们 之 间 的 关键 点 ; 小 于 零 的 点 我 们 选 -1; 0 和 2 之 间 的 点 我 们 选 1; 2 和 
5 之 间 我 们 选 3; 最 后 , 大 于 5 的 点 选 6. 这 样 , 就 有 图 12-6 了 . 
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接 下 来 我 们 要 选 P(z) 在 我 们 选 的 这 些 点 上 的 符号 . 例如 , 当 x = -1 时 , 5z 为 负 ， 
(z 一 5) 为 负 , (z 一 2) 也 为 负 , 所 以 (1) 的 符号 为 (-)(-)2(-) = (+). 用 同样 的 
方法 可 以 得 到 其 余 几 点 的 正 负 , 我 把 这 个 任务 留 给 你 . 这 样 我 们 有 图 12-7. 


注意 我 在 第 3 行 怎样 画 线 的 : 当 户 (z) 为 正 时 (+), 我 们 画 的 是 斜率 向 上 的 线 ; (一 ) 
为 斜率 向 下 的 线 ; 0 时 是 水 平 的 线 . 这 样 我 们 马上 就 可 以 知道 当 z <0 和 z >2 时 
为 增 函 数 ; 当 0< z <2 时 , f 为 减 函 数 . 上 述 表 格 也 可 以 看 出 x =0 为 局 部 最 大 值 ， 
7 =2 为 局 部 最 小 值 , > =5 为 水 平 拐点 . 我 们 在 12.3.3 节 中 将 展示 如 何 用 这 个 表格 
去 绘制 函数 图 像 y = f(x). 

提示 : 表格 中 的 第 3 行 仅仅 是 指导 你 如 何 绘制 函数 图 像 , 并 不 是 说 该 函数 图 像 
同 它 完全 一 致 . 表格 中 的 信息 是 让 我 们 明白 在 哪些 区 间 函 数 为 增 函 数 , 哪些 区 间 为 
减 函数 , 哪些 区 间 为 水 平 的 . 


12.1.2 ”制作 二 次 导数 的 表格 


在 11.4 节 中 我 们 已 经 看 到 了 二 次 导数 的 重要 性 (回顾 一 下 11.4 节 ). 当 二 次 导 
数 为 正 时 , 图 像 的 开口 是 向 上 的 ; 为 负 时 , 图 像 是 开口 向 下 的 ; 为 零 时 , 可 能 会 有 一 
个 拐点 , 但 不 一 定 . 二 次 导数 的 表格 会 告诉 我 们 这 些 信 息 . 

方法 同一 次 导数 或 函数 是 一 样 的 , 区 别 是 第 3 行 要 用 开口 向 上 和 开口 向 下 来 
表示 . 当 符 号 为 正 (二 ) 时 , 我 们 用 一 个 开口 向 上 的 抛物 线 来 表示 ; 当 符 号 为 负 (一 ) 
时 , 用 一 个 开口 向 下 的 抛物 线 来 表示 ; 为 零 时 , 用 点 来 表示 . 

比如 刚才 的 例子 f(z) = z2(z - 5)3, 我 们 已 经 知道 它 的 一 次 导数 为 P(z) = 
5z(zx 一 5)2(z 一 2). 对 这 个 再 求 导 , 我 们 将 zx 和 (x - 2) 合并 在 一 起 , 得 到 f'(x) = 
5(z 一 5)2(z2 一 22). 接 下 来 , 我 们 用 导数 乘法 规则 , 得 到 : 

jlz)=5((z2 -2z)x (2(z 一 5))+(z 一 5)2(2z — 2)). 

提出 公 因 式 (z 一 5) 并 重新 整理 , 我 们 得 到 f(x) = 10(z 一 5)(2z2 一 8z 十 中. 实际 上 
我 们 可 以 使 用 二 次 函数 的 公式 去 求 2z2 - 8z + 5 = 0 的 解 , 解 为 2 士 了 V6. 所 以 我 
们 可 以 把 J*(z) 完全 地 因 式 分 解 为 


f” (x) = 20 (s 一 ( 一 3v5)) (z 一 (2 十 3v6)) (z —5). 


这 说 明 当 z = 2 - 3V6, z=2+4 3V6 和 z = 5 时 , f"(z) 的 值 为 零 , 那么 我 们 做 
j"(z) 的 图 12-8. 
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现在 , 我 们 要 填写 空白 处 ， 如 果 我 们 能 知道 2 + 5V6 的 值 将 是 一 件 非常 好 的 事情 
所 以 让 我 们 试 试 不 用 计算 器 去 估算 这 个 数值 . 我 们 可 以 发 现 V6 是 在 2 和 3 之 间 
(因为 6 是 在 4 和 9 之 间 ), 所 以 5V6 是 在 1 和 3/2 之 间 . 这 说 明 2 ~ 了 V6 是 在 
2 = 和 2-1=1 之 间 . 同 理 可 说 明 ?+ 了 VB6 是 在 2H1-3 和 2+3- 31 之 间 
所 以 小 于 2 一 了 V5 的 部 分 我 们 选 0; 2- 3V6 和 2+ V6 之 间 我 们 先 2; 在 2+ 了 V6 
和 5 之 间 我 们 选 4 最 后 大 于 5 的 部 分 我 们 选 6. 这 样 , 有 图 12-9. 


12-9 


请 确信 你 同意 上 表 中 我 所 填写 的 所 有 符号 是 正确 的 . 例如 当 z 一 0 时 , ”7(z) 的 三 
个 因 式 都 是 负 的 , 所 以 乘积 也 是 负 的 . 请 注意 在 第 三 行 我 绘制 了 小 抛物 线 . 可 以 很 清 
楚 地 看 到 当 2—2V6 <z< 2+3V6 或 z >5 时 , 图 像 是 开口 向 上 的 . 当 x < 2-3V6 


或 2+3V6 < z < 5 时 ,图 像 是 开口 向 下 的 . 这 三 个 使 二 次 导数 为 零 的 点 2 一 了 VE 


2 + 3V6 和 5 都 为 拐点 , 因为 在 这 些 点 的 左右 两 侧 的 凹凸 性 正好 是 相反 的 . 再 一 次 ， 
我 们 在 12.3.3 节 中 将 继续 讨论 该 函数 . 

下 面 让 我 们 看 另 一 个 例子 , 假设 g(z) = xz? 一 9z8, 很 容易 计算 出 该 函数 的 一 次 
导 函 数 为 g(x) = 9z8 一 72z”7, 二 次 导 函 数 为 %(z) = 72z7 一 72 x 7z6 = 72z6(z 7). 
所 以 当 x =0 或 > =7 时 g"(z) 为 零 . 让 我 们 选 xz = -1 z =3 和 z =8 为 这 些 点 的 
中 间 点 . 我 把 证 明 %(-1) < 0, g”(3) < 0 和 g”(8) > 0 的 任务 留 给 你 . 这 样 , g”(z) 
的 表格 如 图 12-10 所 示 . 


图 12-10 
我 们 可 以 发 现 x =0 并 不 是 拐点 , 因为 在 x =0 的 两 侧 都 是 开口 向 下 的 . 另 一 方面 ， 
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2 =7 却 是 拐点 , 小 于 7 时 开口 向 下 , 大 于 7 时 开口 向 上 . 

像 我 们 在 上 一 节 中 说 过 的 一 样 , 表格 中 的 第 三 行 仅仅 给 出 了 我 们 一 个 表格 的 大 
概 走势 . 它 只 告诉 我 们 原来 的 图 像 在 哪里 是 开口 向 上 的 哪里 是 开口 向 下 的 , 不 能 给 
出 完全 准确 的 函数 图 像 . 这 就 是 为 什么 我 们 还 要 去 学 习 绘制 图 像 的 完全 的 方法 . 前 
边 介绍 的 三 个 符号 表格 将 在 下 边 的 讲解 中 用 到 , 但 这 并 不 是 方法 的 全 部 . 现在 , 请 
系 好 安全 带 .………. 


12.2 ”绘制 函数 图 像 的 完全 方法 


下 边 是 如 何 绘制 函数 图 像 的 11 步 . 在 你 开始 绘制 图 像 前 , 请 先 画 好 坐标 轴 , 这 
样 你 能 把 收集 到 的 一 些 关键 的 信息 标记 在 图 像 上 . 

(1) 对 称 性 ” 校 验 函数 的 奇偶 性 . 如 果 f(-z) = f(z) 为 偶 函 数 ; 如 果 f(x) = 
一 f(z) 为 奇 函 数 ; 如 果 两 个 都 不 满足 , 则 为 非 奇 非 偶 . 如 果 为 偶 函数 或 奇 函数 , 则 可 
利用 函数 的 对 称 性 去 绘制 函数 图 像 . 我 们 只 绘制 z > 0 的 那 一 部 分 , 其 余部 分 利用 
对 称 性 去 绘制 . 这 将 能 节省 好 多 时 间 . 

(2) y 轴 的 截 距 通过 设 x =0 来 求 y 轴 的 截 距 (如 果 存在 的 话 ) 并 把 它 标 记 在 
图 像 上 . 

(3) z 轴 的 截 距 通过 设 y =0 来 求 > 轴 的 截 距 并 求解 z 有 时 会 有 很 大 的 困 
难 或 几乎 不 太 可 能 . 例如 : 如 果 要 因 式 分 解 一 个 最 高 项 度数 为 3 或 大 于 3 的 多 项 式 
将 是 一 件 很 困难 的 事情 . 你 不 得 不 费力 地 求解 出 一 个 根 , 然后 利用 多 项 式 的 除法 继 
续 因 式 分 解 , 并 在 图 像 的 坐标 轴 上 做 好 标记 . 

(4) 定义 域 求 出 函数 /的 定义 域 . 如 果 定 义 域 在 了 的 定义 中 已 给 出 , 那 问题 
将 会 非常 简单 . 否则 就 需要 我 们 来 求解 定义 域 . 记 住 , 分 母 一 定 要 大 于 零 ; 偶 次 根 号 
下 要 大 于 等 于 零 ; log 里 的 数 要 大 于 零 . 如 果 是 带 有 反 三 角 函 数 , 那 问 题 就 更 复杂 化 
了 . 所 以 我 建议 你 知道 反 三 角 函 数 的 所 有 定义 域 . (例如 sine 的 反 函 数 的 定义 域 为 
[一 1， 1].) 

(5) 垂直 渐 近 线 ”该 渐 近 线 通常 出 现在 分 母 为 零 的 位 置 (如 果 有 分 母 的 话 ! ). 
请 注意 : 如 果 此 时 的 分 子 也 为 零 , 那 就 是 可 去 不 连续 点 2 而 不 是 垂直 渐 近 线 了 . 当 
然 , 由 于 指数 因 式 可 能 也 会 存在 垂直 渐 近 线 . 在 你 的 图 像 上 用 垂直 的 虚线 来 表示 垂 
直 渐 近 线 . 

(6) 函数 的 正 负 对 于 这 个 问题 , 像 12.1 节 描 述 的 那样 绘制 一 个 符号 表格 . 从 
上 边 的 #3 中 我 们 知道 了 函数 的 零点 , 从 #4 和 #5 中 知道 了 函数 的 不 连续 点 . 通过 
该 表格 可 以 准确 地 告诉 你 该 函数 哪 段 在 > 轴 上 方 哪 段 在 z 轴 下 方 . 


@ 例如 : 如 果 f(z) = (z2 一 3z 二 2)/(z 一 2), 通过 因 式 分 解 , 分 子 变 为 (z 一 1)(z 一 2), 很 容易 发 现 
flz) =z 一 1( 除 了 在 z= 二 2 上 , 函数 了 没有 定义 ). 其 图 像 见 3.1 节 . 


© 
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(7) 水 平 渐 近 线 ”通过 计算 lim f(z) 和 lim f(z) 来 求解 函数 的 水 平 渐 近 线 
即使 这 个 极限 为 +o0, 这 也 会 告诉 你 当 z 为 正 负 无 穷 时 函数 的 走势 , 从 而 得 到 一 种 
所 谓 的 “倾斜 " 渐 近 线 . 不 管 怎样, 如 果 有 水 平 渐 近 线 , 请 用 虚线 在 图 像 中 标记 出 来 
以 便 提 醒 你 . 在 水 平和 垂直 渐 近 线 周围 选取 一 些 合适 的 点 去 计算 这 些 点 的 函数 值 ， 
并 把 这 些 点 填充 进 符号 表格 里 , 以 此 来 判断 函数 在 渐 近 线 的 什么 位 置 . 

(8) 导数 的 正 负 ”现在 是 用 微 积分 知识 的 时 候 了 ， 求 一 次 导数 , 找到 所 有 的 临 
界 点 , 记 住 : 临界 点 是 所 有 使 导数 为 零 的 点 或 导数 不 存在 的 点 ， 像 12.1.1 中 讲解 
的 那样 ,绘制 一 个 关于 一 次 导数 的 符号 表格 . 用 第 三 行 去 标记 该 函数 何 时 为 增 函数 ， 
何 时 为 减 函 数 , 何 时 为 水 平 

(9) 最 大 值 和 最 小 值 “从 上 面 的 符号 表格 中 , 你 能 找到 所 有 的 局 部 最 大 值 或 最 
小 值 , 记 住 这 些 值 仅仅 出 现在 临界 点 . 对 于 每 一 个 最 大 值 和 最 小 值 点 ,你 都 需要 把 
z 的 值 代入 y = f(z), 求 出 对 应 的 函数 值 . 同时 不 要 忘记 把 这 些 点 标记 在 函数 图 
像 上 . 

(10) 二 次 导数 的 正 负 ” 找 出 二 次 导数 , 并 求 出 所 有 使 二 次 导数 为 零 的 或 不 存在 
的 点 . 像 12.1.2 中 描述 的 那样 , 绘制 一 个 关于 二 次 导数 的 符号 表格 . 该 表格 的 第 三 
行 说 明了 在 哪 段 区 间 函 数 的 开口 是 向 上 的 , 哪 段 区 间 是 开口 向 下 的 

(11) 揭 点 使 用 二 次 导数 的 符号 表格 去 寻找 拐点 ， 记 住 在 拐点 处 的 二 次 导数 
一 定 为 零 , 并 在 该 点 的 两 侧 二 次 导数 的 符号 是 相反 的 . 对 于 每 一 个 拐点 , 你 都 需要 
将 其 代入 y = f(z) 来 求 出 该 点 的 = 值 所 对 应 的 函数 值 , 并 把 这 些 点 标记 在 图 像 上 . 
现在 , 使 用 所 有 你 收集 到 的 信息 去 完成 函数 图 像 的 绘制 . 如 果 任何 地 方 看 起 来 不 连 
续 , 那 你 一 定 什么 地 方 出 错 了 ! 你 收集 到 的 所 有 的 这 些 信息 一 定 会 帮助 你 绘制 一 个 
漂亮 的 函数 图 像 

顺便 提 一 下 , 对 于 第 九 步 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 , 你 也 可 以 用 二 次 导数 的 正 负 
来 校 验 一 下 (参照 11.5.2 节 ). 但 这 个 方法 有 时 并 不 适用 , 它 有 一 定 的 局 限 性 , 这 就 
是 我 为 什么 绘制 一 次 导数 /"(z) 的 符号 表格 . 


12.3 例 题 
我 们 首先 看 一 个 不 使 用 一 次 导数 和 二 次 导数 的 例子 , 接 下 来 再 看 完全 使 用 上 述 
十 一 步 的 另外 四 个 例子 . 
12.3.1 一 个 不 使 用 导数 的 例子 


在 12.1 节 的 开始 , 我 们 有 这 样 一 个 函数 


_ (xz—3)(z— 1)2 
ft) CC+ 
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让 我 们 用 刚才 的 前 七 步 去 绘制 函数 图 像 ; 

(1) 对 称 性 把 -z 而 不 是 z 代入 原 函 数 去 判断 奇偶 性 , 但 是 此 函数 比较 特别 ， 
因为 该 函数 是 非 奇 非 偶 的 . 

(2) 在 y 轴 的 截 距 设置 zx =0; 该 函数 分 母 为 零 , 分 子 不 为 零 , 说 明 它 没有 y 
轴 的 截 距 . 

(3) 在 x 轴 的 截 距 设置 y =0; 我 们 肯定 有 zx 一 3=0 或 z 一 1 ==0, 所 以 在 zx 
轴 的 截 距 为 1 和 3. 

(4) 定义 域 很 显然 , 该 函数 的 定义 域 为 不 能 为 0 和 不 能 为 2 的 所 有 z, 也 就 
是 说 {zjz € R,z0 且 zz#2}. 

(5) 垂直 渐 近 线 当 z=0 和 z= 一 2 时 , 分母 都 趋 于 零 , 而 此 时 的 分 子 不 为 零 ， 
所 以 这 两 点 是 垂直 渐 近 线 . 

(6) 函数 的 正 负 我们 已 经 全 面 地 绘制 过 该 函数 的 符号 表格 , 知道 该 函数 在 
(一 2,0) 和 (3, co) 为 正 , 其 余 全 为 负 (请 注意 要 把 z 轴 截 距 和 垂直 渐 近 线 除外 ). 
作为 参考 , 图 12-11 是 我 们 已 经 在 12.1 节 中 见 过 的 表格 . 


下 sp 、 (zz 一 (zz 一 3)(z — 1)? 


的 极限 . 把 这 个 计算 这 两 个 极限 均 为 0 的 任务 留 给 你 去 完成 ， (请 使 用 4.3 节 中 的 方 
法 .), 所 以 该 函数 的 双 侧 水 平 渐 近 线 为 y = 0. 
现在 让 我 们 画 函 数 图 像 , 让 我 们 把 我 们 知道 的 点 标记 在 图 12-12 上 . 


图 12-12 


两 条 水 平 渐 近 线 都 是 y =0. 在 左 侧 垂直 渐 近 线 的 左 侧 , 图 像 是 在 > 轴 的 下 方 的 ， 


228 “第 12 章 ， 如何 绘 制 函 数 图 像 


为 当 z < -2 时 函数 的 值 是 负 的 . 在 右 侧 垂 直 渐 近 线 的 右 侧 , 图 像 在 > 轴 的 上 方 , 因 
为 当 rz >3 时 函数 的 值 是 正 的 (通过 符号 表格 看 得 出 来 .). 在 x = -2 的 垂直 渐 近 线 
的 右 侧 , 函数 为 正 , 在 其 左 侧 函数 则 为 负 . 我 们 可 以 用 同样 的 方式 来 分 析 x = 0( 也 
就 是 y 轴 ) 这 条 线 的 两 侧 的 函数 值 的 正 负 . 现在 我 们 来 考虑 在 x 轴 的 截 距 . 在 xz =1 
点 函数 与 z 轴 相 切 , 因为 在 该 点 的 两 侧 函 数值 都 是 负 的 . 男 一 方面 , 在 另 一 点 x =3， 
函数 通过 z 轴 , 因为 在 该 点 两 侧 的 函数 值 的 正 负 是 相反 的 . 下 面 让 我 们 把 这 些小 段 
用 平滑 的 曲线 连接 起 来 , 从 而 得 到 图 12-13. 


_(z-3)(z 一 1 
2 一 wz 二 9 


图 12-13 


这 是 一 个 非常 好 的 估 画 函数 图 像 的 方式 . 可 有 个 严重 的 问题 , 我 们 不 知道 局 部 最 大 
值 和 局 部 最 小 值 出 现 的 位 置 (除了 知道 在 z = 1 点 有 个 局 部 最 大 值 外 ). 当然 , 通过 
这 个 估 画 的 图 像 我 们 可 以 观察 出 来 , 在 z = -2 和 x =0 点 之 间 可 能 至 少 有 个 局 部 
最 小 值 ; 在 z =1 和 z =3 之 间 也 可 能 至 少 有 个 局 部 最 小 值 ; 在 x 大 于 3 的 点 可 能 
至 少 有 一 个 局 部 最 大 值 . 可 能 会 有 更 多 的 摆动 是 这 个 图 像 没 有 体现 出 来 的 , 也 是 我 
们 没有 发 现 的 . 如 果 不 用 导数 的 知识 , 我 们 将 不 能 解决 这 些 问题 . 

那么 为 什么 不 引入 导数 呢 ? 对 于 这 个 函数 , 实在 太 难 求解 了 ! 通过 计算 , 我 们 
得 出 导数 为 : 
， 一 zZ4+ 十 10z3 -- 1172 一 16z 十 18 
广 (z) = A 
实际 上 , 我 们 知道 x = 1 是 它 的 局 部 最 大 值 点 , 所 以 (1) 应 该 为 零 . 代入 校 验 可 
知 当 z =1 时 , 分 子 确实 为 零 . 这 说 明 (x 一 1) 确实 为 该 导数 分 子 的 一 个 因 式 , 通过 
做 一 个 长 长 的 多 项 式 的 除法 可 得 分 子 为 (z 一 1)( 一 x3 十 9x? 一 2x 一 18). 这 仍然 留 下 
个 三 次 方 需要 我 们 去 处 理 , 但 至 少 我 们 知道 这 个 三 次 方 最 多 有 三 个 解 . 这 说 明 除了 
z 二 1 外 , 最 多 还 有 另外 三 个 临界 点 . 特别 是 , 通过 图 像 可 以 看 出 这 个 函数 并 没有 太 
多 的 不 确定 点 , 仅仅 是 有 从 上 图 中 可 以 看 出 的 四 个 临界 点 . 

通过 二 次 导数 的 使 用 我 们 可 以 找到 该 函数 的 开口 向 上 的 区 域 和 开口 向 下 的 区 
域 以 及 它 的 拐点 . 但 是 这 个 函数 的 二 次 导数 的 计算 量 比 一 次 导数 还 要 大 . 另 一 方面 ， 
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当然 并 不 是 每 一 个 函数 都 有 这 么 大 的 计算 量 . 让 我 们 看 以 下 的 四 个 例子 , 并 用 这 十 
一 步 绘制 完整 的 函数 图 像 . 


12.3.2 ”使 用 完全 方法 绘制 函数 图 像 : 例 1 


在 11.5.1 节 中 , 我 们 通过 计算 得 知 函数 f(z) = zln(z) 在 z= 1/e 这 点 有 局 部 
最 小 值 . 现在 我 们 要 开始 画 它 的 函数 图 像 了 . 让 我 们 用 刚才 的 十 一 步 完 整地 把 函数 
y = f(x) 的 图 像 绘 制 出 来 ， 

(1) 对 称 性 ” 当 x 小 于 等 于 零 时 , 函数 没有 定义 域 , 所 以 一 定 不 是 偶 函 数 . 通过 
观察 可 知 , 也 不 是 奇 函 数 , 所 以 为 非 奇 非 偶 . 

(2) y 轴 的 截 距 设 x = 0; 该 函数 在 z =0 点 没有 定义 , 所 以 没有 在 y 轴 的 
截 距 . 

(3) z 轴 的 截 距 设 y=0; 这样 一 定 有 x =0 或 In(z)=0. 不 可 能 有 z =0, 因为 
在 z=0 处 没有 定义 ; 如 果 ln(z) = 0, 那么 x =1. 所 以 在 zx 轴 的 截 距 为 x = 1. 

(4) 定义 域 因为 有 对 数 In(z) 为 因子 , 所 以 该 函数 的 定义 域 一 定 为 (0, +oo). 

(5) 垂直 渐 近 线 ”同样 , 因为 有 对 数 In(z) 为 因子 , 所 以 可 能 在 z =0(y 轴 ) 会 
有 垂直 渐 近 线 . 让 我 们 校 验 一 下 . 因为 该 函数 只 有 在 xz >0 才 有 定义 域 , 所 以 我 们 只 
需要 考虑 它 的 右 极限 , 即 lim, zln(z) 实际 上 , 从 9.4.6 节 中 我 们 知道 它 的 极限 为 
0, 因为 当 x 从 0 的 右 侧 趋 于 0 的 时 候 (x 一 0+), 对 数 (logs) 缓慢 地 趋 于 负 的 无 穷 
大 ( 趋 于 -co). 所 以 该 函数 没有 垂直 渐 近 线 , 仅仅 在 原点 有 个 可 去 不 连续 点 (从 右 
侧 趋 于 原点 ). 

(6) 函数 的 正 负 ”我 们 已 经 知道 该 函数 在 x 小 于 等 于 零 的 区 域 是 没有 定义 域 
的 , 与 > 轴 的 截 距 仅仅 有 一 点 是 z =1. 所 以 我 们 对 表格 的 空白 处 可 以 填写 z = 1/2 
和 z =2. 当 z = 1/2 时 , In(1/2) = 一 In(2), 为 负 , 所 以 函数 的 符号 为 (-), 当 z=2 
时 , 很 容易 可 以 看 出 函数 的 符号 为 (+). 这 样 有 图 12-14. 


I <o| 3 1| 
2 
flz) | * | -|o|+ 
图 12-14 


(7) 水 平 渐 近 线 ”我 们 仅仅 需要 考虑 Jim zln(z). 下 于 函数 的 定义 域 , 所 以 不 
需要 考虑 z 一 -oo 的 极限 . 所 以 我 们 仅仅 需要 考虑 当 x 趋 于 正 无 穷 时 函数 的 极限 . 
当 z 一 +ce 时 ,z 和 in(z) 都 趋 于 正 无 穷 . 所 以 没有 水 平 渐 近 线 . 

(8) 一 次 导数 的 正 负 通过 使 用 乘法 规则 可 以 得 出 户 (z) = jn(z) +1( 在 11.5.1 
节 中 我 们 已 经 计算 过 了 ). 所 以 当 ln(z) = -1 即 x =e-! = 1/e 时 , 该 函数 的 导数 为 
零 , 即 (zx) = 0. 我 们 需要 在 x =0 和 z = 1/e 之 间 选 一 点 , 以 及 在 xz >1/e 区 间 也 
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选 一 点 . 让 我 们 分 别 选 z =1/10 和 z =1. 了 '(1/10) = ln(1l/10)+1= 一 In(10) 上 +L 很 
显然 是 负 的 ; 疡 (1 = In(1) + 1, 是 正 的 . 这 样 我 们 就 有 了 (x) 的 图 像 表 格 如 图 12-15 
所 示 . 


图 12-15 


(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”通过 上 边 的 表格 我 们 可 以 知道 , 仅仅 在 > = 1/e 点 有 局 
部 最 小 值 . 我 们 仅 需 要 计算 出 y 值 , 把 z 的 值 代入 可 得 y = e-1iIn(e-!1) = -e-! 一 
一 1/e. 所 以 局 部 最 小 值 的 坐标 为 (1/e, 一 1/e), 我 们 在 11.5.1 节 中 已 经 得 到 了 同样 
的 结论 . 

(10) 二 次 导数 的 正 负 因为 J/(x) = ln(z) + 1, 再 次 求 导 得 f(x) = 1/zx. 因为 
函数 了 的 定义 域 为 z >0, 所 以 对 于 相关 的 zx, 可 知 J"(z) > 0. 这 说 明 该 函数 一 直 
都 是 开口 向 上 的 . 

(11) 拐点 ”因为 f(x) = 1/z, 永远 不 可 能 为 零 , 所 以 没有 拐点 . 
现在 , 让 我 们 把 这 11 条 都 汇聚 到 一 起 去 绘制 完整 的 函数 图 像 . 在 原点 有 一 个 可 取 
不 连续 点 ; 在 点 (1/e, 一 1/e) 有 一 个 局 部 最 小 值 点 ; 在 x 轴 上 的 截 距 为 1; 没有 水 平 
或 垂直 渐 近 线 . 当 z <1 时 , 图 像 在 z 轴 的 下 方 ; 当 x >1 时 , 图 像 在 x 轴 的 上 方 . 当 
0 < z < 1l/e 时 函数 为 减 函 数 ; 当 > > 1/e 时 为 增 函 数 ; 并 且 一 直 都 是 开口 向 上 的 . 
这 样 图 像 青 定 如 图 12-16 所 示 . 


图 12-16 


这 个 图 像 并 不 一 定 完全 准确 , 但 它 比 11.5.1 节 中 的 图 像 要 准确 得 多 , 因为 此 时 我 们 
得 到 的 信息 更 多 . 


12.3.3 例 2 

再 让 我 们 看 一 个 以 前 的 例子 : f(x) = xz?2(z 一 5)3. 在 10.1.4 节 中 , 我 们 已 经 绘制 
了 y= f(z) 的 大 概 的 函数 图 像 ; 我 们 在 12.1 节 中 也 已 经 绘制 了 该 函数 的 一 次 导数 
和 二 次 导数 的 符号 表格 . 这 就 是 说 我 们 可 以 直接 用 刚才 的 方法 去 绘制 函数 图 像 了 : 
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(1) 对 称 性 ”如果 你 用 (-z) 替换 z, 可 得 F(-z) = (xz)?2(-zx 一 5)3 = 一 zz(z 十 
5)3. 既 不 是 f(x) 也 不 是 -f(x), 所 以 该 函数 非 奇 非 偶 . 

(2) y 轴 的 截 距 当 xz =0 时 , 我 们 看 到 y = f(0) = 0. 所 以 在 y 轴 的 截 距 为 
y=0. 

(3) z 轴 的 截 距 ”如果 y =0, 则 肯定 有 z2 = 0 或 (z 一 5 二 0, 所 以 在 z 轴 的 
截 中 为 z=0 或 z=5. 

(4) 定义 域 很 显然 , 对 于 所 有 z, f(x) 均 成 立 , 所 以 该 函数 的 定义 域 为 全 体 实 
数 展 . 

(5) 垂直 渐 近 线 ”因为 定义 域 为 全 体 实数 , 所 以 没有 垂直 渐 近 线 . 

(6) 函数 的 正 负 根据 12.1 节 的 符号 表格 可 知 仅 当 x >5 时 函数 在 x 轴 上 方 . 


见 图 12-17. 
z [|-1[of2[5156 
f(z)| -|0o|-| 0o|+ 
| 


图 12-17 

(7) 水 平 渐 近 线 很 容易 可 以 求 出 下 列 极限 : im xz? (7 一 5)3 一 co 和 lim zx2 
(Zz 一 5)* = -oo. 很 显然 , 当 z 一 oo 时 , z2 和 (x - 5)3 都 趋 于 无 穷 大 , 因此 它们 的 
乘积 也 趋 于 无 穷 大 ; 当 z 一 -oo 时 , z2 趋 于 oo 而 (z -5)3 趋 于 -co, 所 以 乘积 依 
然 趋 于 -co. 我 们 可 以 发 现 当 x 趋 于 负 的 无 穷 大 或 正 的 无 穷 大 时 , (z 一 5) 的 数量 
值 很 接近 它 的 最 高 项 z, 所 以 zz (z - 5) 的 数量 值 很 接近 于 x5 在 正 负 无 穷 方 向 而 
不 是 原点 附近 ， 

(8) 一 次 导数 的 正 负 在 12.1.1 节 中 我 们 已 经 绘制 了 该 函数 的 一 次 导数 符号 表 


格 , 见 图 12-18. 
z -1|o|1|。” 5 | 6 
fo)|+|o|-| ol1+rlol+ 
/ | 一 -1 /| 一 | 


图 12-18 


通过 表格 可 以 找到 函数 的 递增 区 间 , 递减 区 间 和 水 平 区 间 ， 

(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”从 上 表格 中 可 以 看 出 : x = 0 为 局 部 最 大 值 点 ; rz = 2 是 局 
部 最 小 值 点 ; x = 5 是 水 平 拐点 . 现在 我 们 需要 去 计算 这 些 点 对 应 的 函数 值 . 通过 把 
这 些 > 值 代 入 f(z) = z2(z 一 5)3 可 得 : f(0) = 0; f(2) = (2)?2(-3)3 = 一 108; /5) = 0. 
所 以 可 以 说 , 在 原点 有 局 部 最 大 值 ; 在 点 (2, -108) 是 局 部 最 小 值 点 ; 点 (5, 0) 是 水 
平 拐点 . . 
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(10) 二 次 导数 的 正 负 在 12.1.2 节 中 , 我 们 已 经 绘制 了 二 次 导数 符号 表格 , 见 
12-19. 


通过 该 表格 , 我 们 可 以 找到 开口 向 上 的 区 间 和 开口 向 下 的 区 间 . 我 们 也 可 以 使 用 二 
次 导数 测试 法 去 找 极 值 . 因为 六 (0) < 0, 所 以 > =0 的 临界 点 为 局 部 最 大 值 点 .又 
因为 /jz(2) > 0, 我 们 得 到 该 点 为 局 部 最 小 值 点 . 

(GD) 拐点 ”从 上 表 中 可 以 判断 出 = 一 2 了 V6,z 一 2+ 了 V6 和 xz 一 5 为 该 函数 的 
拐点 . 事实 上 , 最 后 一 个 点 我 们 已 经 知道 了 . 第 九 步 已 经 说 明了 (5, 0) 点 为 水 平 拐点 . 
对 于 其 他 的 两 点 计算 量 会 比较 大 , 我 们 需要 分 别 把 z = 2 -了 V6, z =2+5V6 代入 
原 函 数 f(z) = z2(z 一 5)3. 不 幸 的 是 , 很 难 计算 出 结果 . 我 们 使 个 小 计谋 , 可 以 设 a = 


1 (2- 56 和 B=f (2+3V6), 这 说 明 a = (2- 3v5) (-3— 3v5) ;8 = 
2 3 

(2+ iv6) (-3+ 3v6) . 实际 上 , 如 果 把 它 乘 开 , 可 以 化 简 这 个 表达 式 , 但 是 这 
并 不 是 个 容易 的 事情 . 我 们 可 以 使 用 计算 器 去 计算 得 到 a 大 约 等 于 _45.3, 6 大 约 
等 于 _58.2. 但 这 些 仅仅 是 估算 ! 计算 器 不 可 能 给 出 一 个 像 a 或 8 这 样 的 无 理 数 的 
准确 数值 . 无 论 怎样 , 我 们 都 可 以 说 该 函数 的 拐点 为 ( -V6, a) @€ + 1V6, a) 
和 (5, 0). 

现在 ， 让 我 们 把 上 述 信息 综合 起 
来 . 从 绘制 > 轴 和 y 轴 截 距 开始 ,y 轴 
截 距 为 原点 , x 轴 截 距 为 0 和 5. 局 部 
最 大 值 在 原点 ; 局 部 最 小 值 在 点 (一 2， 
108); 水 平 拐点 在 (5, 0); 非 水 平 拐点 在 

1 1 py 

@ -3V6, 人) 和 (2+ :VE p) 我 们 
也 知道 当 z 一 o0 时 , y 一 coi z 一 一 co 
时 , y oo. 这 样 我 们 可 以 通过 一 小 
图 12.20 段 曲 线 来 展示 一 下 , 就 得 到 图 12-20. 


注意 , 从 一 次 导数 的 符号 表格 中 可 以 看 出 , 在 拐点 (2- V5) 处 的 斜率 为 负 , 在 
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拐点 (2+ 3v6) 处 的 斜率 为 正 . 我 们 所 要 做 的 是 把 上 图 的 每 一 段 连 接 起 来 , 如 图 
12-21 所 示 . 


v="(e—5) 


12-21 
同样 , 这 比 我 们 在 10.1.4 节 中 的 插图 要 更 准确 , 更 平滑 , 因为 它 也 体现 了 拐点 . 
12.3.4 例 3 


现在 , 让 我 们 绘制 y = f(x) 的 函数 图 像 , 其 中 f(x) = ze-3z /2. 

(1) 对 称 性 用 (-z) 代替 z, 我 们 得 到 一 ze-3C7) 12 = -ze-3r 12 = 一 了 (x), 所 
以 该 函数 为 奇 函数 . 这 样 问题 就 简单 了 , 我 们 仅仅 需要 绘制 zx > 0 的 部 分 , 剩 下 的 
部 分 可 以 利用 对 称 性 去 得 到 . 

(2) y 轴 的 截 距 当 xz =0 时 , y = 0e-30) 72 = 0. 所 以 在 y 轴 的 截 距 为 y = 0. 

(3) z 轴 的 规 距 当 y= 0 时 ,0= ze-3z /2, 所 以 z=0 或 e-37? /2 二 0. 后 边 的 
方程 是 无 解 的 , 因为 指数 函数 永远 为 正 . 因此 在 x 轴 的 截 距 仅仅 有 一 点 , 为 r = 0. 
到 目前 为 止 , 我 们 所 知道 是 该 函数 为 奇 函数 并 通过 坐标 轴 的 唯一 一 点 原点 . 

(4) 定义 域 很 明显 , x 等 于 任何 值 都 不 会 有 问题 , 则 该 函数 的 定义 域 为 全 体 
实数 . 这 个 函数 既 没 有 偶 次 根 的 形式 也 没有 对 数 的 情况 , 我 们 可 以 把 函数 写 为 y = 
a 分 母 不 会 为 0, 因为 指数 函数 一 直 为 正 . 所 以 定义 域 为 全 体 实数 及. 

(5) 垂直 渐 近 线 ”没有 垂直 渐 近 线 , 因为 定义 域 为 全 体 实数 及. 

(6) 函数 的 正 负 ”我们 知道 使 函数 为 0 的 点 仅 有 一 点 , 就 是 当 z 也 为 0 时 , 这 
样 我 们 就 只 有 一 个 这 样 非常 简单 的 表格 , 如 图 12-22 所 示 . 


2 [ol 
“EE 


12-22 


从 表格 中 可 以 看 出 , 当 x >0 时 函数 为 正 , 当 z <0 时 函数 为 负 . 
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(7) 水 平 渐 近 线 “为 求 水 平 渐 近 线 , 我 们 需要 求 lim -as 和 ,lm sz 极 
限 的 值 . 由 于 在 两 个 极限 值 中 3z2/2 都 是 一 个 很 大 的 正 数 , 又 是 以 6 为 底 , 所 以 分 
母 将 是 一 个 很 大 的 数 ， 因 为 指数 的 增长 速度 要 比 线性 关系 快 得 多 (参照 9.4.4 节 )， 
所 以 两 个 极限 的 结果 都 为 0. 这 样 , 两 端的 水 平 渐 近 线 都 是 y = 0. 

(8) 一 次 导数 的 正 负 ”现在 我 们 开始 求 导 . 通过 使 用 乘法 法 则 和 链 式 求 导 法 则 ， 
可 得 

Pr(z) = x(—32)e 3 /2 十 e-3z /2 = (1 — 322)e-3 /2 

该 导数 在 任何 一 点 都 有 意义 , 那么 什么 时 候 它 的 函数 值 才 为 零 呢 ? 因为 指数 永远 为 
正 , 所 以 仅 当 (1 - 3z2?) 为 0 时 , 它 才 为 0. 也 就 是 说 当 z = 1/V5 或 zx= -1/v3 时 
函数 值 才 为 零 . 让 我 们 选 -1, 0 和 1 点 填 入 表格 的 空白 处 , 这 样 , 关于 一 次 导数 的 
符号 表格 就 如 图 12-23 所 示 . 


从 表格 中 可 以 看 出 , 当 -1/V3 < z < 1/V3 时 , 函数 为 增 函 数 , 其 余 区 间 为 减 函 
数 . 表格 中 第 三 行 的 图 像 走势 同 我 们 在 第 一 步 中 所 得 到 的 结论 是 一 样 的 , 函数 为 奇 
函数 . 

(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”从 刚才 的 表格 中 可 以 看 出 , 很 明显 , x = 1/V3 对 应 的 是 局 
部 最 大 值 点 , z = 一 1/V3 所 对 应 的 点 为 局 部 最 小 值 点 . 这 我 们 余下 的 工作 仅仅 各 


要 把 这 些 x 的 值 代入 原 函数 . 当 z = 1/V3 时 , 我 们 有 1Y = 已 oo 全 /2 


这 样 我 们 在 点 (1/V3, e-172/V3) 有 局 部 最 大 值 点 . 因为 函数 为 奇 函 数 , 所 以 我 们 并 
不 需要 把 z = 一 1/V3 代入 , 但 依然 可 以 得 出 它 所 对 应 的 函数 值 , (-1/V3, -el22/ 
V3) 为 该 函数 的 局 部 最 小 值 点 . 

(10) 二 次 导数 的 正 负 我们 不 得 不 继续 使 用 乘法 规则 和 链 式 求 导 法 则 去 对 它 
的 一 次 导数 求 导 , 可 得 : 

jz) = (1 — 322)(—32)e-3* /2 + (—6x)e 3 /2 = 9z(z2 — 1)e-3 /2. 

再 一 次 , 因为 指数 永远 为 正 , 所 以 仅 当 x = 0 或 x2 一 1 = 0 时, 也 就 是 说 当 x =0， 
z= 二 1 或 z= 一 1 时 , 二 次 导数 才 为 零 . 这 样 , 我 们 就 有 图 12-24. 
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当 z =1/2 时 , 因子 9z 为 正 , 但 (xz? 一 1) 为 负 , 又 因为 指数 一 直 为 正 , 所 以 最 后 的 结 
果 是 该 因 式 为 负 . 当 z =2 时 , 很 容易 看 出 二 次 导数 为 正 . 我 们 可 以 通过 奇 函数 的 对 
称 性 去 得 出 x = 一 1/2 和 z= -2 时 函数 的 正 负 (因为 原 函 数 为 裔 函数 , 它 的 一 次 导 
函数 为 偶 函 数 , 它 的 二 次 导 函 数 为 奇 函数 , 你 必须 要 仔细 地 考虑 一 下 这 一 点 ! ). 从 
第 三 行 可 以 看 出 , 当 x < -1 或 0< x <1 时 , 函数 的 图 像 是 开口 向 下 的 ; 当 x >1 或 
-1<2z <0 时 , 图 像 是 开口 向 上 的 . 顺便 说 一 下 , 请 注意 , 在 临界 点 > = 1/V3, 二 次 
导数 为 负 , 这 更 确定 了 我 们 在 该 点 有 局 部 最 大 值 的 结论 . 同样 , 当 x = -1L/V3, 二 次 
导数 为 正 , 这 也 再 次 确认 了 在 该 点 有 局 部 最 小 值 . 

(11) 拐点 ”从 上 表 中 可 以 看 出 , 在 x =0, z =1 或 z = -1 这 些 点 时 , 函数 的 四 
凸 性 都 会 发 生变 化 . 所 以 这 些 点 都 是 函数 的 拐点 , 我 们 需要 做 的 仅仅 是 求 出 这 些 点 
对 应 的 函数 值 . 通过 把 这 些 点 代入 原 函 数 y = ze-3”” /2 可 知 这 些 拐 点 的 坐标 分 别 为 
(1, e 3/2) , (—1, ~e-3/2) 和 (0, 0). 

如 果 此 时 你 已 经 画 得 很 熟练 了 , 通过 在 坐标 轴 的 截 距 及 一 些 关 键 点 , 你 就 可 以 
用 虚线 画 出 函数 大 致 的 走势 , 见 图 12-25. 


图 12-25 


在 上 图 中 , 我 们 可 以 看 出 : xz 轴 和 vy 轴 的 截 距 都 在 原点 ; 水 平 渐 近 线 是 > 轴 ; 最 
大 值 点 的 坐标 是 (1/Vg, e-1/2/V 引 , 最 小 值 点 的 坐标 是 (1/V3,-e-V2/V 引 ; 拐点 
的 坐标 为 (0, 0) 和 (1,e-3/?) , (-1,~e-3/2)( 在 上 图 中 用 虚线 来 表示 的 )、 从 第 六 步 
中 我 们 已 经 知道 了 函数 的 正 负 , 甚至 已 经 分 析 了 该 函数 在 水 平 渐 近 线 附近 的 走势， 
并 在 图 中 将 这 些 信息 全 部 表现 了 出 来 . 请 看 图 12-26, 我 们 已 把 上 图 中 的 虚线 连 好 . 
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该 图 像 确实 把 这 个 函数 的 关键 点 都 体现 了 出 来 . 
12.3.5 例 4 


我 们 再 举 一 个 例子 , 我 们 画 y = f(x) 的 图 像 , 这 次 函数 更 复杂 了 ， 
z3 一 6z2 二 13z 一 8 
f7)= 
(1) 对 称 性 用 (-z) 代替 z, 得 到 (一 x3 一 6x? 一 13z 一 8) / (一 z), 既 不 是 f(x) 
也 不 是 -f(x), 所 以 该 函数 没有 对 称 性 . 很 糟糕 ! 
(2) y 轴 的 截 距 把 x =0 代入 , 得 到 -8/0, 这 样 使 分 母 为 零 了 , 所 以 没有 7Y 轴 
的 截 距 . 
(3) z 轴 的 截 距 现在 情况 开始 令 人 讨厌 了 . 我 们 需要 设置 y = 0, 这 意味 着 
723 一 672 十 13zx 一 8 二 0. 这 是 一 个 三 次 方程 , 所 以 因 式 分 解 可 能 会 有 些 麻烦 . 最 好 
的 办 法 是 试 根 . 当 x =1 时 , 我 们 得 到 1 -6 十 13 -8 = 0. 很 幸运 , 第 一 次 就 成 功 
了 ! (基本 上 说 , 该 方程 的 根 只 能 为 -8 的 因子 , 所 以 如 果 土 1, 土 2, 4 和 士 8 不 适用 ， 
那 这 个 方程 在 整数 范围 内 将 无 法 因 式 分 解 , 情况 将 非常 复杂 . ) 幸运 的 是 , 我 们 的 
初次 尝试 就 成 功 了 , 我 们 知道 (z -1) 为 它 的 一 个 因子 . 接 下 来 , 我 们 可 以 用 多 项 式 
的 除法 了 , 得 到 : 


. 2 一 1)z3 一 6z2 十 137 一 8 

我 把 这 个 工作 留 给 你 去 做 , 计算 后 可 得 (z? - 5z + 8) 为 它 的 另 一 个 因子 ， 你 能 对 
这 个 二 次 函数 因 式 分 解 吗 ? 它 的 判别 式 为 (-5)? -4(8) = 一 7, 为 负 的, 所 以 不 能 进 
行 因 式 分 解 .这 样 我 们 有 (za -62? 十 13z -8) = (z 1) (za _ 5 十 9， 因为 第 二 
个 因子 永远 为 正 , 所 以 在 > 轴 仅 有 的 截 距 为 x =1. 

(4) 定义 域 仅 存 的 问题 是 z=0, 所 以 定义 域 为 不 等 于 0 的 所 有 实数 , 即 R\{0}. 

(5) 垂直 渐 近 线 x = 0 为 垂直 渐 近 线 . 因为 此 时 分 母 为 零 , 而 分 子 不 为 零 . 不 
可 能 再 有 其 他 的 垂直 渐 近 线 了 , 因为 在 其 他 位 置 函 数 都 有 定义 . 

(6) 函数 的 正 负 我 们 把 函数 写 为 

f(z) = (z 一 DC- 57 + 8) 


在 z 轴 的 唯一 的 截 距 为 z=1, 唯一 的 不 连续 点 是 z= 0, 这 样 , 我 们 有 图 12-27. 
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图 12-27 


(确定 你 校 验 了 在 z = 一 1, x = 1/2 和 x =2 时 函数 的 情况 .) 


f(z) 十 
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(7) 水 平 渐 近 线 ”考虑 下 列 两 个 极限 
Jim 2Z3 一 6z2 十 13z 一 8 和 Jim 23 一 6z2 十 137z 一 8 
TO00 Tr TXT——o0 TT “ 


这 两 个 极限 可 以 被 写 为 
Jim (#2 -0r+13- 2) 和 lim (2 6s+13- 3) . 
很 明显 , 这 两 个 极限 的 结果 都 是 无 穷 大 , 所 以 没有 水 平 渐 近 线 . 另 一 方面 , 无 论 当 zx 
趋 于 正 的 无 穷 大 或 负 的 无 穷 大 时 , 我 们 都 可 以 参照 x? 的 走势 . 所 以 当 z -oo 时 ， 


该 函数 的 走势 都 非常 类 似 于 抛物 线 y = z2. 尽管 到 目前 为 止 我 们 还 没有 求 导 , 但 我 
们 对 这 个 函数 已 经 知道 很 多 了 , 如 图 12-28 所 示 . 


图 12-28 


注意 , 我 们 用 函数 的 正 负 去 判断 图 像 在 垂直 渐 近 线 附近 的 情况 . 尤其 是 , 当 z 
从 比 0 小 的 方向 接近 于 0 时 , 函数 值 为 正 . 所 以 在 垂直 渐 近 线 的 左边 , 函数 趋 于 正 
无 穷 大 . 类 似 地 , 当 xz 从 比 0 大 的 方向 接近 于 0 时 , 函数 值 为 负 , 这 说 明 在 垂直 渐 
近 线 的 右边 , 函数 趋 于 负 的 无 穷 大 . 

(8) 一 次 导数 的 正 负 我 们 使 用 已 经 对 f(x) 化 简 的 三 种 形式 : 


一 一 一 2_ 
f(z) = TZ3 十 3 8 _(z De 57+8) _ 2 Gz+13— 3 


我 们 需要 求 Pa), 你 可 以 选任 何 一 种 形式 的 f(z) 去 求 导 ， 我 用 第 三 种 形式 , 因为 
它 的 求 导 相对 简单 , 既 不 用 乘法 规则 也 不 用 除法 规则 . 这 样 有 f(z) = 2z - 6+ 号 ， 


再 整理 一 下 , 得 f(z) = 至- 二 6z 十 8 那么 , 何 时 导数 为 零 ? 何 时 导数 不 存在 呢 ? 
很 显然 , 当 = -0 时 ,导数 不 存 在. 男方 面 求 导数 为 零 的 点 , 会 有 一 些 计算 量 .如 
果 fr(z) = 0, 我 们 肯定 有 2z3 _ 6z2 + 8 = 0, 我 们 又 遇 到 了 解 三 次 方程 同样 的 方 
法 , 先 试 z =1, 但 这 次 没有 那么 幸运 了 , z = 1 不 适用 . 再 试 z = _1 正好 适用 这 
样 我 们 可 以 做 多 项 式 的 除法 了 , 计算 后 可 得 2za _ 6z2 + 8 - 2(z + 1)(z -2)?. 这样 
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我 们 有 : 
_ 2 
Fr 二 4+ De 2)2 
所 以 , 可 得 在 z =0 点 不 可 导 , 当 z = -1 或 z =2 时 导数 为 零 . 现在 , 我 们 就 可 以 画 
一 次 导数 的 符号 表格 了 , 如 图 12-29 所 示 . 


确认 你 校 验 了 该 表格 的 各 个 细节 .不 管 怎样 , 从 表格 中 可 以 看 出 : 当 z > -1 
时 ,函数 为 增 函数 (z =0 和 x =2 的 这 两 个 临界 点 除外 ); 当 x < -1 时 ,函数 为 减 
函数 . 

(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”3 通过 符号 表格 看 出 , x = -1 为 局 部 最 小 值 点 , z ==2 为 
水 平 描 点 . 我 们 现在 要 求 对 应 的 y 值 ; 很 简单 , 可 以 求 出 F(-1) = 28 和 f(2) = 1. 
所 以 点 (1, 28) 为 局 部 最 小 值 点 , 点 (2, 1) 为 水 平 拐点 . 

(10) 二 次 导数 的 正 负 从 上 表 中 可 以 看 出 z = 2 为 拐点 ， 全 有 有 其他 的 
吗 ?让 我 们 找 找 看 , 因为 Pr(z) = 2z- 6 二， 所 以 我 们 有 f"(z) = 2- 瑟 ~ 2 一 9) 
所 以 > -0 的 点 是 二 次 导数 不 存在 的 点 z3 -8 二 0, 即 z 一 2 是 二 次 导数 为 夫 的 点 . 
没有 其 他 的 拐点 了 , 下 面 让 我 们 绘制 它 的 符号 表格 , 如 图 12-30 所 示 . 


图 12-30 


从 图 像 中 可 以 看 出 , 当 x >2 和 x <0 时 , 图 像 是 开口 向 上 的 ; 当 0< x <2 时 ， 
图 像 是 开口 向 下 的 . 顺便 提 一 下 , 在 临界 点 x = -1 f"(z) > 0, 所 以 该 点 的 确 为 局 
部 最 小 值 点 ， 另 一 方面 , 在 临界 点 z =2, f”(2) = 0, 所 以 二 次 导数 测试 法 不 能 判断 
该 点 . 最 好 的 方法 是 用 一 次 导数 测试 法 , 判断 该 点 两 侧 一 次 导数 的 符号 , 可 以 参照 
第 八 步 的 表格 . 

“(11) 拐点 “我们 知道 zx =2 是 唯一 的 拐点 , 所 以 我 们 已 经 看 出 拐点 的 坐标 为 
(2, 1). 
现在 让 我 们 完成 该 函数 的 图 像 的 绘制 , 主要 用 我 们 的 后 几 步 得 出 的 新 的 信息 . 我 们 
要 在 图 像 上 标记 出 最 小 值 点 (一 1, 28) 和 水 平 拐点 (2, 1). 但 28 是 个 很 大 的 数 , 这 给 
我 们 绘制 图 像 造 成 了 很 大 的 麻烦 , 我 的 解决 办 法 是 压 扁 y 轴 (就 是 缩短 y 轴 的 单位 
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长 度 ). 这 样 就 有 图 12-31. 


_ 2 一 6z? 二 13z-8 
I 


图 12-31 
我 们 把 倾斜 渐 近 线 y = zx? 用 虚线 来 表示 , 尽管 它 实 际 上 不 存在 . 同样 , 在 图 像 
的 右 侧 , 实 线 被 认为 是 接近 于 y = zx? 的 , 我 们 不 需要 做 太 多 的 工作 也 知道 图 像 很 接 
近 于 y = zx?, 尽管 我 的 图 像 体 现 的 不 是 很 明显 . 如 果 你 想 让 图 像 很 准确 , 可 以 使 用 
图 形 计算 器 , 见 图 12-32. 


但 这 个 图 像 并 没有 体现 出 拐点 的 位 置 . 这 个 图 像 很 接近 于 y = zx?, 即使 当 z 接 
近 于 0 点 时 , 但 它 没有 体现 出 这 个 函数 的 细节 . 这 就 是 图 像 计 算 器 绘制 的 图 像 和 人 
手动 绘制 图 像 的 区 别 . 毕 党 图像 计算 器 是 通过 描 点 法 完成 图 像 绘 制 的 , 会 使 图 像 看 
起 来 很 平滑 , 但 这 种 方法 不 能 体现 出 某 个 函数 的 有 趣 的 特点 . 如 果 你 放大 , 你 可 能 会 
看 到 更 准确 的 函数 图 像 , 但 却 无 法 观察 当 x 趋 于 无 穷 大 时 函数 的 走势 了 . 我 们 手动 
绘制 的 图 像 , 尽管 很 粗糙 , 也 不 精确 , 但 却 很 实用 . 因为 它 不 仅 会 帮助 我 们 去 理解 这 
个 函数 , 更 能 体现 出 一 些 关 键 点 , 比如 极 值 点 和 拐点 . 它 体 现 出 了 这 个 函数 应 有 的 
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现在 , 我 将 要 介绍 微 积 分 的 两 个 重要 应 用 : 最 优化 和 线性 化 . 信 不 信 由 你 , 这 些 
技术 的 应 用 很 广泛 , 比如 工程 师 们 、 经 济 学 家 们 及 医生 们 每 天 都 在 使 用 着 它们 . 基 
本 上 来 说 , 最 优化 是 寻找 可 能 存在 的 最 佳 情 况 的 问题 , 比如 修建 一 座 桥梁 的 最 省 钱 
的 却 不 会 倒塌 的 方式 或 到 达 某 个 目的 地 的 最 快 行驶 路 径 . 另 一 方面 , 线性 化 则 是 一 
个 对 估算 很 难 计算 的 数值 非常 有 用 的 技术 .这 种 技术 常 被 使 用 去 估算 使 函数 为 零 
的 点 的 数值 , 这 种 方法 叫 牛 顿 法 . 总 的 来 说 , 我 们 要 介绍 以 下 知识 点 : 

。 怎样 解决 最 优化 问题 , 我 们 要 给 出 三 个 例子 解释 这 个 问题 ; 

。 使 用 线性 化 和 微分 估算 某 些 数值 ; 

。 我 们 的 估算 有 多 好 ; 

。 估算 使 函数 为 零 的 点 的 数值 的 牛顿 方法 . 


13.1 最 优化 问题 


“最 优化 ” 指 的 是 要 使 茶 事 足够 好 . 这 是 数学 问题 , 所 以 我 们 要 同 数字 打交道 . 
假设 我 们 目前 有 一 些 要 处 理 的 数据 , 这 些 数据 可 能 是 数字 、 长 度 、 和 角度、 面积 、 成 
本 、 某 人 的 收入 或 某 些 其 他 的 问题 . 如 果 是 一 些 好 的 事情 , 比如 收入 , 我 们 当然 希望 
越 多 越 好 ; 但 如 果 是 一 些 坏 的 事情 , 比如 花费 , 我 们 就 希望 使 其 越 低 越 好 . 简 而 言 之 ， 
我 们 就 是 要 让 数据 最 大 化 或 最 小 化 . 所 以 , 在 下 文中 ,“ 最 优化 ”仅仅 指 的 是 在 某 些 
情况 下 的 适当 的 最 大 或 最 小 . 


13.1.1 一 个 简单 的 最 优化 例子 


在 以 前 的 几 个 章节 中 , 我 们 已 经 化 了 大 量 的 时 间 学 习 如 何 求 函数 的 最 大 值 和 最 
小 值 . 在 这 个 章节 中 , 我 们 讨论 最 优化 问题 , 很 正常 , 我 们 关心 的 是 全 局 最 大 值 和 最 
小 值 . 在 11.1.3 节 中 , 我 们 给 出 了 一 个 解决 最 值 问题 的 很 好 的 方法 . 所 以 我 强烈 建 
议 你 重新 看 看 该 节 以 便 加 强 记 忆 . 

在 任何 情况 下 , 只 要 使 用 我 们 的 方法 , 我 们 都 需要 把 一 个 变量 用 另 一 个 变量 的 
函数 的 形式 来 表示 . 例如 , 假设 两 个 实数 的 和 为 10, 并 且 这 两 个 数 都 不 大 于 8. 那 
么 , 这 两 个 数 的 乘积 最 大 可 能 是 多 大 ? 最 小 可 能 是 多 小 ? 

在 开始 使 用 我 们 的 方法 之 前 ,首先 分 析 一 下 情况 . 如 果 其 中 的 一 个 数 足 够 大 ， 
那么 只 能 是 8, 另 一 个 数 则 为 2, 这 时 的 乘积 为 16. 另 一 个 极限 的 情况 是 , 两 个 数 都 
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为 5, 那么 乘积 为 25, 这 个 数 明显 比 16 要 大 , 我 们 能 使 乘积 比 25 还 大 或 比 16 还 小 
吗 ? 如 果 这 两 个 数 为 43 和 53, 那么 情况 又 是 怎样 呢 ? 试 试看 
现在 , 让 我 们 认真 地 用 正式 的 数学 方法 去 解答 这 个 问题 . 我 们 需要 设置 一 些 变 
量 , 假设 这 两 个 数 分 别 为 z 和 y, 它们 的 乘积 为 P. 现在 我 们 知道 P=zy. 我 们 想 要 
最 优化 的 数值 是 已 , 它 是 两 个 变量 z 和 y 的 乘积 . 但 这 并 不 是 我 们 想 要 的 , 我 们 要 
把 P 表示 为 一 个 变量 的 函数 , 无 论 哪个 变量 都 可 以 .幸运 的 是 我 们 还 有 另 一 个 已 
知 的 信息 : z 十 y = 10. 这 说 明 我 们 可 以 通过 y = 10 - z 把 y 削 掉 . 这 样 , 我 们 有 
己 =z(10 一 2 这 时 P 就 是 对 于 一 个 变量 x 的 函数 了 . 
现在 有 个 非常 重要 的 问题 : PP 函数 的 定义 域 是 什么 ? 你 当然 可 能 随便 代入 一 个 
z 值 , 得 到 一 个 对 应 的 函数 值 , 但 请 注意 , z 的 值 不 可 能 比 8 大 . 实际 上 它 也 不 可 能 
比 2 小 , 如 果 那 样 y 就 比 8 大 了 . 所 以 我 们 知道 z 必然 位 于 区 闻 [2, 8] 中 , 这 就 是 
这 个 函数 的 定义 域 . 
这 样 我 们 可 以 把 我 们 的 问题 总 结 为 求 函数 P = z(10 - z) 在 区 间 [2, 8] 的 最 大 
值 . 情况 并 不 是 很 糟糕 . 我 们 可 以 写 P = 10z - z2, 求 导 得 导数 为 dP/dz = 10 一 2z. 
当 z =5 时 , 导数 为 零 , 这 是 唯一 的 临界 点 . 在 两 个 端点 z =2 和 z =8 我 们 也 可 能 
有 极 大 值 和 极 小 值 . 所 以 可 能 出 现 极 值 点 的 位 置 是 z =2, z =5 和 z =8. 当 z =2 
或 xz =8 时 , 已 =16; 当 z =5 时 P=25. 这 样 我 们 有 结论 : 乘积 的 最 大 值 的 确 为 25， 
出 现在 两 个 数 都 为 5 的 时 候 ; 乘积 的 最 小 值 的 确 为 16, 出 现在 一 个 为 8 另 一 个 为 2 
的 时 候 . 注意 : 当 我 做 总 结 的 时 候 , 我 并 没有 提 到 已 rz, 因为 这 些 变量 是 我 引入 
的 . 问题 中 并 没有 给 出 这 些 变量 , 你 并 不 需要 去 定义 它们 或 给 它们 起 名 字 . 你 需要 
做 的 仅仅 是 在 不 提 及 它们 的 情况 下 写 出 结果 . 
通过 该 函数 的 一 次 导 函 数 的 图 表 ? 并 没有 否定 我 们 刚才 的 结论 , 更 加 肯定 了 
Zz =5 为 该 函数 最 大 值 的 结论 . 使 用 P'(z) = 10 - 2z, 如 图 13-1 所 示 . 
x 6 
Pr(z) 0 | 
/| 一 人 |\ 
图 13-1 
是 的 , 它 是 最 大 值 . 你 也 可 以 通过 二 次 导数 再 次 证 明 z = 5 的 确 为 最 大 值 . 这 个 方 
法 我 们 在 11.5.2 节 中 介绍 过 . 因为 P"(z) = -2, 所 以 P”(5) = 一 2. 因为 这 是 负 的 ， 
所 以 再 次 证 明了 x =5 这 点 为 局 部 最 大 值 的 结论 (也 可 以 说 是 全 局 最 大 值 ). 但 这 些 
方法 不 适用 于 端点 , 因为 它们 仅仅 适用 于 临界 点 . 


13.1.2 ”最 优化 问题 : 通常 的 方法 
下 边 是 解决 最 优化 问题 的 常用 方法 : 
@ 请 参阅 12.1.1 节 . 
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(1) 定义 你 可 能 需要 的 所 有 变量 . 它们 中 的 一 个 量 可 能 就 是 你 想 要 最 大 化 或 最 
小 化 的 那个 , 确信 你 知道 是 哪 一 个 . 现在 让 我 们 把 它 设 为 @, 尽管 它 当然 可 能 为 其 
他 字母 , 比如 P,m 或 a. 

(2) 要 分 析 极 值 的 情况 , 看 你 的 变量 最 大 和 最 小 都 可 能 为 多 少 . (比如 上 一 道 例 
题 中 z 只 能 在 2 和 8 之 间 .) 

(3) 根据 已 知 条 件 写 下 关于 变量 的 所 有 方程 , 其 中 应 该 有 一 个 关于 @ 的 方程 . 

(4) 用 这 些 方程 去 化 简 变 量 , 尽量 用 只 有 一 个 变量 的 方程 去 表示 @. 

(5) 对 于 得 到 的 方程 , 两 边关 于 那个 变量 对 Q@ 求 导 , 寻找 临界 点 . 一 定 要 记 住 ， 
临界 点 出 现在 导数 为 零 或 不 存在 的 位 置 . | 

(6) 求 出 @ 在 临界 点 及 端点 所 对 应 的 函数 值 , 从 中 选 出 最 大 值 和 最 小 值 . 但 也 
要 校 验 一 下 , 可 以 用 一 次 导数 测试 法 也 可 以 用 二 次 导数 测试 法 来 验证 临界 点 . 

(7) 对 刚才 的 分 析 和 计算 总 结 一 下 , 用 语言 文字 来 表示 这 些 变量 而 不 是 用 字母 . 
实际 上 , 第 四 步 有 时 可 能 会 很 难 的 , 有 时 为 了 解决 问题 我 们 可 能 要 用 到 隐 函 数 从 而 
能 够 避免 它 . 我 们 将 在 13.1.5 节 中 讲解 怎样 用 隐 函 数 . 

13.1.3 ”一 个 最 优化 的 例子 

现在 , 让 我 们 看 看 如 何 应 用 这 个 方法 . 假设 有 这 样 一 个 农场 , 它 的 一 边 是 长 长 
直 直 的 篇 秃 ， 这 个 农场 主 想 要 圈 一 块 地 去 喂 马 .这 个 农场 主 有 些 古 怪 , 想 以 这 个 
现存 的 篇 钨 为 一 边 (但 不 是 斜 边 ) 再 用 一 些 篇 多 去 圈 一 个 直角 三 角形 的 栅栏 , 如 图 
13-2 左 图 所 示 . 


假设 只 有 300 长 的 篇 管 可 以 使 用 , 农场 主 想 使 这 块 面积 在 现 有 条 件 下 达到 最 
大 . 那么 这 块 地 的 周 长 和 面积 分 别 为 多 少 ? 

首先 让 我 们 设置 一 些 变量 , 设 三 角形 的 底 为 b, 高 为 h, 斜 边 为 五 (所 以 都 是 以 
英尺 为 单位 ), 并 且 面 积 为 4( 以 平方 英尺 为 单位 ), 像 图 13-2 右 图 这 样 . 


新 的 篇 多 
H 
a Dn 
之 前 的 篇 钨 
13-2 


请 注意 , 篇 多 的 长 度 为 h 十 厂 , 我 们 想 要 最 大 化 4. 这 样 我 们 完成 了 第 一 步 . 接 
下 来 进入 第 二 步 , 考虑 一 些 我 们 可 以 用 300 英尺 的 篇 多 做 成 的 特殊 形状 , 如 图 13-3 
所 示 . 
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h H 
he H 
b b 


图 13-3 


在 第 一 个 图 中 , h 接近 于 0, 而 5 和 三 都 接近 于 300, 但 此 时 的 面积 却 很 小 . 在 第 
二 个 图 中 , 5 接近 于 0, 而 h 和 五 都 接近 于 150, 这 时 的 面积 依然 非常 小 , 所 以 , 当 
处 于 中 间 值 时 , 情况 应 该 会 变 得 更 好 . 目前 我 们 至 少 应 该 可 以 知道 5 和 五 都 是 在 0 
和 300 之 闻 , 而 h 是 在 0 和 150 之 闻 . 

下 面 进入 第 三 步 , 根据 三 角形 的 面积 公式 我 们 可 知 4 = bhy2 并 且 也 知道 有 十 
五 = 300. 但 这 两 个 方程 式 是 不 够 的 , 我 们 还 需要 另外 一 个 方程 , 因为 我 要 用 一 个 方 
程 来 表示 b, h 和 五 . 实际 上 , 这 很 简单 , 根据 直角 三 角形 的 特点 , 可 以 使 用 勾 股 定 
理 , 则 我 们 有 忆 填 及 = 

现在 , 我 们 想 要 削 去 一 些 变量 . 对 刚才 的 等 式 两 边 开 平方 可 得 五 = VB 十 及 ( 因 
为 我 们 知道 了 >0); 把 h+ 开 = 300 代入 , 可 得 hh 十 V 中 十 及 = 300. 接 下 来 , 让 我 们 
把 6b 削 去 , 两 边 减 h 然后 再 平方 可 得 : 中 ++h2 = (300 一 及? = 90000 一 600h 十 及 .这 
样 我 们 得 到 用 h 来 表达 b 的 表达 式 为 = V90 000 一 600h = 10V900 一 6h, 同样 的 
原因 , 由 于 为 正 的 , 所 以 我 们 忽略 开 根 号 为 负 值 的 情况 . 最 后 , 根据 方程 A=bh/2,， 
我 们 有 : 


A= > x 10V900 — 6h x h = 5hv900 — 6h. 


h 的 定义 域 为 [0, 150]. 这 样 我 们 完成 了 第 四 步 . 至 于 第 五 步 , 我 们 要 用 到 乘法 规则 
和 链 式 求 导 法 则 去 对 刚才 的 表达 式 求 导 : 


dA _ 45(100—h) 
V900 一 6h 十 hh 一 一 一 一 ) = 一 -一 一 
dh 5( 一 5 6h 二) - V900 — 6h 


当 100 一 h =0 时 , 该 导数 为 零 , 也 就 是 h =100. 进入 第 六 步 , 把 h = 100 代入 原 方 
程 求 出 函数 值 , 我 们 得 到 : 
4=5(100)V900 -6(100) = 500V300 = 5000V3. 
另 一 方面 , 对 于 端点 值 , 当 h =0 时 , 我 们 可 以 看 出 4 =0; 类 似 地 , 当 h =150 时 , 表 
达 式 900 一 人 也 趋 于 0, 所 以 4 又 为 0. 这 样 , 我 们 得 出 结论 : 当 h =100 时 , 4 有 
最 大 值 . 我 们 可 以 用 符号 表格 来 校 验 一 下 . 情况 不 是 很 坏 , 计算 量 并 不 是 很 大 , 因为 
导数 的 分 子 是 45(100 一 hh), 而 分 母 一 直 为 正 . 于 是 , 我 们 有 图 13-4. 
h [99|100|101 
dA/Jah|+|0|-— 
[一 | 


13-4 
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所 以 , 正如 表格 所 示 , 就 像 我 们 预测 的 那样 , h = 100 的 确 为 局 部 最 大 值 . 

我 们 完成 了 这 道 例题 的 讲解 . 等 等 , 还 有 一 个 小 问题 , 我 们 还 需要 求 出 这 个 三 
角形 的 边 长 . 我 们 已 经 知道 了 h =100, 我 们 最 好 还 要 求 出 5 和 互 . 让 我 们 重新 看 
看 最 开始 列 出 的 方程 , 知道 h 十 五 = 300, 我 们 立刻 可 以 算出 五 =200. 并 且 通 过 把 
h =100, 五 =200 代入 中 + 及 = H2, 可 得 b= 100V3. 最 后 , 我 们 已 经 计算 出 了 面 
积 的 最 大 值 4 为 5 000V3. 下 面 我 们 开始 总 结 , 该 圈 地 的 最 大 面积 为 5 000V3 平方 
英尺 , 此 时 底 边 为 100V3 英尺 , 高 为 100 英尺 , 斜 边 为 200 英尺 . 


13.1.4 “ 另 一 个 最 优化 的 例子 


这 里 有 一 个 很 好 的 例子 . 假设 你 要 生产 封闭 的 、 空 的 金属 圆柱 体 钠 子 . 你 可 以 
随意 选择 这 些 铅 子 的 边 长 , 但 它们 的 体积 是 固定 的 , 为 16x 立方 英寸 . 由 于 每 平方 
英寸 的 金属 成 本 为 2 美 分 , 所 以 我 们 要 尽量 减少 金 


< 一 属 的 使 用 怎样 选 择 铅 子 的 边 长 才能 使 成 本 最 低 ， 
此 时 每 个 包子 的 成 本 为 多 少 ? 
8 接 下 来 还 有 个 问题 , 如 果 我 们 把 负 子 的 益 和 底 
都 焊接 到 它 的 上 面 , 焊接 成 本 是 每 英寸 14 美 分 , 屠 
么 这 时 的 情况 又 会 是 怎样 ? 
135 让 我 们 从 第 一 个 问题 开始 , 下 图 是 这 个 铅 子 的 


一 个 草图 , 如 图 13-5 所 示 . 

为 了 描述 该 圆柱 体 , 我 们 只 需要 知道 它 的 高 度 和 半径 分 别 为 多 少 , 所 以 我 们 设 
置 它 的 半径 为 > 高 度 为 h( 单 位 为 英寸 ). 问题 中 也 提 到 了 体积 , 所 以 我 们 设置 体积 
为 V( 单 位 为 立方 英寸 ). 成 本 主要 是 根据 我 们 使 用 了 多 少 金属 , 也 就 是 该 圆柱 体 的 
表面 积 来 计算 的 . 我 们 设置 表面 积 为 A( 单 位 为 平方 英寸 ), 成 本 为 C( 单 位 为 美 分 ). 
成 本 价 C 是 我 们 要 最 小 化 的 , 很 显然 , 通过 最 小 化 表面 积 4 就 可 以 得 到 C 的 最 小 
值 . (但 对 于 问题 二 这 个 结论 就 不 是 对 的 了 ! ) 

现在 , 我 们 开始 第 二 步 的 分 析 . 当 半 径 > 足够 小 的 时 候 , 情况 会 是 怎样 的 ? 这 
时 高 度 h 一 定 会 非常 大 才 会 满足 我 们 体积 为 16r 立方 英寸 的 要 求 . 这 样 , 我 们 会 
得 到 一 个 像 下 图 一 样 很 高 很 细 的 圆柱 体 . 另 一 方面 , 如 果 7 很 大 , 那么 h 将 会 很 小 ， 
于 是 我 们 会 得 到 一 个 又 宽 又 扁 的 圆柱 体 , 见 图 13-6. 


< 2 


图 13-6 
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虽然 这 两 个 例子 看 起 来 很 极端 , 甚至 有 些 古 怪 . 但 事实 上 + 可 以 是 任意 正 实数 , 所 
以 它 没有 端点 值 , 但 + 和 都 要 在 开 区 间 (0, co) 内 , 这 是 我 们 要 注意 的 . 在 上 边 的 
两 个 情况 中 , 每 个 看 上 去 都 要 用 很 多 金属 原料 .所 以 在 要 求 低 成 本 的 情况 下 , 很 有 
可 能 的 这 个 圆柱 体 的 比例 需要 是 很 适当 的 , 不 会 是 我 们 上 述 的 极端 情况 ， 

接 下 来 , 我 们 开始 第 三 步 的 计算 了 , 首先 我 们 必须 要 找到 一 些 方程 ， 我们 知道 
V = 16n, 同时 也 知道 圆柱 体 的 体积 V = nr2h, 这 样 就 有 等 式 16x = zer2h. 化 简 这 
个 算式 得 16 = r?h 或 = 苞 . 另外 , 这 个 圆柱 体 的 表面 积 为 4 = 2nrh + 2mr2, 第 
一 项 为 曲面 面积 , 第 二 项 为 盖 和 底 的 面积 (如 果 没 有 盖 , 第 二 项 则 为 xr2, 没有 倍数 
2.). 最 后 再 用 成 本 两 美 分 与 总 面积 相 乘 , 于 是 我 们 有 C 二 24 = xrh + 4xer2， 找到 
了 方程 后 我 们 开始 第 四 步 的 计算 , 由 于 这 两 个 都 有 7, 而 只 有 一 个 才 有 h, 所 以 我 们 
把 前 掉 , 得 到 及 臣 , 将 其 代入 得 : 


C = 4nr (下 ) + 477?2 = 4 (¥ +t") . 
很 好 ! 我 们 的 确 用 一 个 变量 x 来 表示 C 了 . 现在 的 问题 是 当 7r 在 区 间 (0, o0) 上 时 
最 小 化 C. 下 面 我 们 求 导 : 


此 导 函 数 对 于 在 (0, oo) 内 的 所 有 r 均 成 立 , 当 -二 十 2r = 0 时 , 导数 为 零 . 这 样 
我 们 有 2r3 = 16, r = 2 为 这 个 导 函 数 的 唯一 的 临界 点 . 那么 端点 值 的 情况 又 是 怎 
样 呢 ? 我 们 无 法 把 r =0 代入 C 的 表达 式 , 但 我 们 可 以 求 此 时 的 极限 ; 
lim C= lim 4r (B+) 一 co. 

y7 环 0 十 r 


7 一 0 二 


极限 为 无 穷 大 , 因为 当 r 一 0+ 时 ， 和 趋 于 无 穷 大 . 这 也 就 是 说 当 半径 趋 于 0 的 时 
候 , 我 们 的 成 本 价 将 是 越 来 越 大 的 . 这 与 我 们 想 要 的 恰恰 相反 ! 所 以 这 个 端点 值 就 
不 考虑 了 . 那么 在 区 间 (0, co) 内 的 另 一 个 端点 的 情况 又 是 怎样 呢 ? 我 们 再 一 次 求 
当 7 一 oo 时 的 极限 . 

Jim C= lim 4 (¥ 十 P) = co. 
这 次 是 ”2 趋 于 无 穷 大 . 则 这 两 个 端点 值 都 可 以 不 考虑 了 .， 所 以 我 们 的 结论 是 在 
7 =2 点 有 局 部 最 小 值 和 全 局 最 大 值 . 我 们 既 可 以 通过 一 次 导 函 数 的 符号 表格 来 校 
验 这 个 结果 , 也 可 以 通过 二 次 导数 测试 法 来 判断 . 让 我 们 使 用 二 次 导数 的 方法 : 
dC 一 4r (号 +2) . 


当 7 在 区 间 (0, co) 时 , 该 二 次 导数 一 直 为 正 ; 尤其 当 r =2 时 , 它 也 为 正 , 所 以 在 这 
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个 点 一 定 有 局 部 最 小 值 点 . 

接 下 来 , 我 们 需要 做 的 是 求 当 x = 2 时 其 他 变量 的 值 来 得 到 我 们 想 要 的 结果 . 
实际 上 , 当 > =2 时 , 可 以 得 到 hh = 16/r? = 4, C = 4nrh 十 4nr? = 48r. 这 说 明 当 成 
本 价 最 低 的 时 候 半径 为 2 英寸 , 高 度 为 4 英寸 , 并 且 每 个 圆柱 体 的 成 本 价 为 48r 美 
分 , 大 约 是 1.50 美元 . (对 这 样 一 个 破 钒 子 来 说 有 点 贵 了 ! ) 请 注意 , 在 这 种 情况 下 ， 
钠 子 的 直径 和 高 度 都 是 相同 的 . 

下 面 我 们 来 解答 第 二 个 问题 . 除了 要 考虑 每 英寸 14 美 分 的 焊接 成 本 之 外 , 其 
他 的 情况 都 不 变 , 但 对 于 成 本 的 表达 式 C 就 发 生 了 变化 . 焊接 每 个 钠 子 要 花 多 少 
钱 呢 ? 我 们 需要 做 的 是 焊接 盖 和 底 , 也 就 是 说 是 底面 (或 顶 面 ) 周 长 的 2 倍 . 也 就 是 
说 , 对 于 每 个 鱼子 都 有 2 个 2rrr 英寸 , 也 就 是 4rr 英寸 . 于 是 成 本 价 就 又 多 了 一 部 
分 : 每 个 钠 子 14 x 4rr 美 分 . 这 个 新 的 表达 式 C 为 : 


c=) +14x dr (++) 


(提出 4x 的 确 是 个 好 主意 .) 不 管 怎样 , 现在 我 们 两 边 求 导 得 到 ; 

守 一 4 (~ + +14) ， 

可 以 看 出 当 一 总 +2r 十 14 = 0 时 , 导 函 数 为 零 ， 解 此 方程 , 两 边 同 时 乘 以 r? 再 除 
以 2, 我 们 得 到 ra + 7r2 -8 二 0. (你 一 定 要 校 验 一 下 这 个 结果 ! ) 很 好 ! 我 们 又 要 
解 三 次 方程 了 . 首先 试 试 + =1, 很 幸运 , 正好 合适 . 再 做 过 多 项 式 除法 后 我 们 知道 
另 一 个 因 式 为 (r? + 8r 十 8)( 检 查 一 下 ! ). 于 是 我 们 有 (7 一 1) (r? 十 8r 十 8) = 0, 所 
以 = 或 几 十 gr 十 8 一 0. 这 个 二 次 通 数 的 解 为 二 十 V32 ,由 于 V 可 的 值 约 为 6， 
所 以 这 个 解 永远 为 负 . 因为 > 为 正 的 , 所 以 =1 是 唯一 的 临界 点 . 再 一 次 地 , 因为 
端点 值 依然 为 无 穷 大 , 所 以 这 点 为 最 小 值 . (原因 同方 法 一 相同 一 焊接 当然 不 会 
使 其 更 便宜 .). 我 们 再 用 二 次 导数 测试 的 方法 校 验 一 下 : 


这 个 同 之 前 的 结果 是 一 样 的 . 该 导 函 数 为 正 , 图 像 是 开口 向 上 , 说 明了 在 > =1 这 点 
的 确 为 最 小 值 点 . 

现在 , 我 们 要 求 对 应 的 函数 值 . 通过 代入 , 计算 得 出 h = 16/7? = 16,C = 
4r(16/1 + 12 + 14 x 1) = 124zx 美 分 , 实际 上 是 约 为 4 美元 ,看 起 来 我 们 需要 在 
某 些 地 方 降低 成 本 了 ! 所 以 最 完美 的 情况 是 当 半 径 为 1 英寸 , 高 度 为 16 英寸 时 , 此 
时 的 花费 为 124r 美 分 . 注意 ; 这 次 的 半径 比 我 们 第 一 次 计算 出 来 的 要 小 , 这 是 有 
意义 的 , 因为 这 样 能 减少 昂贵 的 焊接 成 本 . 
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13.1,5 ”在 最 优化 问题 中 使 用 隐 函 数 的 求 导 方 法 


在 我 讲解 最 后 一 个 例子 之 前 , 让 我 们 重新 看 一 下 刚才 例题 的 第 一 问 . 我 们 已 经 知道 
C = 4xrh 十 4nr? 和 16 = r27 我 们 是 通过 削 去 而 求 C 的 最 小 值 的 . 但 还 有 另 一 
个 方法 , 我 们 可 以 用 两 边 同 时 对 7 求 导 的 隐 函 数 求 导 方 法 , 这 是 我 们 一 直 没 有 使 用 
的 方法 . (请 参考 8.1 节 . ) 求 导 后 我 们 有 : 
守 = 4r (n+r 本 +27) and 2rh+ 冤 全 二 0. 
校 验 一 下 以 确保 计算 的 正确 性 . 如 果 我 们 解 第 二 个 关于 dh/dr 的 方程 , 因为 + 六 0， 
所 以 我 们 有 : 
dh 2rh _2h 


一 
再 把 这 个 结果 代入 第 一 个 方程 : 


d h 
生生 (htrx -村 +) = 4nx(h — 2h + 27) = 4r(2r — h). 


个 72 r 


dr 
因此 , 当 2r = h 时 , dCYdr = 0, 这 就 是 我 们 以 前 的 计算 结果 ! 为 了 证 明 这 个 临界 点 
就 是 极 小 值 点 , 我 们 继续 对 该 函数 的 两 边关 于 ” 求 导 , 这 样 又 得 到 : 
d2C dh 2h 
Ti = An (2- 呆 ) -和 (2+ 思 ) 
(现在 我 们 用 了 刚才 的 计算 结果 dhjdr = -2h/r. ) 我 们 需要 注意 的 关键 点 是 以 上 
等 式 的 右 端 一 直 为 正 , 所 以 这 个 图 像 是 开口 向 上 的 , 我 们 在 这 点 的 确 有 极 小 值 . 当 
然 , 我 们 知道 当 2r = h 时 有 最 小 值 , 但 并 不 能 告诉 我 们 这 些 变量 的 值 到 底 是 多 少 . 
我 们 需要 把 2r = hh 代入 16 = r2h 中 得 273 = 16, 这 样 有 > =2, h =4, 这 同 我 们 的 
结果 是 一 样 的 . 
现在 , 你 能 否 能 够 自己 用 隐 范 数 的 方法 去 求解 第 二 问 , 且 确 定 可 以 得 到 与 我 们 
相同 的 结果 ，. 


13.1.6 ”一 个 较 难 的 最 优化 例题 


假设 距离 岸 边 灯 塔 东 部 8 英里 处 的 大 海里 有 一 处 石油 钻井 平台 . 备用 的 发 电 
机 在 该 灯塔 北部 2 英里 的 地 方 . 在 发 电机 和 平台 之 间 需 要 有 电缆 连接 . 在 灯塔 东部 
一 英里 处 以 内 的 海水 会 比较 浅 , 但 其 他 处 会 很 深 . 在 浅海 处 安装 每 英里 电缆 需要 花 
工作 人 员 1 天 的 时 间 , 但 在 深海 处 却 需要 5 天 的 时 间 . 找 出 一 种 最 快 的 安装 电缆 的 
方式 , 见 图 13-7( 所 有 测量 数据 都 以 英里 为 单位 ), 计算 出 在 那 种 情况 下 共 需 要 多 长 
的 电缆 ? 

这 个 问题 看 起 来 很 难 . 首先 , 我 们 观察 一 下 图 13-8, 这 个 图 至 少 在 一 定 程度 上 
还 真实 一 些 . 把 电缆 弯 弯 曲 曲 地 放 入 水 下 这 个 想法 不 可 行 , 因为 这 只 会 增加 它 的 长 
度 . 但 另 一 方面 , 我 们 应 该 认真 考虑 哪里 应 该 是 浅海 处 和 深海 处 的 分 界 点 . 因为 一 


B= ve ) 


= ne 
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且 分 界 点 确定 , 这 就 意味 着 我 们 从 发 电机 到 分 界 点 要 连接 一 条 直 直 的 缆 线 , 从 分 界 
点 到 平台 也 要 连接 一 条 直 直 的 缆 线 . 如 果 让 分 界 点 在 发 电机 的 北面 或 平台 的 南面 这 
种 想法 也 是 很 疯狂 的 , 因为 这 将 意味 着 花 更 多 的 时 间 . 下 图 是 一 些 合理 的 方案 . 


图 13-8 


第 一 个 图 中 有 太 多 的 缆 线 在 深海 区 域 , 所 以 这 个 想法 不 是 很 好 . 让 我 们 再 看 看 
第 二 个 图 , 这 个 图 展示 了 使 用 缆 线 的 最 少 情况 , 但 它 并 不 意味 着 花 的 时 间 是 最 少 的 ， 
因为 在 深海 区 仍 有 很 多 线 线 . 图 三 则 展示 了 一 种 深海 区 用 线 线 最 少 的 情况 , 但 这 次 
浅海 区 的 缆 线 又 太 多 了 . 通过 对 这 三 个 图 的 分 析 , 由 问题 本 身 可 以 看 出 , 最 佳 方案 
应 该 是 介 于 图 13-8 的 图 二 和 图 三 之 间 . 

现在 到 时 候 引 入 一 些 变量 了 , 像 图 13-9 展示 的 那样 我 们 引入 变量 y, z,s 和 t. 
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因此 , s 是 缆 线 在 浅海 区 的 长 度 ; 上 则 是 在 深海 区 的 长 度 ”; 同样 , y 是 分 界 点 与 
灯塔 和 平台 的 水 平 连 线 之 间 的 距离 (以 英里 为 单位 ); z 是 分 界 点 与 发 电机 的 水 平 连 
线 之 间 的 距离 . 所 以 我 们 有 y + * =2. 我 们 想 要 找 最 快 的 安装 缆 线 的 方式 , 其 实 当 
y 和 z 相等 都 为 1 时 , 是 最 快 的 , 那么 怎样 去 证 明 呢 ? 很 显然 , 我 们 知道 y 和 z 的 
定义 域 都 为 [0, 2], 这 就 不 需要 证 明了 . 

接 下 来 我 们 需要 做 的 是 计算 所 需要 的 总 时 间 . 因为 对 于 浅海 区 是 每 英里 一 天 ， 
一 共有 s 英里 , 这 样 共 需 1 x s = s 天 去 完成 浅海 部 分 的 工程 . 类 似 地 , 对 于 深海 部 
分 , 需要 5 天 每 英里 , 所 以 共 需 5t 天 . 让 了 代表 总 天 数 , 这 样 , 我 们 有 : 全 = s 十 号 . 
这 是 我 们 要 最 小 化 的 数量 . 接 下 来 , 我 要 去 寻找 关于 s 和 + 的 方程 . 为 了 实现 这 一 
目的 , 根据 图 像 , 我 们 可 以 两 次 使 用 勾 股 定理 得 到 两 个 方程 , 得 到 : 

s2 = 22 十 1， 
= +49. 
两 个 方程 两 边 同时 开 根 号 , 并 把 这 个 结果 代入 了 的 等 式 , 我 们 有 : 
T= V2+1+5Vy+49. 


又 因为 y 十 z =2, 我 们 用 2 -yy 来 蔡 代 z, 可 得 : 


T- VOI Ti+ VT 
我 把 对 该 函数 求 导 的 任务 留 给 你 , 可 得 : 
dT 2—y 5y 
i 
我 们 想 要 证 明 的 是 所 用 时 间 最 短 是 在 y =1 时 . 让 我 们 把 这 个 值 代入 上 式 中 试 试 ， 
我 们 得 到 : 
dT 1 5 1 5 1 5 
YW VE "Vif Av Vt 
是 的 , y =1 的 确 是 临界 点 ! 至 少 目前 我 们 有 了 一 点 希望 去 证 明 它 是 全 局 最 小 值 点 . 
不 幸 的 是 , 我 们 仍然 需要 对 此 进行 证 明 , 一 个 证 明 方法 是 求 二 次 导数 , 经 过 大 量 运 
算 后 , 你 可 以 证 明 : 


0. 
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a ~ OR + ta a9" 
由 上 边 的 结果 可 以 看 出 , 二 次 导数 一 直 为 正 , 所 以 该 图 像 一 直 都 是 开口 向 上 , 则 y=1 
的 确 为 局 部 最 小 值 点 . 事实 上 它 一 定 是 仅 有 的 最 小 值 点 . 的 确 , 如 果 还 有 其 他 的 临 
界 点 , 那 一 定 都 是 最 小 值 点 , 因为 二 次 导数 永远 为 正 . 如 果 没有 任何 极 大 值 点 不 可 


@ 我 想 深海 处 缆绳 的 长 度 应 该 称 为 a, 但 是 dd/dz 看 起 来 太 奇 怪 了 . 所以 在 微 积 分 中 不 要 把 a 作为 
一 个 变量 来 使 用 ! 


ee 
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BE 会 有 这 么 多 极 小 值 点 ， 所 以 不 可 能 再 有 更 多 的 最 小 值 点 了 . 这 就 是 说 y =1 是 全 
局 最 小 值 点 , 就 是 我 们 想 要 的 . 
我 们 就 快 完成 求解 了 , 接 下 来 仅仅 需要 把 y =1 代入 了 的 方程 中 , 可 以 看 到 ; 


T= VG-1?+1+5VB+49 = Vi+5V50= V+ 25V2 = 26VI， 


所 以 一 共 需 要 26V3 天 , 即 大 约 为 36.75 天 . 在 我 们 进入 下 一 个 知识 点 之 前 , 让 我 们 
再 用 其 他 的 方法 去 证 明 y =1 是 极 小 值 . 技巧 是 用 一 次 导数 的 表达 式 : 

dT 2—y 5y 

本 VON VTS 
把 这 个 表达 式 换 一 个 巧妙 的 写法 . 对 于 右边 的 分 式 我 们 分 子 分 母 同时 除 以 y, 而 对 
于 第 一 个 分 式 我 们 同时 除 以 (2 一 四. 做 一 个 合理 的 假设 , 即 y 和 2 一 y 都 是 正 的 ， 
这 时 我 们 有 : 

dT 


1 + 5 
dy 1 A9 
/1+ 4 人 1 十 三 

(2 — 2 纺 


当 y 逐渐 增 大 时 , 情况 会 怎样 昵 ? (2 一 y) 逐渐 减 小 , 所 以 (2 一 y)? 也 逐渐 减 小 , 这 样 
1/(2 一切 ”就 逐渐 增 大 . 这 说 明 分 式 一 的 分 母 逐 渐 增 大 , 则 它 的 倒数 会 越 来 越 小 , 但 
前 面 又 多 一 个 负 号 , 所 以 还 是 越 来 越 大 . 那么 , 我 们 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 当 y 逐渐 
增 大 时 , 分 式 一 也 是 越 来 越 大 的 . 以 同样 的 方式 去 分 析 分 式 二 , 当 y 增 大 时 , 49/y? 
是 越 来 越 小 的 , 这 样 分 母 减 小 , 所 以 分 式 本 身 还 是 增 大 的 . 

从 我 们 上 述 的 分 析 看 得 出 来 , dT/dy 是 增 函 数 , 至 少 在 (0, 2) 区 间 内 是 增 函 数 . 
因为 它 为 增 函 数 , 所 以 它 的 导数 , 也 就 是 原 函 数 的 二 次 导数 d2T/dy? 为 正 ! 这 样 ， 
我 们 没有 经 过 大 量 的 计算 就 证 明了 二 次 导数 为 正 , 并 再 一 次 得 出 结论 y = 1 为 极 小 
值 皮 . 


13.2 线 性 化 


现在 我 们 使 用 导数 去 估算 一 些 数值 . 例如 , 假设 你 要 不 使 用 计算 器 去 估算 V 开 
的 恰当 的 值 . 我 们 知道 VI 比 V5 = 3 略 大 , 所 以 我 们 当然 可 以 说 Vi 大 约 是 3 
点 多 . 这 个 结论 很 好 , 但 实际 上 我 们 可 以 在 不 做 太 多 工作 的 情况 下 做 出 更 准确 的 估 
算 . 下 面 我 将 演示 怎样 做 . 

我 们 从 设置 f(z) = Vz, z > 0 开始 . 因为 我 们 不 知道 VII 的 准确 值 , 所 以 我 
们 想 去 估算 它 . 另 一 方面 , 我 们 知道 V9 是 多 少 , 是 V9 = 3. 这 激发 了 我 们 的 灵感 ， 
让 我 们 画 y = f(z) 的 函数 图 像 , 再 画 一 条 通过 点 (9, 3) 的 切线 , 如 图 13-10 所 示 . 
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图 13-10 


我 把 切线 标记 为 y = L(x), 这 条 线 非 常 接 近 于 y = f(z) 当 z 接近 于 9 的 时 候 . 但 
当 z 接近 于 0 的 时 候 , 这 两 条 线 就 不 接近 了 . 但 这 并 不 影响 我 们 的 计算 , 因为 我 们 
要 估算 f(11), 11 同 9 是 非常 接近 的 . 在 上 图 中 , 在 x = 11 这 点 直线 和 曲线 是 非常 
接近 的 . 所 以 可 以 说 L(11) 的 值 非常 接近 于 f(11) = V1ii. 的 确 是 这 样 的 , 请 看 上 
图 , 这 两 条 线 所 对 应 的 y 值 在 x =11 这 点 是 多 么 接近 . 

如 果 我 们 不 能 计算 出 L(11), 那么 刚才 所 做 的 分 析 都 是 空话 ， 那 么 , 让 我 们 开 
台 计 算 L(11)， 因 为 线性 方程 通过 点 (9, 3) 并 且 与 y = f(x) 在 z = 9 点 相 切 ， 
所 以 该 线性 方程 的 斜率 为 f(9)， 我 们 对 y = f(z) 求 导 得 f(z) = 1/2Vz, 所 以 
f'(9) = V2v9 = 1/6， 因 此 可 以 说 直线 L(x) 斜率 为 1/6, 并 通过 点 8 3) 方程 
为 : y 一 3 = 3 (2 —9), 化 简 可 得 y = z/6 + 3/2、 也 就 是 说 L(z) = = 二 现在 


我 们 策 要 做 的 仅仅 是 计 和 ZL(11) 的 值 , 通过 把 x =11 代入 这 个 方程 ， 可 得 zanD = 


二 十 3 = 本 = 3 于 是 ,我们 可 以 说 VII s 35. 这 个 结论 比 3 点 多 要 好 得 多 ! 事 


实 上 ， 你 可 以 使 用 计算 器 去 校 验 一 下 ， 由 计算 器 求 得 的 结果 是 3.317( 精 确 到 小 数 点 
后 第 3 位 ), 所 以 我 们 的 计算 结果 是 非常 不 错 的 . 


13.2.1 ”线性 化 的 归纳 


让 我 们 概括 上 述 的 例子 . 如 果 你 想 要 估算 一 个 数值 , 那么 尽量 用 一 个 函数 去 表 
示 这 个 数 . 比如 在 上 述 的 例子 里 , 我 们 要 估算 Vii, 所 以 我 们 设 序数 f(z) = Vz, 这 
样 我 们 所 要 做 的 是 计算 f(11) 的 值 . 

接 下 来 , 我 们 选 一 个 同 zx 很 接近 的 数 a, 但 f(a) 一 定 要 容易 计算 . 在 我 们 的 例 
子 中 , 我 们 无 法 计算 f(11), 但 我 们 能 计算 f(9), 很 显然 , 根 号 9 很 容易 计算 . 我 们 
也 可 以 选择 m=25, 因为 25 开 根 号 也 很 容易 计算 , 但 这 并 不 合理 , 因为 25 和 11 相 
差 太 远 了 . 

所 以 , 根据 我 们 所 设 的 函数 和 我 们 选 的 特殊 信 a, 我 们 需要 求 函数 y = f(z) 
在 点 (a, f(a)) 上 的 切线 . 这 个 切线 有 斜率 f'(a), 所 以 该 切线 方程 为 y - f(a) = 
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六 (a)(z 一 a)， 如 果 设 切线 方程 为 y = L(x), 方程 两 边 同 时 加 f(a), 这 时 我 们 得 到 
L(z) = f(a) 十 f(a)(z 一 a). 这 个 线性 方程 工 叫 函数 了 在 点 x = ua 的 线性 化 . 记 住 ， 
此 时 的 L(xz) 大 约 等 于 f(z). 所 以 我 们 有 : 
f(z) SL(z) = fla) + f(a)(z — 0), 

当 z 很 接近 于 a 时 , 这 个 近似 值 几乎 是 准确 的 ! 事实 上 , 当 z 真正 等 于 a 的 时 候 ， 
近似 值 就 完美 了 ! 可 以 看 出 , 此 时 这 个 方程 的 两 边 都 为 f(a). 我 们 已 经 理解 了 f(a)， 
所 以 这 个 结果 就 不 是 很 重要 了 . 这 个 方程 的 好 处 是 我 们 可 以 估算 当 xz 接近 于 a 时 
f(z) 的 函数 值 . 

让 我 们 用 刚刚 得 到 的 这 个 公式 去 校 验 一 下 刚才 的 例题 . 我 们 设 f(x) = Vz, a = 
9. 很 显然 f(a) = f(9) = 3. 因为 f(z) = 1/2Vz, 我 们 有 f'(9) = 1/2V9 = 1/6. 根 
据 上 述 公 式 , 该 函数 的 线性 方程 为 ; 

L(x)= f(a) +f’'(a)(z—a)=3+ se — 9). 

这 同 我 们 的 公式 L(z) = +3 相 吻合 , 我 们 正 是 用 L(z) = 5+3 去 求 得 ViT 33 
的 . 现在 , 你 知道 怎样 估算 V8 吗 ? 8 同 9 也 是 很 接近 的 , 所 以 我 们 还 可 以 使 用 同样 
的 线性 方程 : 


v5- Je)=LB)=3+5GB-9)= 也. 


所 以 公式 L(z) = + > 给 出 了 所 有 接近 于 9 的 Vz 的 一 个 估算 , 不 仅仅 是 11. 

另 一 方面 , 假设 我 们 要 估算 V65. 如 果 直 接 使 用 L(62), 这 不 是 很 明智 的 . 首先 
让 我 们 看 看 这 个 不 明智 的 结果 是 多 少 : 

L(62) = 3 十 9 =115. 
等 一 下 , 让 我 们 观察 一 下 这 个 数 , 我 们 会 发 现 _V65 很 接近 于 V6 二 8( 比 它 略 小 ). 
那么 我 们 得 到 的 结果 115 要 远 远大 于 8, 这 偏离 得 太 远 了 ,问题 出 在 哪儿 呢 ? 我 们 
的 线性 接近 是 在 > = 9 这 点 做 的 , 62 离 9 太 远 了 , 所 以 这 个 线性 方程 就 不 好 用 了 
为 了 估算 V62, 我 们 最 好 计算 在 x = 64 的 线性 接近 , 因此 , 设 定 a = 64, 那么 我 们 
有 f(a) = 8, Pa) = 1/2V64 = 1/16. 这 样 我 们 新 的 线性 方程 为 : 
L(z) = fw+FPotz 0)=8+ 二 — 64). 

当 z= 62 时 , 我 们 有 : 


V62 = f(62) 兰 了 (62) = 8 十 (62 一 64) = 7 


这 个 估算 结果 要 比 我 们 刚才 得 到 的 115 接近 得 多 了 . 


62 一 
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13.2.2 ”微分 
让 我 们 再 看 看 线性 表达 式 的 通 式 : 
f(z) Se f(a) + f(a)(z 一 ao). 
如 果 我 们 定义 Az 为 z -a, 那么 则 有 z = a+Arzr. 这 样 上 述 公 式 变 为 : 


fla+Az)e f(a) + f(a)Az. 


见 图 13-11: 


图 13-11 


该 图 像 显 示 了 y = f(x) 的 函数 图 像 以 及 线性 方程 y = L(z), 即 通 过 这 个 函数 上 
z =a 点 的 切线 的 方程 . 我 们 要 估算 f(a + Az) 的 值 . 点 F 是 该 函数 在 ao + Az 点 
所 对 应 的 函数 值 ; 点 P 是 这 个 线性 方程 在 点 a + Az 所 对 应 的 函数 值 , 实际 上 是 
Z(a+ Az). 这 两 个 数值 的 差 实际 上 就 是 我 们 的 计算 误差 , 在 13.2.4 节 中 我 们 要 仔 
细 讨 论 这 个 问题 . 

在 上 图 中 , 有 个 数值 被 标记 了 出 来 , 那 就 是 df, 是 点 已 和 f(a) 的 差 . 这 也 是 
为 了 完成 我 们 的 估算 要 加 到 f(a) 上 的 数值 . 因为 L(a + Arz) = f(a) + 了 (a)Az, 我 


们 可 以 说 ， 
df = f'(a)Azx. 

dy 叫做 函数 在 = = a 点 的 微分 . 当 自 变量 > 从 数值 a 变化 到 a + Az 时 , df 表示 
了 因 变量 函数 /的 变化 量 . 

实际 上 我 们 以 前 接触 过 这 种 思考 问题 的 方式 . 在 5.2.7 节 中 , 我 们 说 如 果 y = 
f(z), 那么 Pa) = im .这 说 明 当 自 变量 z 发 生 微小 变化 时 , 它 所 对 应 的 因 变 
量 发 生 的 变化 量 是 它 的 P(z) 倍 . 这 就 是 df = f'(a)Az 告诉 我 们 的 , 只 是 这 个 算式 
是 从 z = a 开始 的 . 
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例如 , 假设 我 们 要 估算 (6.01)*. 首先 设 函 数 f(z) = z2 并 且 a = 6; 这 时 , 很 容 
易 求 出 f(z) = 2z, 所 以 f(6) = 12. 我 们 想 知道 当 x 从 6 开始 增加 了 0.01 时 , 它 所 
对 应 的 函数 值 发 生 了 怎样 的 变化 . 所 以 我 们 设置 Az = 0.01, 我 们 得 到 : 


df = j(o)Az = 户 (6)(0.01) = 12 x (0.01) = 0.12. 


因此 , 如 果 我 们 把 0.12 加 到 f(a) 的 函数 值 上 , 我 们 就 有 了 一 个 不 错 的 估算 的 值 . 因 
为 f(a) = f(6) = 62 = 36, 这 说 明 (6.01)? 兰 36.12， 现在 让 我 们 再 回 过 头 来 看 看 
5.2.7 节 : 我 们 解答 了 同样 的 例题 , 基本 使 用 的 是 同样 的 方法 , 但 现在 我 们 有 更 好 的 
公式 了 . 

这 儿 还 有 个 展示 怎样 使 用 微分 的 例子 . 假设 你 用 尺子 测量 了 一 个 圆 球 的 半径 ， 
结果 为 6 英寸 , 但 是 这 个 测量 结果 有 正 负 0.5% 的 误差 . 如 果 使 用 我 们 的 测量 结果 
去 计算 该 球 的 体积 , 那么 我 们 的 计算 结果 的 准确 率 有 多 高 呢 ? 让 我 们 用 微分 的 方法 
来 解决 这 个 问题 , 至 少 是 估算 . 假设 球 的 半径 为 ", 直径 为 D, 体积 为 V, 那么 它 的 
半径 为 = D/2, 所 以 我 们 有 : 


_4 3 4 /DY rrDas 
7 二 37 -和 人 一 -6 


当 DD = 6 时 , 我 们 有 V = x(6)3/6 = 36r. 这 样 , 我 们 已 经 计算 出 该 球体 的 体积 为 
36r 立方 英寸 , 但 是 真实 的 情况 要 比 这 个 值 略 大 或 略 小 . 为 了 知道 多 多 少 或 少 多 少 ， 
我 们 可 以 使 用 上 边 加 框 的 公式 df = "(a)Az. 在 这 个 例题 中 三 需要 用 Y 来 代替 , a 
用 6 来 代替 , x 用 DD 来 替代 , 这 样 公式 变 为 dV = V'(6)AD. 把 上 一 个 关于 Y 的 公 
式 两 边 同 时 对 品 求 导 , 可 得 : 
V’'(D) = TD) = 中 
这 说 明 V'(6) = 18n, 所 以 dV = 18xAD.， 这 个 方程 说 明 如 果 你 将 D 的 值 从 
6 改变 到 6 + AD, 那么 V 的 值 改变 了 18xAD. 在 我 们 的 例子 中 直径 可 能 比 6 多 
0.5% 或 少 0.5%, 也 就 是 0.005 x 6 = 0.03 英寸 , 所 以 AD 可 能 是 比 真实 的 情况 多 
0.03 或 少 0.03 英寸 . 在 最 糟糕 的 情况 下 , 我 们 有 dV = 18n x ( 士 0.03) = 士 0.54m. 这 
个 误差 是 个 很 好 的 估算 , 所 以 我 们 可 以 说 该 球体 的 体积 为 36r 立方 英寸 ,上 下 最 多 
有 0.54r 立方 英寸 的 偏差 , 由 于 在 直径 中 最 初 的 偏差 是 用 百分比 来 表示 的 , 所 以 我 
们 也 应 该 这 样 来 表示 体积 的 误差 . 用 百分比 来 表示 , 一 个 大 约 的 误差 dy = 士 0.54r 
占 V 二 36x 的 百分比 为 ; 


和 x 100% 二 士 0.54T 


x 100% = 土 1.5%. 


换 句 话说 , 在 体积 中 的 误差 是 直径 中 的 3 倍 . 这 就 是 你 把 一 次 方 的 误差 代入 三 次 方 
计算 后 所 得 的 结果 . 
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13.2.3 ”线性 化 的 总 结 和 例子 


以 下 是 估算 或 近似 计算 一 个 复杂 的 数 的 基本 策略 : 

(0 和 贡 主 要 的 公式 Joj 5) = JJ+ PJ 

(2) 选择 一 个 函数 f, 用 x 来 替代 我 们 要 计算 的 数 , 从 而 可 以 用 我 们 选择 的 这 
个 函数 f(x) 去 表示 要 计算 的 这 个 数 . 再 选 一 个 a, 并 且 a 和 z 非常 接近 , f(a) 又 
很 容易 计算 . 

(3) 对 该 函数 求 导 . 

(4) 在 上 述 的 公式 中 , 用 实际 的 函数 及 其 导 函 数 来 替代 f 和 fy', 用 我 们 已 选 定 
的 实际 数值 去 替代 a. 

(5) 最 后 , 把 第 二 步 中 的 z 值 再 代入 公式 , 这 样 就 有 df = f(a)(zx 一 a). 

下 面 , 再 让 我 们 看 几 个 例子 . 首先 , 你 怎样 估算 sin(11r/30)? 我 们 使 用 刚才 总 
结 的 方法 . 首先 我 们 从 基本 公式 f(z) 兰 F(z) = f(a) 十 了 (a)(z 一 a) 开始 . 我 们 需要 
去 求 某 数 的 sine 值 , 所 以 让 我 们 假设 f(x) = sinz. 我 们 对 当 xz = 1lr/30 的 函数 值 
感 兴趣 . 接 下 来 我 们 需要 选择 一 个 数 a, 使 得 a 很 接近 于 11x/30, 并 且 f(a) 很 容易 
计算 . 当然 , f(a) 就 是 sin(a). 那么 一 个 什么 样 的 数 既 接近 于 117x/30, 它 的 sine 值 
又 很 容易 计算 呢 ? 10rV30 怎样 呢 ? 其 实 它 就 是 r/3, 我 们 很 清楚 sin(r/3) 的 值 . 所 
以 设 a = r/3. 

这 样 , 我 们 完成 了 前 两 步 , 下 面 让 我 们 进入 第 三 步 . 求 导 得 户 (z) = cos z, 所 以 
线性 表达 式 变 为 ; 

f(x) L(x) = sin (5) 十 cos (=) (z 一 了 . 
因为 f(x) = sinz, 化 简 该 公式 得 : 


。 1 x 

sin(z) SE L(z) = 本 十 3 (z 一 3) . 
最 后 代入 z = 117/30 得 : 

117nx 11Lr 3 1/llx xz 3 ， 开 
sn (六 ) = 坟 (车 -等 + 要 -下 - 装 + 划 
这 看 起 来 可 能 仍然 很 粮 糕 , 但 至 少 这 个 估算 没有 涉及 三 角 函 数 , 仅仅 涉及 了 r 和 
V3, 这 两 个 数 并 不 是 很 难 计 算 . 
现在 , 考虑 一 下 这 个 例子 : 用 线性 通 近 找到 In(0.99) 的 估算 值 . 这 次 我 们 设置 

f(x) = ln(z), 而 且 发 现 我 们 对 z = 0.99 时 f(z) 的 值 很 感 兴趣 ， 就 取 对 数 而 言 ， 
接近 于 0.99 的 数字 1 很 适合 , 所 以 我 们 设 a = 1. 很 容易 计算 得 f(z) = jn(z) 且 
jz) = 1/z. 这 样 公式 f(z) 兰 Z(z) = f(a) + 户 (oj(z 一 a) 变 为 : 


ln(z) SS L(x) = ln(1)+ i(e —1). 
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因为 In(1) = 0, 我 们 有 : 
ln(z) 宕 2 一 1 
用 0.99 来 替代 zx, 可 得 : 
ln(0.99)  L(0.99) = 0.99 — 1 = —0.01, 
这 样 , 我 们 就 完成 这 个 计算 了 . 

一 个 更 普遍 一 点 的 例子 , 怎样 估算 In(1+h) 的 值 (h 是 任意 很 小 的 数 )? 事实 上 ， 
你 可 以 使 用 我 们 刚才 已 经 找到 的 线性 表达 式 f(z) 兰 L(z) = xz 一 1 去 估算 In(1+ 门 . 
如 果 用 1+h 来 百代 xz, 可 得 In(1 十 及) 兰 LE+ 和 站 = (1 十 及 一 1. 也 就 是 说 In(1+h) 兰 有 h 
(h 是 个 很 小 的 数 ). 实际 上 , 这 并 不 是 个 让 人 吃惊 的 结果 , 在 9.4.3 节 中 , 我 们 已 经 
看 到 : 

mm lIn(1 + h) 
h 


]i 
h—0 


所 以 , 我 们 已 经 知道 当 h 是 一 个 很 小 的 数 的 时 候 , In(1 + 六 很 接近 于 h. 

最 后 , In(e 十 h) 的 估算 结果 又 是 多 少 呢 (h 是 个 很 小 的 数 )? 我 们 现在 需要 一 个 
不 同 的 线性 表达 式 , 因为 (e 十 h) 很 接近 于 e 而 不 是 1. 所 以 让 我 们 设 a = 6, jz) = 
ln(z), 于 是 有 f(x) = 1/z. 这 样 新 的 公式 为 : 

fj)s Lo) = 10) + f(s 0) = In(e) + (2 -0). 
因为 In(e)=1, 所 以 我 们 有 : 
In(z) SL(z) =1+<—1=. 
当 z =。 十 h 时 , 我 们 得 到 ， 
In(e +h) Le+t+h)= et 一 1 

也 就 是 说 , In(e 十 问 兰 1+ hy/e( 如 果 为 一 个 非常 小 的 数 ). 这 同 我 们 上 一 例题 的 结 
果 是 不 同 的 , 在 上 一 例题 中 , 我 们 看 到 In(1 十 hh) 空 h(h 是 个 很 小 的 数 ). 这 两 个 结果 
的 不 同 原因 是 a 值 的 不 同 . 
13.2.4 ”在 我 们 估算 过 程 中 的 误差 

尽管 L(z) 和 f(x) 是 不 同 的 , 但 我 们 已 经 展示 了 怎样 用 L(x) 来 做 f(z) 的 近 
似 计算 . 问题 是 : 我 们 用 f(x) 近似 计算 L(z) 的 误差 有 多 大 ? 找到 答案 的 方法 是 
考虑 这 两 个 函数 的 差 . 它们 的 差 越 小 , 我 们 的 估算 就 越 精 确 ， 所 以 , 我 们 设 >(z) = 
f(z) 一 L(x), r(z) 表示 我 们 在 对 函数 在 x = a 点 使 用 线性 估算 时 的 误差 *. 我 们 可 
以 看 出 如 果 函 数 f 的 二 次 导数 存在 , 至 少 在 zx 和 a 点 之 间 是 存在 的 , 那么 对 于 r(z) 
我 们 有 一 个 很 好 的 公式 ®: 


@ r(z) 中 的 字母 > 代表 “余数 ”. 
@ 证 明 请 参见 附录 A 中 的 A.6.9. 


]， 
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r(z) = 了 "(oO)(z 一 oj2 对 于 在 z 和 a 点 之 间 的 任意 数 

但 问题 是 , 我 们 不 知道 e 的 值 , 只 知道 它 是 介 于 z 和 a 之 间 的 数 . 上 边 的 公式 要 用 
到 中 值 定理 , 我 们 在 11.3 节 中 介绍 过 . 定理 中 提 及 了 数 6, 尽管 没有 告诉 我 们 更 多 
的 信息 , 但 我 们 不 应 该 吃惊 在 这 里 遇 到 这 个 数 . 

上 述 公诉 告诉 了 我 们 两 件 事情 . 首先 是 (z - a)? 项 恒 为 正 , 这 说 明 r(z) 的 符 
号 是 与 fw"(c) 的 符号 相同 . 所 以 , 如 果 我 们 知道 该 函数 图 像 是 开口 向 上 的 , 至 少 在 z 
和 a 点 之 间 是 这 样 的 , 那么 我 们 就 可 以 说 r(z) 是 正 的 . 又 因为 r(z) = f(z) ~ 工 (z)， 
所 以 有 f(z) > L(z)， 这 说 明 我 们 的 估算 值 偏 低 , 可 以 参考 13.2.2 节 中 的 图 像 . 另 
一 方面 , 如 果 该 函数 的 图 像 是 开口 向 下 的 , 那么 f*(c) 肯定 是 负 的 . 这 样 我 们 可 得 
f(z) < L(z), 这 说 明 我 们 的 估算 值 比 实际 值 略 大 . 

例如 , 当 我 们 在 13.2 节 开 始 的 时 候 , 估算 过 VII 的 值 , 我 们 使 用 函数 f(z) = 
Vz. 分 别 求 该 函数 的 一 次 导 和 二 次 导 , 可 得 Pr(z) = 1/2Vz 和 f"(z) = -1/4zv 克 
我 们 可 以 看 出 该 函数 一 直 都 是 开口 向 下 的 , 通过 函数 的 图 像 也 看 得 出 来 . 无 论 通 过 
计算 还 是 图 像 都 看 得 出 , 我 们 估算 的 结果 33 比 实际 值 略 大 . 

总 的 来 说 , 我 们 有 下 述 结论 : 

。 如 果 在 a。 和 z 之 间 函 数 一 次 导数 为 正 , 即 J”> 0, 那么 我 们 用 线性 逼近 佑 

算出 来 的 结果 要 偏 小 . 
。 如 果 在 a 和 > 之 间 函 数 二 次 导数 为 负 , 即 f”< 0, 那么 我 们 用 线性 逼近 估 
算出 来 的 结果 要 偏 大 . 
现在 让 我 们 再 看 看 刚才 的 偏差 方程 . 如 果 我 们 对 上 述 方程 的 两 边 取 绝对 值 , 得 : 
| | 误差 | = 317?(Ollz 一 al 
假设 我 们 知道 当 t 在 > 和 a 点 之 间 变 化 时 , | 轧 提 | 的 最 大 值 可 能 是 某 数 M. 这 时 
尽管 我 们 不 知道 c 的 值 , 但 我 们 知道 |17(co)| < MX, 这 样 我 们 有 下 述 公式 : 
| 误差 | < Mz — al?. 

M 仍然 是 当 t 在 > 和 a 点 之 间 变 化 时 |f”(6)| 的 最 大 值 . 实际 上 , 在 上 述 等 式 中 的 
重要 的 因子 不 是 M, 而 是 lz - al? 这 个 因子 . 可 以 看 出 , 当 z 接近 于 a 时 , lz 一 a 
这 个 值 是 很 小 的 , 所 以 平方 后 那 就 更 小 了 (例如 当 你 对 0.01 求 平方 时 , 你 将 得 到 一 
个 更 小 的 数 0.0001. ) 这 说 明 误差 是 很 小 的 , 我 们 的 估算 是 很 精确 的 . 

让 我 们 看 看 这 个 结论 怎样 应 用 到 刚才 的 例题 中 来 估算 VT， 我们 设 f(z) = 
Vz, ji(z) = 1/2Vz, f(z) = 一 1/4Vz. 我 们 还 选择 a = 9, x = 11. 问题 是 当 t 在 9 
和 11 之 间 时 , |1”(t)| 的 值 会 是 多 少 呢 ? 很 显然 : 


HI A 
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等 式 的 右边 是 个 关于 上 的 减 函 数 , 所 以 t 越 小 , 该 函数 值 越 大 , 也 就 是 说 当 t=9 时 ， 
有 最 大 值 . 所 以 M = |f”(9)|, 结果 为 1/108. 我 们 有 这 样 的 结论 : 
| 误差 | < Me _al2 5705l11 — 9| = 总 


所 以 当 我 们 以 前 说 Vil 33, 现在 我 们 是 非常 自信 的 , 我 们 的 结果 很 接近 真实 值 . 
事实 上 , 我 们 的 误差 是 在 +1/84 之 内 . 要 站 入， 下 全 


工 _ 工 < < 一 
33 <V1< 33 了 + 而 


事实 上 , 我 们 已 经 知道 刚才 计算 的 结果 33 比 Vii 的 实际 值 略 大 , 我 们 可 以 有 更 接 
近 的 结论 : 
33 一 证 <Vil<g 33. 
现在 我 们 再 看 看 13.2.3 节 中 的 估算 In(0.99) 的 例题 , 通过 估算 , 我 们 知道 In(0.99) 

兰 -0.01. 这 个 估算 到 底 有 多 接近 呢 ? 设 f(z) = jn(z), 则 有 f(z) = 1/z, f(x) = 
一 1/z2. 因为 二 次 导数 为 负 , 所 以 我 们 的 估算 结果 又 偏 大 了 . 现在 当 上 的 范围 在 c =1 
和 z =0.99 之 间 时 , | 及 的 | = 1/&& 的 值 会 是 多 大 呢 ? 因 为 t 为 减 函 数 , 所 以 最 大 值 
出 现在 t =0.99 的 信守 二 并 MM = 1/(0.99)?, 这 样 我 们 的 误差 是 : 

、 1 

| 误差 | < 3M lz -oP = 2 0.99 20 000(0.99j2 
化 重 后 得 到 的 结果 大 约 是 0.000051, 是 非常 小 的 .也 就 是 说 -0.01 是 非常 接近 于 
ln(0.99) 的 真实 值 的 . 更 准确 地 说 , 我 们 已 经 证 明了 这 个 不 等 式 ， 


1 1 
事实 上 , 因为 我 们 知道 -0.01 是 略 大 的 估算 , 这 样 , 上 述 不 等 式 的 右 侧 可 以 再 次 简 
化 , 于 是 有 : 


|10.99 — 1|?2 = 


1 
一 0.01 — 一 一 一 一 一 < ln(0. < 一 0.01. 
001 一 区 0000995 和 mm(099) < 一 00 


这 样 我们 把 In(0.99) 的 值 缩 小 到 了 一 个 很 小 的 范围 . 
在 我 们 以 后 的 学 习 中 , 第 24 章 的 泰勒 级 数 中 我 们 将 要 再 次 研究 估算 以 及 误差 
问题 . 那 时 , 我 们 不 仅 要 使 用 一 次 导数 , 也 要 使 用 二 次 导数 去 得 到 更 精确 的 估算 ， 
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下 面 我 将 要 介绍 线性 盘 近 的 另 一 个 有 用 的 应 用 . 假设 现在 你 要 解 一 个 f(z) = 
这 样 形式 的 方程 , 但 你 却 不 能 找到 这 个 方程 的 解 . 所 以 你 做 出 了 下 一 步 的 决定 ; 你 
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要 猜测 该 方程 的 解 , 你 假设 解 为 这 时 方程 的 情况 可 能 如 图 13-12 所 示 . 


3y 一 上 了 


真正 使 函数 为 零 的 点 


“+ 开始 估算 的 点 


图 13-12 


从 图 像 中 可 以 看 出 , f(a) 实际 上 并 不 等 于 零 , 所 以 a 实际 上 并 不 是 该 方程 的 
解 , 它 仅 仅 是 个 近似 解 , 或 者 可 以 说 是 个 对 解 的 估算 . 我 们 把 它 考 虑 为 求解 的 第 一 
步 , 这 就 是 为 什么 在 上 边 的 图 像 中 把 这 点 标记 为 “近似 解 的 开始 ". 牛顿 方法 的 基 
本 思想 是 通过 使 用 函数 f 在 a 点 的 线性 逼近 使 估算 的 结果 越 来 越 接 近 于 真实 结果 
(当然 , 这 意味 着 该 函数 在 a 点 是 可 导 的 ). 不 管 怎样 , 让 我 们 看 看 它 的 图 像 , 如 图 
13-13 所 示 . 


y=f(7) 


真正 使 函数 为 零 的 点 


”人 开始 估算 的 点 
更 好 的 估算 的 点 


< 
图 13-13 


这 个 线性 方程 在 xz 轴 的 截 距 是 b, 这 实际 上 是 个 比 a 点 更 好 的 近似 值 . 通过 开 
始 的 猜测 , 我 们 已 经 得 到 了 一 个 更 好 的 结果 . 但 5 的 值 是 多 少 呢 ? 很 好 , 它 是 该 线性 
方程 工 在 zx 轴 的 截 距 , 该 方程 为 : 
L(7) = f(a) + f'(0)(z ~—o), 
同 13.2.1 节 中 给 出 的 公式 是 一 样 的 . 求 > 轴 的 截 距 , 我 们 设 L(x) = 0; 这 时 , 我 们 
有 f(a) 十 了 (a)(z 一 a) =0. 求 z 的 解 , 我 们 得 到 : 


因为 我 们 把 x 轴 的 截 距 称 为 b, 这 样 我 们 有 下 述 公式 ; 
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牛顿 方法 ”假设 a 是 对 方程 f(x) = 0 的 一 个 估算 解 . 如 果 你 有 : 


这 时 通过 许多 次 计算 得 到 的 b 是 个 比 a 更 好 的 近似 解 . 

有 时 这 个 方法 不 是 很 灵 , 所 以 我 在 上 述 方法 中 加 了 一 句 “ 许 多 次 ”, 一 会 儿 , 我 们 再 
仔细 讨论 这 个 . 现在 让 我 们 先 看 一 些 例 题 . 假设 : 

f(z)=75+27—1 
我 们 要 求 这 个 方程 f(z) = 0 的 解 . 该 方程 有 解 吗 ? 让 我 们 分 析 一 下 : f 是 连续 的 ， 
f(0) = 一 1( 为 负 值 ), f(1) = 2( 为 正 值 ), 根据 介 值 定 理 (参照 5.1.4 节 ) 我 们 可 以 说 
该 方程 至 少 有 一 个 解 . 另 一 方面 , f(z) = 5zx4 十 2, 一 直 为 正 ; 所 以 f 一 直 为 增 函 数 ， 
这 说 明 该 方程 最 多 有 一 个 解 (参照 10.1.1 节 ). 这 样 , 我 们 已 经 证 明了 该 方程 有 唯一 
的 解 . 让 我 们 估算 这 个 解 为 0. 我 们 知道 f(0) = -1, 这 并 不 是 很 接近 于 0. 没有 问 
题 , 让 我 们 用 牛顿 方法 从 a =0 开始 : 
fa of0) 10- 外 十 20) 一 1 工 
f'(a) f'(0) 5(0)4 十 2 2 
所 以 b =1/2 是 个 比 0 更 好 的 估算 . 的 确 , 通过 计算 可 知 f(1/2) = 1/32, 这 个 结果 
很 接近 于 0. 什么 能 使 我 们 停止 重复 使 用 这 个 方法 , 得 到 一 个 更 好 的 解 呢 ? 没有 什 
么 能 使 我 们 停 下 来 ! 这 次 让 我 们 说 a =1/2 重复 使 用 这 个 公式 得 ; 
fla) 1 fl1/2) 1 1/32 18 
fila) 2 Ff(1/2) 2 37/16 37° 
(注意 , 这 里 我 们 使 用 疡 (1/2) = 5x(1/2)4+2 = 37/16 这 个 计算 . ) 无 论 如 何 , 这 说 明 
18/37 是 个 更 接近 于 真实 结果 的 估算 . 通过 计算 f(18/37), 你 会 得 到 结果 为 0.000 2， 
已 经 是 个 很 小 的 数 了 . 所 以 我 们 说 18/37 是 个 对 该 方程 解 的 一 个 很 好 的 估算 . 

像 这 样 重复 使 用 a 和 4b 可 能 有 些 乱 . 为 了 避免 这 种 混乱 的 方法 , 我 们 可 以 用 zo 
作为 首先 的 猜测 , 接 下 来 用 zi 来 做 进一步 的 估算 ; 再 用 za 来 做 下 一 步 的 估算 , 以 
此 类 推 . 全 开本 几 鸭 (i 本 
f(xo f(r1 f(x2 
Flzo 2 pl) 

这 儿 有 另 一 个 例子 . 求 方程 > = cosz 的 近似 解 , 首先 设 f(x) = x 一 cos z. 如 果 我 
们 能 估算 出 函数 为 0 时 的 x 的 值 , 那么 这 个 值 就 是 zx = cosz 的 解 . (我 们 在 5.1.4 
节 中 已 经 使 用 过 这 个 技巧 了 . ) 首先 让 我 们 假设 zo = /2; 这 时 fr/2) = /2 一 
cos(T/2) = zx/2. 这 是 个 极其 不 好 的 估计 . 不 过 不 要 担心 , 因为 f(z) = 1+sin(z), 我 
们 有 产 (x/2) = 1+sin(r/2) = 2. 这 可 以 说 明 : 
f(xo) Tz nn/2 x 
TT Fz) 3 2 a 
所 以 zi = /4 是 个 更 好 的 估算 ; 的 确 , f(x/4) = x/4 一 1/V2, 大 约 为 0.08, 现在 让 


b=a— 


b=a— 


Xl 二 0 一 
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我 们 重复 使 用 这 个 方法 , 得 到 : 
zoo HD) xf/ x /4 1/V2 
Flz) 4 jd 4 1+1/V2 

因为 了 (x/4) = 1 +sin(r/4) = 1 + 1L/V2, 这 样 上 述 的 计算 可 以 化 简 为 : 
= 革 吕 =0+0/)VI-1) 
实际 上 这 是 个 比 x/4 更 小 的 数 . f(z2) 的 计算 结果 为 0.0008. 这 说 明 z 一 cos(zx2) 
的 值 大 约 为 0.0008, 所 以 za 是 对 上 述 方程 z = cos(z) 的 解 的 一 个 很 好 的 估算 . 当 
然 , 我 们 能 重复 使 用 这 个 方法 去 得 到 一 个 更 好 的 近似 值 za, 但 这 要 涉及 更 复杂 的 计 
算 . 尽管 牛顿 方法 已 经 给 出 了 一 个 很 好 的 估算 , 但 计算 机 或 计算 器 的 估算 会 更 精确 . 
(请 不 要 忘记 , 计算 器 给 出 的 也 仅仅 是 估算 的 值 ! 即使 保留 到 小 数 点 后 10 或 12 位 
仍然 为 估算 的 结果 , 尽管 在 大 多 数 情 况 下 这 已 经 很 接近 真实 结果 了 . ) 

像 我们 以 前 提 及 的 那样 , 但 是 没有 解释 过 , 有 时 牛顿 方法 也 解决 不 了 问题 . 有 
四 种 不 同 的 情况 会 导致 结果 是 错误 的 : 

(1) f'(a) 的 值 接近 于 0 显然 , 如 果 : 


TX2 


那么 fr(a) 不 可 能 为 0, 寿 则 5b 是 没有 意义 的 . 在 这 种 情况 下 , 在 > = a 点 的 切线 不 
可 能 与 z 轴 相 交 , 因为 它 是 水 平 的 ! 即使 f(a) 很 接近 但 是 不 等 于 0, 牛顿 方法 都 
将 给 出 一 个 很 糟糕 的 结果 ; 例如 , 见 图 13-14. 


a 


”NS 真正 使 原 函 数 为 零 的 点 


图 13-14 


即使 我 们 开始 对 a 点 的 估算 很 接近 真实 值 x, 牛顿 方法 的 结果 (b) 远 远 偏离 真实 结 
果 ”~. 所 以 最 终 我 们 并 没有 得 到 一 个 更 好 的 估算 . 为 了 避免 这 种 情况 , 确保 你 的 最 
初 的 猜测 要 远离 函数 了 的 临界 点 . 

(2) 如 果 f(z) = 0 有 不 止 一 个 解 , 这 时 你 可 能 得 不 到 你 想 要 的 结果 例如, 在 
图 13-15 中 , 如 果 你 想 去 估算 使 函数 为 0 的 左边 的 根 ~", 你 会 猜测 从 a 点 开始 , 但 却 
以 s 点 结束 估算 : 
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希望 的 零点 错误 的 零点 


rT a 


开始 上 
娩 信 算 的 点 更 好 的 估算 的 点 ? 


图 13-15 


所 以 除非 你 确定 只 有 一 个 解 ， 和 否则 你 开始 的 猜测 点 a 应 该 很 接近 你 想 要 
的 根 . 
(3) 估算 值 可 能 变 得 越 来 越 糟 ” 例 如 , 如 果 f(z) = z1/3, 那么 对 方程 f(x) = 0 
©O 的 仅 有 的 解 是 > =0. 如 果 你 想 使 用 牛顿 方法 (我 猜想 这 是 你 能 想到 的 方法 中 最 好 
的 ), 那么 奇怪 的 结果 会 出 现 . 除非 你 从 a = 0 开始 , 否则 就 会 有 下 述 结果 : 
@ Ql/3 
b=a— Pe -es 一 
所 以 下 一 个 估算 值 一 直 是 你 开始 值 的 -2 倍 . 例如 , 如 果 你 从 a = 1 开始 , 那么 下 
一 个 估算 值 将 要 是 -2, 如 果 你 重复 使 用 这 个 方法 , 你 将 要 得 到 4, -8, 16 等 等 . 这 
离 正确 值 0 越 来 越 远 . 如 果 这 种 情况 出 现 了 , 那么 牛顿 方法 就 解决 不 了 问题 了 . 
(4) 你 可 能 在 一 个 循环 中 出 不 来 了 有 时 这 种 情况 也 可 能 出 现 , 你 通过 估算 值 
a 计算 出 另 一 个 近似 值 b, 这 时 通过 计算 发 现 的 下 一 个 近似 值 为 a. 这 说 明 在 这 
个 重复 计算 过 程 中 , 没有 其 他 的 点 了 , 你 进入 了 一 个 循环 . 图 13-16 是 这 种 情况 的 可 
能 图 像 . 


一 2a. 


在 sb 点 的 线性 


图 13-16 


在 = = “点 的 线性 逼近 在 z 轴 的 截 距 为 5, 在 > = 5 点 的 线性 逼近 在 > 轴 的 截 距 为 
人 。 所 以 牛顿 方法 在 这 里 并 不 适用 了 . 一 个 具体 (但 很 复杂 ) 的 例子 是 : 
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在 讲解 导数 的 时 候 我 们 使 用 极限 去 给 导数 做 的 基本 定义 . 那么 现在 我 们 要 倒 过 
来 , 用 导数 的 知识 去 求 极 限 的 值 , 这 种 方法 叫 洛 必 达 法 则 . 在 介绍 这 个 法 则 的 各 种 
类 型 及 如 何 使 用 该 法 则 后 , 我 们 将 对 目前 使 用 过 的 计算 极限 的 所 有 方法 做 一 个 总 
结 . 所 以 我 们 将 学 到 如 下 知识 点 : 

。 洛 必 达 法 则 及 使 用 该 法 则 的 四 种 极限 情况 ; 

。 对 以 前 章节 计算 极限 方法 的 总 结 . 


14.1 洛 必 达 大 法 则 


我 们 学 过 的 大 部 分 极限 都 是 以 下 情况 之 一 : 
bm FY, Bim (f(0) — 9(0), Bm Tooln) 及 pm fe) 


2 g( 
有 时 你 可 以 利用 函数 的 连续 性 直接 用 o 来 替代 z 来 进行 有 效率 的 计算 . 但 这 种 方 
法 有 时 解决 不 了 问题 , 例如 , 考虑 下 列 极限 : 
Ee eb 

在 第 一 种 情况 中 , 用 3 来 蔡 代 z 得 到 0/0 型 的 不 定式 . 第 二 种 极限 是 当 z 一 0 时 ， 
两 个 无 穷 大 的 差 . 实际 上 , 当 xz 一 0+ 时 , 两 个 算式 都 趋 于 正 无 穷 ; 当 x 一 0- 时 , 两 
个 算式 都 趋 于 负 无 穷 . 所 以 我 们 可 以 把 这 种 形式 总 结 为 上 (oo - 00). 对 于 上 边 第 三 
种 极限 (关于 zin(z)), 这 是 0 x (一 o0) 类 型 , 请 记 住 当 x 一 0+ 时 , In(z) 一 -oo. 最 
后 , 第 四 种 类 型 的 极限 是 1%, 看 起 来 也 很 难 求 . 但 幸运 的 是 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 
则 去 求解 这 四 种 类 型 的 极限 . 

第 一 种 类 型 是 两 个 函数 的 比 f(z)/g(z), 是 最 适合 用 这 种 法 则 的 类 型 , 我 们 称 它 
为 “类 型 A”. 接 下 来 的 两 种 类 型 为 f(x) - g(z) 和 f(x)g(zx), 这 两 种 类 型 都 可 以 直 
接 导 出 类 型 A, 所 以 我 们 分 别 叫 它们 为 Bl 和 B2 类 型 . 最 后 , 我 们 说 关于 指数 函 
数 f(z)9(?) 的 类 型 叫 C 类 型 , 因为 该 类 型 可 以 导出 类 型 B2, 从 而 再 推导 出 类 型 A. 
让 我 们 先 分 别 看 看 这 些 类 型 , 然后 在 14.1.6 节 中 总 结 这 种 情况 . 


14.1.1 类 型 A: 0/0 
考虑 下 边 形 式 的 极限 : 


mm 一 
Za g(7) ? 
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f 和 g 都 是 很 好 的 可 导 函 数 . 如 果 g(a) 双 0, 那 情况 就 太 棒 了 , 我 们 可 以 直接 用 a 
替代 z 来 求 极限 f(a)/g(a) 的 值 . 如 果 g(a) = 0, 但 是 f(a) 关 0, 这 时 在 xz = o 点 有 
垂直 渐进 线 , 上 述 极限 为 oo, 一 00 或 不 存在 . (参照 4.1 节 这 四 种 情况 的 图 像 , 将 会 
帮助 你 理解 . ) 

还 有 另外 一 种 可 能 是 f(a) = 0, g(a) = 0. 也 就 是 说 该 分 式 f(a)/g(a) 是 0/0 型 
的 不 定式 . 我 们 见 过 的 大 多 数 极 限 都 是 这 种 类 型 的 . 事实 上 , 每 一 个 导数 都 是 这 种 
形式 的 ! 毕竟 ， 

pa) jim A+ = 


3 


如 果 你 把 h = 0 代入 分 式 , 你 会 得 到 0/0 型 ， 所 以 让 我 们 主要 研究 f(a) = 0 和 
g(Q) = 0 这 种 情况 . 
基本 思想 是 这 样 的 . 因为 f 和 9 是 可 导 函 数 , 所 以 我 们 可 以 找到 在 xz = a 点 
的 它们 的 线性 表达 式 . 像 我 们 在 上 一 章 见 过 的 , 当 z 趋 于 a 点 的 时 候 , 我 们 有 : 
fe) SF) + Faso) Rh ge) Tg) + I(r 0). 
现在 , 假设 f(a) 和 g(a) 都 为 0, 这 说 明 ， 
f(z)S f(ao)z—a) 及 g(x) g(a)(z — oa). 

如 果 你 用 f(x) 除 以 g(x), 假设 x 头 a, 则 我 们 有 : 

JG Jo 本 四 

g(x) g(ao)(z—a) g(a) 
2 越 接 近 于 a, 这 个 估算 就 越 接近 真实 值 . 这 样 * 我 们 有 洛 必 达 法 则 的 其 中 之 一 的 表 
达 式 : 


如 果 fo) = g(a) = 0, 那么 lim :9 = lim 万民) 


za gz) 
假设 等 式 右 端 的 极限 存在 . (实际 上 也 有 另 一 种 情况 , 当 z 趋 于 但 不 等 于 a 时 , 9'(z) 
不 为 0. 当 遇 到 这 种 情况 时 , 你 真 的 是 很 不 幸 ! )f(a) 和 g(a) 都 为 0, 这 个 前 提 真 的 
很 重要 , 否则 将 不 能 用 这 个 法 则 . 
让 我 们 用 这 个 章节 开始 的 例子 来 演示 怎样 用 这 个 法 则 解决 问题 : 


注意 如 果 你 把 z = 3 代入 原 函 数 , 你 会 发 现 分 子 分 母 都 为 0, 这 说 明 我 们 可 以 使 用 
洛 必 达 法 则 . 你 所 需要 做 的 是 把 分 式 的 分 子 分 母 分 别 求 导 . 注意 : 请 不 要 使 用 除法 '@, 
法 则 ! 求解 的 过 程 为 : : 


@ 实际 上 , 我 们 还 没有 证 明 洛 必 达 法 则 . 真正 的 证 明 请 参阅 附录 A 的 A.6.11 节 . 
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注意 为 什么 在 上 边 的 等 式 中 会 有 个 小 “IPH” 符号 , 这 个 符号 的 作用 是 说 明 我 们 是 
用 洛 必 达 法 则 来 解决 问题 的 (英文 中 的 洛 必 达 法 则 叫 PH6pital's Rule)， 顺 便 说 一 
下 , 其 实 这 道 题 也 可 以 不 使 用 洛 必 达 法 则 , 因为 分 子 z2 一 9 可 以 被 因 式 分 解 为 (x 十 
3)(z 一 3). 所 以 计算 过 程 可 以 如 下 所 示 : 
, 22 一 9 (xz—3)(z+3) 
lim = lim ~ 一 一 一 


z 一 3 了 一 3 2 一 3 立 一 3 
我 们 得 到 了 同样 的 答案 ! 这 说 明 我 们 的 计算 是 正确 的 . 
这 儿 有 一 个 更 难 的 例子 , 因 式 分 解 解决 不 了 问题 了 : 
、 2 一 sin(z) 
i 
如 果 把 x =0 代入 , 则 分 子 分 母 都 为 0. 尽管 当 z 趋 于 0 时 , sin(z) 和 zx 很 接近 , 但 
计算 这 道 古 不 需要 这 个 信息 , 因为 我 们 正在 考虑 这 两 项 的 差 . 所 以 让 我 们 使 用 洛 必 
达 法 则 , 首先 分 别 对 xz 一 sin(z) 和 z3 求 导 : 
lim £— sin(2) rH Jlim 1 一 cos(Z) 
Z 一 0 I Tz—0 3z2 


实际 上 在 7.1.2 节 中 , 我 们 曾经 演示 过 怎样 求解 等 式 右边 的 极限 (但 原 极 限 在 分 母 
中 没有 3). 我 们 的 原始 方法 是 分 子 分 母 同 时 乘 以 1 + cos(z). 但 是 现在 有 一 个 更 简 
单 的 方法 ; 请 注意 当 你 用 0 去 替代 z 时 , 可 发 现 该 极限 为 0/0 型 (因为 cos(0) = 1)， 
所 以 我 们 可 以 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 ! 从 而 得 到 : 


2 一 sin(z) LH lim 1 一 cos(z) PH .. Sin(Z) 


= lim(z+3)=3+3=6. 
2 一 3 


lim 
Z 一 0 ZX3 Z 一 0 372 0 67 
实际 上 , 我 们 可 以 多 次 使 用 洛 必 达 法 则 去 计算 最 终 的 极限 , 但 对 于 这 道 题 , 更 好 的 
写法 如 下 所 示 : 
sin(z) _ 1 1i sin(x) _1 


1 
1 二 -Xl1=-. 
zh 67 6 Zz 6 6 


(在 上 述 的 计算 中 , 我 们 直接 使 用 了 在 7.1.5 节 中 的 三 角 函 数 公式 . ) 总 而 言 之 , 我 
们 得 到 了 该 极限 的 结果 : 


Z 一 0 23 6- 
在 我 们 介绍 下 一 种 形式 之 前 , 让 我 们 再 重新 观察 一 下 这 种 形式 . 回顾 一 下 6.5 
节 , 可 以 看 到 我 们 是 用 极限 来 定义 导数 的 . 例如 , 要 计算 极限 
. V32+h—2 
lim 一 -一 一 一 一 一 
h—0 h 


通过 使 用 一 点 技巧 设 f(x) = Wz, 写 出 户 (z) 的 表达 式 , 将 其 写成 极限 的 形式 , 最 后 
把 z =32 代入 导 函 数 的 表达 式 (检查 一 下 细节 .). 但 洛 必 达 法 则 使 得 所 有 的 这 些 技 
巧 变 得 没 必要 了 . 例如 , 因为 上 述 极限 是 0/0 型 , 所 以 我 们 可 以 对 分 子 分 母 同 时 关 
于 户 求 导 来 计算 极限 . 首先 把 33 十 改写 为 (32 + 有 加 ' 的 形式 ; 这 时 我 们 有 : 
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5 1 —4/5 
VIFR-2 (2+hMI5 2H B32+O 1 (82)-4/s, 
h—0 h h—0 h h—0 1 5 

计算 结果 为 1/80, 这 同 我 们 之 前 计算 的 结果 是 相符 的 . 现在 请 回 到 6.5 节 中 , 使 用 
洛 必 达 法 则 去 重新 计算 一 下 里 面 的 例题 . 


14.1.2 ”类 型 A: 十 oo/ 土 co 

洛 必 达 法 则 对 于 lim f(z)=o0 和 lim g(z) = oo 这 种 情况 也 很 适用 . 也 就 是 
说 , 当 你 试 着 把 z = a 代入 原 函 数 时 , 分 子 分 母 都 趋 于 无 穷 大 , 所 以 我 们 正在 求解 
的 是 oo/oo 型 . 例如 , 求 极 限 


你 能 注意 到 当 z 一 co 时 , 分 子 分 母 同 时 趋 于 co, 所 以 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 
3xz2 + 7z PH 6z+7  ,. (9 5) 


= lim = lim 


0 
z 一 co 272 一 5 ZT—00 也 To 


411 a 
当 z 一 co 时 , 7/4z 趋 于 0, 所 以 极限 结果 为 6/4, 也 就 是 3/2. 当然 你 也 可 以 使 用 4.3 
节 中 的 方法 去 计算 极限 . 可 以 发 现 无 论 用 什么 方法 都 会 得 到 同样 的 结果 一 一 3/2. 
这 儿 还 有 另 一 个 例子 . 求 
csc(Z) 
z-*0+ 工 一 ]n(z) 

注意 : 当 z 一 0+ 时 , 分 子 分 母 都 趋 于 无 穷 大 . 为 什么 呢 ? 因为 当 z 一 0 时 , sin(z) 趋 
于 0, 所 以 csc(z) 趋 于 无 穷 大 ; 同样 , 当 z 一 0+ 时 , in(z) 一 一 00, 所 以 1 一 ln(x) 一 oc. 
现在 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 

csc(Z) LH , 一 csc(z)cot(Z) 

z-0+ 工 一 In(zZ) xz 一 0+ 一 1/z 


为 了 计算 极限 , 我 们 可 以 把 它 改写 为 ; 


= 1i t(2). 
im, 7 csc(Z) cot(z) 


im _ ll 1 
z=0+ sin(z) tan(Z) 
这 样 , 我 们 有 
lim 一 一 一 一 1 -1 工 - 1 
z—0+ Sin(2) tm sin(Z) 1 
Z 一 0+ ZX 


但 对 于 另 一 个 因 式 , 我 们 有 


lim 一 一 一 = co， 
z 一 0+ tan(2Z) 
因为 当 z 一 0+ 时, tan(z) 一 0+, 所 以 我 们 证 明了 
csc(T) _ 
zo0rI in(z) ~ 
当 z 一 oo 时, 像 我 们 上 边 看 过 的 那样 , 该 法 则 也 适用 . 这 里 有 另 一 个 例子 : 
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该 极限 为 0, 因为 当 z 一 co 时 , ez 一 oo. 使 用 洛 必 达 法 则 的 前 提 条 件 是 当 x 一 oo 
时 , z 和 er 都 趋 于 无 穷 大 . 注意 : 分 母 ez 在 求 导 的 过 程 中 是 不 变 的 , 但 分 子 z 的 
导数 却 为 1. 当 你 看 到 下 边 的 例子 的 时 候 , 可 能 会 更 清楚 明了 . 
a 所 
我 们 使 用 了 三 次 洛 必 达 法 则 , 发 现 每 一 次 都 是 不 定式 oo/oo 型 : 
守 1H im 3 I 于 lim 6z 1 是 lim 6 -0 


Zr 一 Oo eT 2 一 co ©T 人 一 OO ©T 了 一 OO GZ 
当然 , 同样 的 方法 可 以 应 用 到 z 的 任何 次 寡 ; 但 你 不 得 不 多 次 使 用 该 法 则 , 每 次 都 
要 求 导 求 到 导数 为 1 为 止 , 然而 对 于 ez 无 论 求 多 少 次 导 都 不 变 . 其 实在 9.4.4 节 中 ， 
我 们 已 经 仔细 讨论 并 证 明 过 指数 函数 增长 得 很 快 . 
现在 , 我 有 个 非常 善意 的 提示 : 请 记 住 只 有 不 定式 才能 用 洛 必 达 法 则 ! 对 于 分 
式 仅 有 的 不 定式 是 0/0 或 +coey/ 土 co 这 两 种 形式 . 例如 , 如 果 你 想 对 极限 
2 


2 ss 
使 用 洛 必 达 法 则 , 你 将 会 陷入 一 团 混乱 . 让 我 们 看 看 使 用 洛 必 达 法 则 后 的 情况 : 
2Z2 LH?.. 27 . z 
ooss) 一 二 
很 显然 , 这 是 错误 的 , 因为 当 z 趋 于 0 时 , z? 和 cos(z) 都 为 正 . 事实 上 , 正确 的 解 
答 过 程 是 


—2, 


22 0? 
2 cos(zZ) 本 cos(0) 国 
洛 必 达 法 则 不 能 用 来 解答 这 道 题目 , 原因 是 它 是 0/1 型 , 不 是 不 定式 . 所 以 , 一 定 要 
注意 ! 
14.1.3 ”类 型 Bl(oo 一 co) 
在 本 章节 的 开始 , 有 这 样 一 个 极限 表达 式 : 


。 1 1 
Lm (i - 2) : 
当 z 一 0+ 时 , 1/ sin(z) 和 1/x 都 趋 于 co; 当 ww 一 0- 时 , 这 两 项 又 同时 趋 于 -oo. 
无 论 哪 种 情况 , 这 都 是 两 个 非常 大 的 数 ( 正 无 穷 大 或 负 无 穷 大 ) 的 差 , 所 以 该 不 定式 
可 以 被 表示 为 士 (oo - co). 
幸运 的 是 , 可 以 很 容易 地 把 这 种 形式 转化 为 类 型 4 我 们 所 需要 做 的 仅仅 是 
通 分 ， 


0 
T=0. 


. 。， 2 一 sin(Z) 
lim | 一 一 一 一 一 | = lim - . 
z=0\sin(z) Zz z 一 0 zsin(z) 


14.1 洛 必 达 法 则 
现在 , 把 x =0 代入 , 可 以 看 出 是 0/0 型 不 定式 . 所 以 我 们 可 以 应 用 洛 必 达 法 则 : 
lim ( 1 :) 


TC— sin(z) PH ,. 
一 一 一 一 一 m 一 一 一 一 一 一 
sin(Z) Zz 
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_ 1 — cos(z) 
~ 220 zsin(z) ~ x20 sin(x)+ zcos(2) 
注意 : 我 们 使 用 乘法 规则 对 分 母 进行 求 导 . 无 论 怎 样 , 我 们 再 次 进入 0/0 型 , 因为 
当 把 x = 0 代入 时 , 可 以 发 现 分 子 分 母 同 时 趋 于 0. 所 以 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 (并 
且 再 次 使 用 乘法 规则 ): 
工 一 cos(Z) rH lm sin(z) | 

z—0 Sin(z)}+ zcos(z) zm0 cos(z) 十 cos(z) 一 zsin(z) 
做 到 这 儿 就 不 要 再 使 用 洛 必 达 法 则 了 ! 因为 在 本 阶段 ， 当 我 们 把 z = 0 代入 时 ， 
可 发 现 分 子 为 0 但 分 母 为 2, 所 以 总 的 极限 结果 为 0。 把 刚才 的 计算 综合 到 一 起 ， 
可 得 : 


. z 一 0 \ sin(z) 


TI 


有 时 通 分 也 不 能 解决 问题 . 比如 你 可 能 会 遇 到 一 道 没 有 分 母 的 题目 , 所 以 你 不 
得 不 自己 创造 一 个 分 母 . 例如 , 求 极 限 


lim (Vi Ti) - Va), 

首先 请 注意 当 zx 一 oo 时 , Vz 十 In(x) 和 Vz 都 趋 于 oo; 所 以 这 道 题 属于 co - oo 

不 定式 . 但 该 题目 没有 分 母 , 所 以 , 让 我 们 同时 乘 以 除 以 一 个 共 轿 表达 式 ;: 
lim (Vz + ln(z)— Vz) = im (Vz 十 In(Z) — Vz) x 


而 Vr+in(z) + Ve 
VT+In(z) + Vz 
通过 使 用 平方 差 公 式 (a 一)(a 十 踢 , 我 们 有 
im +ln(z)—z _ lim ln(z) | 
so FTI) TYE sa TT YE 
现在 , 题目 转化 为 类 型 A 的 ce/ee 不 定式 , 所 以 通过 对 分 子 分 母 同时 求 导 (分 母 要 
使 用 链 式 求 导 法 则 ) 可 得 
lim he) 本 im T/ . 
VETROTVE ov itiz | 1 
2VZ 十 in(zj 2VZ 
如 果 分 子 分 母 同 时 除 以 zx, 可 得 | 
dim, TXT 二 1 


万 . 
2wWzr 十 in(z) 2 
我 们 差不多 要 得 到 答案 了 , 但 仍 需 要 看 看 当 x 一 ce 时 分 母 中 的 第 一 个 分 式 的 值 的 


Tl1 
z+ In(z) 


lim 
2 一 oo 9 
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注意 : 这 也 是 oo0/oo 不 定式 ， ee 


Z 十 1 H in 1 _ jm YVz + In(z) 
dn pr zm00 2(1+1/7z) xz 一 oo 1 二 1/z | 
2wVz 二 ln(z) 
当 z 一 co 时 , 分 母 1 十 1/z 趋 于 1, 但 是 分 子 Vz 二 In(z) 趋 于 co. 也 就 是 说 
. r+1 
ca 2wVZ 十 In(z) 
回 到 原始 的 问题 , 我 们 已 经 发 现 
有 (VE 加- 一 HT 


2wVz 十 In(z) +3 
当 z 一 oo 时 , 分 式 的 分 母 趋 于 oo, 所 以 极限 为 0. 
不 幸 的 是 , 对 于 B1 类 型 的 极限 , 洛 必 达 法 则 并 不 是 一 直 能 解决 问题 . 事实 上 , 仅 
仅 有 一 种 情况 它 能 解决 问题 , 我 们 需要 巧妙 地 运用 数学 方法 去 把 这 种 不 定式 转化 为 
比例 的 形式 , 就 像 刚 才 例 题 中 讲解 的 那样 . 
14.1.4 ”类 型 B2(0 x 土 co) 


这 儿 有 一 个 我 们 以 前 见 过 的 极限 , 在 9.4.6 节 的 开始 中 我 们 也 见 过 这 样 一 个 
极限 : 


Lim, zln(z). 


因为 当 x < 0 时 , In(x) 没有 意义 , 所 以 我 们 只 需求 当 x 一 0+ 的 极限 . 现在 可 以 看 
出 当 x 一 0+ 时 , z 一 0 然而 In(z) 一 一 00, 所 以 该 极限 为 0 x (一 00) 型 不 定式 . 让 
我 们 通过 处 理 分 母 把 该 极限 转化 为 类 型 A. 基本 思想 是 把 > 转化 为 1/x 从 而 把 zx 
移 到 分 母 : 
lim Infz) 

Im, 1/z 
现在 为 -ooy/co 型 ， 所 以 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 | 

= 昭王 区 
最 右边 的 极限 可 以 化 简 为 -~z, 所 以 最 后 的 极限 为 
7) =0. 

我 们 已 经 解决 了 问题 , 但 让 我 们 回 过 头 来 再 看 看 这 道 题 : 为 什么 我 把 x 移 到 分 母 而 
不 是 移动 In(x) 呢 ? 如 果 移 动 mn(z), 则 为 


_lim， ZIn(zZ) = 


im, rzln(z) = 


din 1/ 1 my 
现在 , 你 需要 去 对 1/ ln(z) 求 时 这 个 导数 相对 难 求 一 点 . 但 如 果 你 尝试 一 下 , 可 得 
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卫 
Lim, rln(z) = J 0 Iya 一 lim, DG- 一 im, —x(ln(2))?. 
这 实际 上 比 我 们 最 原始 的 极限 还 复杂 ! 所 以 当 把 某 一 项 移 到 分 母 时 一 定 要 注意 . 从 
上 述 例子 可 以 看 出 , 移动 指数 项 是 个 很 槽 糕 的 思路 , 所 以 要 避免 这 样 做 . 


这 有 另 一 个 例子 : 
lim (z 一 3) tan(z). 


zz 一/2 
当 你 把 z = x/2 代入 原 函 数 时 , 会 发 现 第 一 项 (z 一 /2) 为 0, 而 tan(z) 这 项 
要 入 为 ceo( 当 zx 一 (r/2)-) 或 -co( 当 z 一 (rr/2)+). 通过 函数 图 像 可 以 更 加 肯定 我 
们 的 结论 . 无 论 哪 种 情况 , 我 们 都 可 以 把 tan z 移 到 分 母 去 从 而 转化 为 1/tanz, 或 
cot z. 也 就 是 : 


. — Xx/2 
sD, ce 2) tan(z) = sms -co . 


这 比 把 (x 一 x/2) 移 到 分 母 的 计算 量 要 小 得 多 , 可 能 把 (x 一 nx/2) 移 到 分 母 答 
案 都 算 不 出 . 无 论 如 何 , 上 述 的 极限 形式 都 是 0/0 型 , 所 以 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 ; 


. Tt .ZT/2LH .. 1 
-ma (z 本 3) tan(z) = 四 cot(z) sb)2 (一 csc2(z)) 


因为 sin (x/2) = 1, 所 以 可 以 得 出 cse(r/2) = 1, 所 以 上 述 极限 的 结果 为 -1. 
14.1.5 ”类 型 C(1+tce,00 或 cc0) 
最 后 , 让 我 们 研究 最 复杂 的 一 种 情况 , 比如 : 


lim Tsin(z) ， 


这 种 形式 的 底 和 指数 部 分 都 带 有 变量 (在 该 例 中 为 z)， 如 果 设 z =0, 那么 我 们 得 
到 00, 这 是 不 定式 的 另 一 种 形式 . 为 求 得 该 极限 , 我 们 要 使 用 类 似 于 对 数 函 数 求 导 
法 则 的 一 种 方法 (参考 9.5 节 ). 基本 思想 是 首先 对 等 式 两 端 同时 取 对 数 , 接 下 来 再 
求 当 z 一 0+ 时 的 极限 : 
im ln(zsin(?)). 

根据 对 数 法 则 (参见 9.1.4 节 ), 指数 sin(z) 可 以 移 到 对 数 的 前 面 : 

dim, lnfzsin(z)) 一 lim, sin(2) in(Z). 
当 x 一 0+, 我 们 可 得 sn(z) 一 0, In(x) 一 一 00, 所 以 该 题 为 类 型 B2. 如 果 我 们 把 
sin(z) 移 到 分 母 则 为 1/ sin(z), 也 就 是 csc(z), 这 时 该 题 又 被 转化 为 类 型 A, 这 样 我 
们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 求解 


im, sin(Z) In(7x) = Im(z) 1 Uz 


D0 csc(z) em 一 csc(Z) cot(Z) 


化 简 为 : 


lim — 


Sin(Z) 
Z 一 0 十 氏 


xtan(z) 一-L1x0=0. 
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我 们 做 完了 吗 ? 还 没有 . 我 们 现在 知道 
lim, ln(zsin(2)) = 0; 
我 们 不 得 不 对 两 端 同时 求 指数 , 可 得 : 


lim zsin(z) ~ e0 =1. 
十 


(这 种 求 指数 的 方法 很 有 效果 , 因为 ez 是 关于 x 的 连续 的 函数 . ) 

让 我 们 对 刚才 的 计算 总 结 一 下 . 先 不 求 该 函数 的 原始 的 极限 , 我 们 先 对 该 函数 
的 两 边 同时 求 对 数 , 再 用 类 型 B2 的 方法 去 计算 极限 . 最 后 , 再 对 刚才 计算 的 结果 
两 边 同时 求 指 数 . 

事实 上 , 有 时 我 们 需要 用 类 型 A 而 不 是 类 型 B2 去 解决 该 问题 . 例如 , 求解 

lim (1 十 3tan(zZ))1/= 

这 是 该 章节 最 开始 部 分 的 例题 , 首先 请 注意 我 们 正在 求 1+% 类 型 的 极限 . 所 以 两 
边 同 时 求 对 数 有 : 

lm ln ((1 + 3tan(z))/*) = lm = ln(1 十 3tan(z)) = lm 
现在 转化 为 0/0 型 了 , 所 以 我 们 可 以 用 类 型 A 的 方法 去 解决 问题 了 . 根据 链 式 求 
导 法 则 , 我 们 有 : 


ln(1 十 3tan(zZ)) 
一 


3sec2(z) 
. (1+3tan(z))PH,. 1+3tan(z) 3 人 0)” 
3 z 一 lm 1 -TI+30 一 3 


这 样 我 们 有 : 
lim In ((1 + 3tan(z))!/?) = 3. 
再 对 该 等 式 两 边 同 时 求 对 数 , 可 得 : 
lim(1 十 3tan(z))1= = e3. 
这 里 还 有 为 一 个 不 定式 oo 的 例子 . 
ln, 
该 例子 为 当 z 一 oo 时 , -1/z 一 0. 我 们 可 以 用 同样 的 方法 去 解决 问题 , 两 边 同时 
取 对 数 , 接 下 来 再 用 洛 必 达 法 则 去 求解 (用 类 型 A 的 方法 ). 


lim In(z-z/z) = fim MOLE im JE -0 


Z 一 oo —T zZ 一 oo 一 
再 两 边 求 指数 , 可 得 : 


—1/z 
> 


lim wz-i/ =ed =1. 


了 一 OO 


我 们 需要 知道 的 是 关于 指数 类 型 的 不 定式 不 仅仅 是 1+%, 0"0 和 co0.， 你 可 以 看 出 ， 
如 果 任 何 关于 指数 的 形式 我 们 都 可 以 使 用 两 端 求 对 数 的 方法 把 问题 转化 为 乘积 或 
商 的 形式 , 这 时 再 求 新 的 极限 二 实际 的 极限 结果 将 会 是 er 的 形式 . 唯一 的 特殊 
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情况 是 当 工 = co, 这 时 我 们 可 以 发 现 ew 为 oo0; 当世 = -oo 时 , 你 会 发 现 e-% 的 
结果 为 0. 这 符合 9.4.4 节 中 的 极限 : 

im ez 一 oo 和 slim, ez 一 
14.1.6 洛 必 达 法 则 类 型 的 总 ZE 结 


下 面 是 我 们 已 经 讲解 的 所 有 的 技巧 : 
。 类 型 A ”如果 极限 是 分 式 的 形式 , 例如 


要 检查 该 形式 是 否 为 不 定式 . 该 分 式 一 定 为 0/0 或 二 ce/ 士 co, 使 用 洛 必 达 


法 则 
| mm fC®) PH 1 fC®) | 


Bg gD) 
在 求 导 的 过 程 中 , 请 不 要 使 用 商 的 求 导 法 则 ! 现在 , 为 求解 这 个 新 的 极限 , 可 
能 需要 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 . 
。 类 型 B1 如 果 是 求 差 的 极限 , 例如 
lim (f(z) ~ 9(2)), 
该 形式 为 土 (0o 一 oc). 求解 该 极限 的 方法 是 通 分 或 乘 以 1 的 形式 从 而 转化 
为 类 型 A. 
。 类 型 B2 如 果 极 限 是 乘积 的 形式 , 例如 
lim f(z)g(z), 
该 形式 为 0 x 二 co, 选择 两 个 因 式 中 较 简单 的 那个 取 倒 数 把 它 移 到 分 母 ( 尽 
量 不 要 选用 对 数 做 分 母 , 把 它 留 在 分 子 ). 这 样 就 转化 为 
lm f(x)g(x) = lim yer gz) 


a 1/f (72) 
这 种 形式 . 是 典型 的 类 型 A. 
。 类 型 C ”如 果 极 限 为 指数 的 形式 ， 并且 该 指数 的 底 和 指数 部 分 都 为 变量 ， 
例如 


lim (ze 人 
首先 , 我 们 对 极限 两 端 同时 取 对 数 : 
lim In(f (2)?®) = lim g(z) In(f (2)). 
这 样 转化 为 类 型 B2 或 A( 或 者 转化 后 的 结果 不 是 不 定式 , 这 时 不 得 不 想 其 
他 的 技巧 ) 一 旦 你 已 经 求解 , 这 时 , 该 极限 就 可 以 重 写 为 
lim In(f(z)") = 
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然后 再 两 边 同时 取 对 数 , 可 得 
lim f(2)"® =er. 


现在 , 你 需要 去 做 的 就 是 多 做 习题 来 练习 如 何 使 用 洛 必 达 法 则 . 


14.2 ”关于 极限 的 总 结 


现在 需要 巩固 一 下 我 们 所 学 的 关于 极限 的 知识 ， 下 面 是 我 们 学 过 的 关于 计算 
极限 的 所 有 方法 的 一 个 简要 总 结 . 随后 我 们 要 总 结 的 方法 是 应 用 于 lim F(z) 形式 
的 极限 , FF 是 一 个 至 少 在 a 点 附近 连续 的 函数 , 但 在 a 点 可 能 不 连续 当然 , a 也 可 
能 是 oo 或 -oo. 这 样 , 我 们 有 如 下 的 总 结 : 
。 首 先 尝试 使 用 换 元 法 . 这 样 你 可 能 就 会 求 得 极限 结果 . 
。 如 果 你 的 换 元 导致 了 5/oo 或 5/(_o0) 形式 的 出 现 , 5 是 个 限定 的 数 , 那么 访 
极限 的 结果 为 0. 
。 如 果 换 元 之 后 的 形式 为 5/0, 但 5 不 为 0, 这 时 说 明 该 函数 有 垂直 渐 近 线 . 即 
左 极限 和 右 极限 为 oo 或 -oo, 那么 双 侧 极 限 或 者 不 存在 (如 果 左右 极限 不 
相等 ) 或 者 为 oo 或 -oo. 使 用 在 x 二 a 点 附近 的 符号 表格 去 查找 左 极限 和 
右 极限 (请 参照 4.1 节 ) 
。 如 果 不 是 上 述 任何 一 种 情况 , 那么 该 极限 就 为 0/0 形式 . 首先 看 它 是 否 为 导 
数 定义 的 形式 . 如 果 你 可 以 把 它 改写 为 某 种 特定 函数 关于 特定 的 数 > 的 导 
数 形式 ji 十 罗 一 信号， 这 时 该 极限 为 普 (z)， 我们 在 14.1.1 节 中 见 过 
该 形式 , 其 实 这 种 类 型 的 极限 也 可 以 用 洛 必 达 法 则 来 解决 ， (参照 6.5 节 . ) 
。 如 果 极限 有 根 号 , 那么 可 以 考虑 分 母 有 理化 或 分 子 有 理化 的 方法 . (参考 4.2 
节 ) 
。 如 果 有 绝对 值 形式 , 那么 要 考虑 把 绝对 值 符号 去 掉 , 即 把 该 函数 转化 为 分 段 
函数 的 形式 . 


-4 如 果 4<0. 
记 住 把 函数 表达 式 中 的 所 有 的 五 个 A 都 替换 为 去 掉 绝 对 值 之 后 的 形式 ! ( 参 
考 4.6 节 . ) 

。 另外 可 以 使 用 不 同 函 数 的 特性 去 帮助 你 解决 问题 . 请 记 住 在 极限 中 , “无穷 
小 ”意味 着 “ 趋 于 0”; “无 穷 大 ”意味 着 正 无 限 大 的 数 或 负 无 限 大 的 数 .( 参 
照 3.4.1 节 . ) 请 注意 : 如 果 你 所 要 求 的 极限 是 当 z 一 co 时 , 这 并 不 能 说 明 该 
极限 就 为 无 穷 大 . 例如 , sin(1/z) 就 是 当 z 一 co 时 函数 值 却 越 来 越 小 的 例子 ， 
因为 1/z 一 0. 当 z 一 0 时 同样 值得 注意 , 因为 函数 结果 可 能 会 是 非常 大 的 . 


41-1 A 如 果 4>0， 
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无 论 如 何 , 以 下 是 关于 多 项 、 三 角 函 数 、 指 数 函 数 和 对 数 函数 的 总 结 : 
(1) 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 

。 通常 的 方法 ”尝试 因 式 分 解 , 然后 把 公 因 式 约 掉 . (参照 4.3 节 ) 

e 大 讨论 ”最 大 次 数 的 项 决定 该 极限 的 值 , 所 以 分 子 分 母 同 时 除 以 并 
(2) 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 : 

。 通常 的 方法 ” 记 住 所 有 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 的 图 像 , 以 及 它们 在 
一 些 特殊 点 的 函数 值 . 所 有 的 这 些 知 识 点 在 第 2 章 和 第 10 章 中 有 
详细 的 讨论 . 
小 讨论 当 4 是 个 很 小 的 数 的 时 候 , sin(4) 和 4 的 数值 非常 接近 ， 
所 以 可 以 乘 以 4 并 除 以 4. 对 tan(4) 我 们 可 以 用 同样 的 方法 , 但 
cos(A) 却 不 可 以 , 因为 当 4 趋 于 0 时 , cos(4) 趋 于 1. 当 仅 有 乘积 
或 商 的 形式 的 时 候 该 方法 很 实用 . 但 当 有 三 角 函 数 的 加 减 形 式 出 现 
时 , 该 方法 可 能 就 不 管用 了 . (参见 7.1.2 节 .) 
大 讨论 ”对 于 sine 或 cosine, 我 们 可 以 利用 它们 的 特性 |sin( 任 意 数 )| 
入 1 和 |cos( 任 意 数 )| < 1. 这 个 特性 可 以 同 三 明治 定理 在 一 起 使 用 . 
(参照 7.1.3 节 . ) 这 里 也 有 一 些 其 他 有 用 的 特性 


, 1 , i 亚 
lim tan (z) =3 和 lim tan (x) = 7 


( 非 正 式 地 ， 你 可 以 这 样 来 记 tan™i(oo) = /2 和 tan-!1(-00) = 
一 x/2, 但 确保 你 真正 理解 了 上 述 这 两 个 公式 的 含义 . ) 
(3) 指数 函数 : 
。 通 常 的 方法 ”要 记 住 y= ez 的 图 像 , 也 要 知道 下 列 两 个 极限 
， ZN 
jiamGL+T pz) 一 er 和 im (1 十 一 ) = 8”. 
(参考 9.4.1 节 . ) 

。 小 讨论 因为 e? = 1, 所 以 当 极 限 的 表达 式 中 有 该 因 式 时 , 你 完全 
可 以 用 1 去 替代 它 . 但 当 极 限 中 有 和 及 差 的 形式 时 , 问题 就 不 是 这 
么 简单 了 . 这 时 你 不 得 不 考虑 使 用 洛 必 达 法 则 或 用 导数 的 定义 去 求 
解 . (参照 9.4.2 节 . ) 

。 大 讨论 记 住 以 下 这 两 个 重要 的 极限 

lm er = oo 和 ,lim e”=0. 
(仅仅 为 换 元 的 目的 , 你 可 以 把 这 两 个 极限 考虑 为 ee = co 和 e ”= 
0, 尽管 这 两 个 等 式 并 不 符合 正式 的 写法 .) 当 然 也 要 记 住 , 当 x 一 oo 
时 ,指数 函数 增长 得 很 快 ， 也 就 是 说 lim 多 蕊 式 = 0. 底 。 可 以 


e 
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是 任何 大 于 1 的 数 , 指数 x 可 以 是 任何 最 高 次 项 为 正 数 的 多 项 式 . 


(参考 9.4.4 节 . ) 
(4) 对 数 函 数 : 
。 通 常 的 方法 ”需要 知道 y = ln(z) 的 图 像 以 及 对 数 的 运算 法 则 , 这 
些 知 识 在 9.1.4 节 中 已 经 介绍 过 . 
。 小 讨论 一 个 很 重要 的 极限 是 


lim Im(z) = 一 co 
7Y 一 0 


(或 者 也 可 以 这 样 记 , ln(0) = -co)， 当然 也 可 以 这 样 说 当 z 一 0+ 
时 , 对 数 函 数 慢 慢 地 趋 于 一 co, 对 于 任何 大 于 0 的 数 a, 无 论 a 有 多 
小 (参照 9.4.6 节 .): 

lim, rz*° In(z)=0 


大 讨论 我 们 有 


Jim_ In(zZ) = oo， 
也 可 以 非 正式 地 简写 为 In(co) = oo. 不 管 怎样 说 ,对 数 增长 得 慢 ， 


比 任何 多 项 式 都 慢 , 这 样 我 人 有 lim, 了 = 0, 适用 于 任何 次 数 
为 正 的 多 项 式 . (参考 9.4.5 节 . ) 
在 1 附近 函数 的 情况 ”我 们 有 In(1) = 0. 洛 必 达 法 则 可 能 是 很 有 
用 的 , 对 于 这 种 极限 或 者 也 可 以 使 用 极限 的 定义 去 解决 问题 . (参照 
9.4.3 节 .) 
。 如 果 上 述 方法 都 不 能 解决 问题 , 考虑 使 用 洛 必 达 法 则 (参照 14.1.6 节 的 总 
结 ). 如 果 在 使 用 洛 必 达 法 则 以 后 , 总 是 会 得 到 一 个 新 的 极限 , 我 们 可 以 考虑 
使 用 上 述 的 任何 方法 或 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 . 

上 述 所 有 的 事实 及 方法 仅仅 是 求 极限 的 工具 ， 它 们 不 可 能 解决 所 有 的 极限 问 
题 . 事实 上 , 在 第 17 章 中 我 们 将 看 到 一 种 完全 不 同 的 求解 极限 的 方法 , 但 如 果 你 对 
现在 的 知识 掌握 得 很 扎实 , 将 会 有 助 于 你 以 后 的 学 习 . 知道 用 哪 种 方法 去 解决 问题 
是 一 种 艺术 , 当然, 热能 生 巧 . 所 以 要 多 练习 些 求解 极限 的 问题 
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既然 我 们 讨论 的 是 微 积分 问题 , 微分 间 题 仅仅 是 微 积分 问题 的 一 半 内 容 . 另 一 
半 需 要 讨论 的 问题 是 积分 问题 . 积分 是 个 很 强大 的 数学 工具 , 它 可 以 帮助 我 们 求 不 
规则 图 形 的 面积 , 帮助 我 们 求 不 规则 形状 物体 的 体积 , 帮助 我 们 求 变速 运动 物体 的 
路 程 . 本 章 中 , 我 们 将 花 一 些 时 间 去 研究 定 积分 的 定义 及 一 些 相关 的 理论 . 在 下 一 
章节 我 们 将 会 给 出 其 定义 研究 其 应 用 . 所 以 让 我 们 从 定 积分 的 以 下 基本 原理 入 手 : 

。 求 和 符号 以 及 伸缩 求 和 法 ; 

。 寻求 位 移 和 面积 之 间 的 关系 ; 

。 用 分 割 法 去 求 面积 . 


15.1 求 和 符号 


考虑 这 个 求 和 
1 1 1 1 1 1 
11+4+91161+251 36 
这 并 不 是 一 个 随意 的 数 的 求 和 : 这 是 个 有 一 定 规律 的 求 和 . 求 和 中 的 每 一 项 是 从 1 
的 平方 到 6 的 平方 的 倒数 . 这 里 有 个 更 简单 的 方法 去 表达 这 个 求 和 ; 
6 
1 
请 大 声 地 读 出 :“ 从 j=1 到 7 =6 时 1/72 的 和 ”. 现在 我 要 介绍 这 个 求 和 符号 怎样 
工作 . 思路 是 你 把 j =1, 1 =2, j =3, j =4, 7 =5 最 后 到 j =6 代入 1/ 姑 的 表达 式 ,一 
次 代入 一 个 , 最 后 把 这 六 项 都 加 到 一 起 . 我 们 可 以 判断 出 我 们 从 7 =1 开始 以 7 =6 
结束 , ; =1 和 ; =6 分 别 在 这 个 希腊 字母 》 的 上 方 和 下 方 (这 是 希腊 字母 sigma 
的 大 写 , 所 以 我 们 叫 这 个 符号 为 “sigma 求 和 ”). 所 以 我 们 有 
al 1 1 1 1 1 1 
注意 : 我 们 实际 上 并 没有 计算 出 这 个 和 的 值 ! 我 们 所 做 的 仅仅 是 简化 . 
现在 , 考虑 下 边 这 个 sigma( 这 是 “ 求 和 ”的 另 一 个 说 法 ) 符号 的 级 数 . 


1 000 


©O 
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这 个 求 和 与 上 个 求 和 之 间 的 唯一 的 区 别 是 这 次 我 们 累加 到 1 000 而 不 是 6 了. 所 
以 
li] 1 1 1 1 1 
2 FR ER + 9 +1700 
在 这 种 情况 下 , sigma 求 和 是 非常 实用 的 , 它 避 免 了 使 用 “.….”( 就 像 上 边 等 式 的 右 
边 不 同 ). 这 里 还 有 另 一 个 例子 : 
031 1 1 1 1 1 
和 天 -机 +++ + 0 
这 个 求 和 是 以 ; =5 开始 , 而 不 是 7 =1, 所 以 第 一 项 是 1/52. 
当 你 要 考虑 改变 求 和 的 起 始点 和 终点 时 , sigma 求 和 是 非常 方便 的 . 例如 , 考 
虑 下 边 这 个 级 数 ， 


下 工 

从 了 =1 开始 , 以 了 = mn 结束 ， 所 以 我 们 有 

“1l 1 1 1 1 1 1 

OF- Ett tm + m+ 
注意 ; 上 边 的 等 式 倒数 第 二 项 是 ;=n 一 1, 倒数 第 三 项 是 ; = n 2; 我 把 后 三 项 和 
前 三 项 都 写 在 了 等 式 的 右边 , 而 其 他 的 项 我 用 “.…” 符号 写 在 中 间 代 替 . 
Le | 
在 这 个 求 和 中 , 看 起 来 好 像 有 两 个 变量 ; 和 mw 但 实际 上 只 有 一 个 变量 m 你 可 以 
通过 把 它 展开 , 容易 地 看 出 其 展开 式 


1 1 1 1 
让 + 次 十 草 十 … 


1 
Tm mt na 
在 这 个 展开 式 中 没有 j1 ; 只 是 虚拟 变量 , 它 只 是 个 临时 的 替代 者 , 我 们 把 它 叫做 求 
和 索引 它 可 以 从 整数 1 到 整数 n、 所 以 我 们 可 以 换 用 另 一 个 字母 , 而 对 本 表达 式 
毫 无 影响 . 例如 , 下 述 求 和 是 完全 一 样 的 ; 


6 1 6 1 6 1 6 1 
气 元 到 克 -Rm 
随便 说 一 下 , 这 已 经 不 是 第 一 次 我 们 使 用 像 ; 一 样 的 虚拟 变量 了 : 极限 也 使 用 这 样 


的 变量 , 所 以 这 里 没有 什么 新 鲜 的 . (参照 3.1 节 的 结尾 部 分 . ) 
让 我 们 看 更 多 的 例子 . 


200 
> 5? 


m=1 
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这 个 求 和 的 结果 是 多 少 呢 ? 如 果 你 说 结果 是 5, 那么 你 就 掉 入 陷阱 了 . 让 我 们 仔细 
研究 研究 , 当 m = 1 时 , 该 项 为 5. 当 m = 2 时 , 它 所 对 应 的 项 还 是 5. 对 于 m= 3， 
m= 二 4 直到 m = 200 都 是 同样 的 结果 . 所 以 , 实际 上 : 


200 
D5=5+5+5+..…+5+5+5, 


m=1 
在 这 个 求 和 中 有 200 项 . 所 以 最 后 的 结果 应 该 是 200 x 5 或 1000. 类 似 地 , 考虑 下 
边 这 个 求 和 

1000 


Dy, 1=1+1+1+.+1+1+1. 
9 一 100 


在 这 个 求 和 中 一 共有 多 少 个 1? 你 可 能 被 诱导 地 说 有 1000 一 100 个 或 900 个 , 但 实 
际 上 你 少 说 了 一 个 . 答案 是 901 个 . 总 的 来 说 , 在 4 和 B 之 间 , 包括 4 和 B, 共有 
BB 一 A+1 个 数 . | 
现在 给 你 提 个 问题 , 你 怎样 用 sigma 求 和 符号 写 下 边 的 表达 式 ? 
sin(1) 十 sin(3) + sin(5) 十 .… 十 sin(2997) 十 sin(2999) + sin(3001) 
你 可 能 会 写成 


3001 
D> sin(?), 
j=1 
但 这 并 不 是 正确 的 , 按照 这 个 写法 展开 后 应 该 是 
sin(1) 十 Sin(2) + sin(3) 十 …' 十 Sin(2999) + sin(3 000) + sin(3 001). 
原 展开 式 中 没有 偶数 部 分 . 我 们 怎样 才能 去 掉 偶 数 部 分 呢 ? 首先 想像 了 是 从 1, 2, 3 
开始 的 , 这 时 (27 一 1) 这 个 数值 恰好 代表 了 所 有 奇数 . 所 以 我 们 把 它 写 为 


300L 


>, sin(27 — 1). 
7=1 


这 次 好 多 了 , 但 仍然 有 个 问题 . 当 ; 到 求 和 的 末尾 时 是 3001, 但 (27 - 1) 这 时 为 
2 x (3001) 一 1 = 6001. 这 也 就 是 说 
3001 
》、 sin(27 — 1) = sin(1) + sin(3) 十 sin(5) 十 …' 十 sin(5997) + sin(5 999) + sin(6 001). 
j=1 | 
我 们 有 太 多 项 了 ! 怎样 知道 哪里 停 下 呢 ? 在 最 后 一 项 ,我 们 需要 sin(27 一 1) 为 
sin(3 001) 而 不 是 sin(6 001), 所 以 设置 2;7 一 1 = 3 001, 我 们 可 得 7 = 1 501. 最 
后 我 们 有 

1501 


sin(1) + sin(3) + sin(5) + .+ sin(2 997) + sin(2 999) + sin(3 001) = 》， sin(27 — 1). 
3=1 
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上 述 解答 是 正确 的 . 每 次 做 完 一 定 要 把 了 代入 校 验 , 本 题目 中 我 们 代入 j =1, j =2， 
了 =3 及 后 三 项 j = 1499, 1 = 1500 和 了 = 1501. 你 可 以 发 现 等 式 左右 两 侧 是 一 样 
的 . 另 一 方面 , 我 们 再 研究 研究 当 7 为 偶数 时 的 情况 ， 
1501 
》 sin(27) 
j=1 
展开 后 为 
sin(2) + sin(4) + sin(6) 十 …: 十 sin(2998) + sin(3 000) + sin(3 002). 
所 以 , 当 要 得 到 偶数 时 我 们 使 用 27 而 不 是 (27 一 1). 当然 如 果 你 要 得 到 3 的 倍数 ， 
你 应 该 使 用 37. 可 能 性 是 永 无 止境 的 ! 
15.1.1 一 个 有 用 的 求 和 
考虑 这 个 求 和 


100 
> 
了 一 1 
首先 , 让 我 们 把 这 个 求 和 展开 . 当 ; =1 时 , 我 们 得 到 1. 当 了 =2 时 , 我 们 得 到 2, 以 
此 类 推 , 直到 7 = 100; 这 时 , 我 们 仅仅 需要 把 这 100 个 数 加 起 来 . 所 以 有 
100 


Dj=1+2+3 十 … 二 98 二 99 十 100. 


7 一 工 
是 的 , 这 就 是 前 100 个 自然 数 的 和 . 现在 让 我 们 考虑 下 边 这 个 求 和 
99 


当 了 =0 时 , 我 们 得 到 1; 当 了 =1 时 , 我 们 得 到 2; 同样 , 以 此 类 推 , 直到 ; =99, 我 们 
得 到 100. 所 以 , 实际 上 
99 


DjG+1) 14243+...+98+99+100. 
j=0 
这 个 求 和 同 刚 刚 那 个 是 一 样 的 ! 我 们 所 做 的 就 是 把 求 和 索引 ; 减 小 了 1. 现在 考虑 
这 个 求 和 
100 


》 (101 一 力 . 


了 一 1 
当 了 =1 时 , 我 们 得 到 100; 当 7 =2 时 , 我 们 得 到 99; 以 此 类 推 , 到 7 =100, 最 后 一 
项 为 1. 也 就 是 101 一 7 这 个 数 从 100 递减 到 1, 所 以 


100 
》 (101 一 妃 =100+99+98 十 … 十 3 十 2 十 1 


了 一 1 
这 同 刚才 的 两 个 求 和 依然 是 一 样 的 , 只 是 这 次 是 递减 的 方式 了 . 其 实 对 于 同一 个 求 
和 用 sigma 求 和 方式 来 表达 会 有 很 多 种 方法 . 
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实际 上 , 这 个 求 和 的 最 后 一 个 表达 形式 并 不 是 偶然 , 我 们 可 以 用 它 来 求 出 实际 
的 数值 . 我 们 假设 5 为 1 十 2 十 3 十 :… 十 99 十 100; 这 时 ,我们 可 以 看 到 


100 100 


5=》 7 及 3=>'(101- 人 让 . 
j=1 j=1 
如 果 你 把 这 两 个 求 和 加 到 一 起 , 我 们 有 


100 100 


25 = j++ (101 一 人 
j=1 j=1 


在 第 一 个 求 和 中 我 们 从 1 递增 到 100; 而 在 第 二 个 求 和 中 我 们 从 100 递减 到 1. 也 
就 是 说 你 能 够 以 任何 顺序 求 得 这 个 和 而 得 到 同样 的 结果 . 所 以 我 们 能 把 这 两 个 数 合 
并 到 一 起 写 为 


100 


25 = >》 (+(101 一 放 ). 


7=1 
因为 了 上 + (101 一 7) = 101, 这 样 , 结果 会 为 


100 
25 = 》， 101. 
一 


我 们 一 共有 100 个 101, 所 以 有 25 = 101 x 100 = 10100. 也 就 是 说 5 = 10100/2 = 
5050. 这 样 我 们 已 经 证 明了 从 1 加 到 100 的 和 为 5050. 伟大 的 数学 家 高 斯 在 10 岁 
的 时 候 用 同样 的 方法 就 解决 了 该 问题 ! 
15.1.2 ”伸缩 求 和 法 
检查 这 个 求 和 。 
D7 — (~ 1)2). 
j=1 


完全 扩展 后 为 

(12 一 02) + (22 一 12) 十 (32 — 22) 二 (42 一 32) 十 (52 一 全). 
在 这 个 求 和 中 你 可 以 消 掉 很 多 相同 的 项 . 实际 上 , 如 果 你 仔细 观察 , 你 会 发 现 除了 
52 一 02 之 外 的 每 一 项 都 会 被 消 掉 , 所 以 求 和 的 结果 就 是 52 = 25. 即使 你 有 更 多 的 
项 , 同样 的 事情 也 会 发 生 . 例如 


200 


2 人 -0 一 1D2) 


扩展 后 为 

(12 一 02) + (22 一 12) 十 (32 一 22) 十 … :十 (1982 一 1972) 十 (1992 一 1982) + (200? 一 1992). 
再 一 次 地 , 除了 2002 - 02 之 外 的 每 一 项 都 被 消 掉 了 , 所 以 这 个 和 为 4 000. 等 一 
下 , 好 像 3 和 -1972 并 没有 被 消 掉 ! 其 实 它们 隐藏 在 … 里 面 了 , 所 以 这 个 消 元 
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法 的 确 奏效 了 . 
这 种 类 型 的 级 数 叫 伸缩 级 数 . 你 可 以 把 它 合并 成 更 简单 的 形式 , 就 像 套 缩 那些 
老式 的 小 望远镜 一 样 . 总 的 来 说 , 我 们 有 


b 


DF0) -41-1))= 710) -f(a -1). 


I=& 


例如 , 我 们 有 
100 
》， (se ecoG-) 二 ecos(100) _ ecos(10—1) 


j=10 
可 以 简单 的 写 为 ex*(100) ecos(9). 我 们 不 得 不 取 ecos0) 这 项 , 用 最 后 的 数 (100) 去 
替代 j, 用 所 得 到 的 结果 减 去 eeosG-0 这 项 , 其 中 的 了 用 数 (10) 去 代替 . 你 应 该 把 
这 个 求 和 展开 , 然后 看 看 消 元 法 是 否 帮助 你 得 到 正确 的 答案 . 

这 里 还 有 另 一 个 例子 . 求 


D7- 0- 


注意 ; 这 是 个 登 缩 求 和 ; 所 以 我 们 只 需要 取 最 后 一 项 (j? (7 一 1)?) 并 用 m 去 替代 
第 一 个 j, 以 及 用 第 一 项 用 1 去 替代 第 二 个 ;, 所 以 可 得 


2 -I-D))=m (1) = 
j=1 


男 一 方面 , (7? 一 (I 一 1)?) 这 项 化 简 后 为 (? 一 (7? 一 27 十 1)), 最 后 结果 为 27 一 1. 所 
以 我 们 实际 上 证 明 出 


La 


>》 (25 -1)=7. 


j=1 
如 果 你 仔细 考虑 这 个 求 和 , 左边 仅仅 是 前 ”个 奇数 的 和 . 例如 当 n= 5 时 , 左边 是 
1 十 3+5+7 十 9, 这 个 和 是 25. 注意 : 这 不 就 是 5 的 平方 ! 如 果 换 个 数 我 们 取 n =6, 这 
时 左边 为 1+3 十 5 十 7 十 9 十 11, 这 个 和 为 36, 正好 是 6 的 平方 . 这 再 次 证 明了 我 们 的 结 
论 是 正确 的 . 这 样 我 们 已 经 证 明了 前 n 个 奇数 的 和 为 n2. 
我 们 甚至 可 以 举 更 多 的 例子 . 我 们 可 以 把 这 个 求 和 分 解 为 : 

>》 (21) 一 > 1 一 2. 

j=1 j=1 
如 果 你 怀疑 这 个 表达 式 , 请 用 前 五 项 去 校 验 一 下 . 不 是 用 常规 的 写法 1+3+5 上 7+9， 
这 次 我 们 写 为 (2 一 1) 十 (4 一 1) 十 (6 一 1) 十 (8 一 1) 十 (10 一 1), 然后 再 重新 安排 一 下 
得 (2 十 4 十 6 十 8 十 10) 一 (1 十 1 十 1 十 1 十 1). 实际 上 , 我 们 可 以 把 第 一 个 括号 提出 
个 2, 这 样 可 得 2 x (L+2+3+4+5). 根据 我 们 上 述 的 方程 , 这 说 明 我 们 可 以 把 常 
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数 2 从 第 一 个 和 中 提出 并 得 到 


把 第 二 个 和 移 到 等 式 的 右边 , 这 时 , 该 方程 的 两 边 同 时 除 以 2, 可 得 
Dj=3 G30 . 
j=1 j=1 
最 右边 的 求 和 是 ”个 1, 所 以 它 实 际 上 是 n. 则 等 式 右边 为 (n? + m)/2, 也 可 以 被 写 
为 n(n 十 1)/2. 这 样 我 们 证 明了 这 个 有 用 的 公式 
Sj _ n(n+ D) 


j=1 2 


当 n= 100 时 , 该 公式 在 这 种 特殊 情况 下 为 
100 
S _ 100000 +D _ 5050， 
7=1 
这 同 我 们 上 一 节 的 结论 是 一 样 的 . 
在 刚才 的 例子 中 , 我 们 已 经 介绍 了 平方 项 , 现在 让 我 们 看 看 立方 的 情况 : 


y (0 -0 -1D3)=ma-(1-1D3=ma， 


j=1 


再 一 次 地 , 由 于 这 是 个 伸缩 求 和 , 所 以 这 个 求 和 的 值 会 很 容易 求 出 . 不 管 怎样 , 你 可 


以 做 一 些 代数 运算 , 会 发 现 js _ (; - 1) 化 简 后 为 3j? _ 37 十 1 所 以 上 述 的 求 和 为 ”@ 


nn 


》 (372 ~ 37 +1) = na， 
j=1 


让 我 们 把 这 个 和 分 成 三 部 分 并 把 常数 部 分 提出 来 : 
3 7 -3 j++ 1= ma. 
j=1 


j=1 j=1 
现在 , 把 最 后 的 两 个 和 移 到 等 式 的 右 侧 再 除 以 3, 可 得 
了 一 1 j=1 j=1 
上 一 个 例子 已 经 证 明了 等 式 右 端的 第 一 个 和 的 结果 为 n(n 十 1)/2; 第 二 个 和 为 n 个 
1, 那么 它 的 结果 为 n. 所 以 我 们 有 
Dt 


j=1 
通过 一 些 简单 的 代数 运算 可 以 得 出 等 式 右边 的 多 项 式 可 以 化 简 为 (2n3 + 3n2 + n)/6， 
因 式 分 解 后 为 n(n 十 1)(2n + 1)/6. 所 以 我 们 已 经 证 明了 


> _ "mt dent) 


现在 , 我 们 知道 了 怎样 求 前 个 数 的 平方 和 . 例如 
1 4422 +37 + + 992 +100? = Oo OD 38350, 
即使 是 伟大 的 数学 家 高 斯 也 等 到 11 岁 以 后 才能 解决 这 个 问题 ! 


15.2 位移 和 面积 


在 介绍 了 sigma 求 和 之 后 , 让 我 们 花 一 些 时 间 来 研究 这 个 问题 : 
如 果 你 知道 一 辆 汽车 在 某 一 时 段 内 每 一 时 刻 的 行驶 速度 , 那么 
时 间 段 内 的 总 位 移 是 多 少 呢 ? 

用 符号 来 说 明 就 是 , 我 们 知道 在 [a, 9 时 间 段 内 每 一 时 刻 t 的 速度 v(), 我 们 想 要 
求 出 它 的 总 位 移 z(t). 我们 已 经 知道 反 过 来 求 怎样 计算 : 如 果 我 们 知道 z(t), 那么 
v(t) 就 是 z'(t). 也 就 是 说 , 速度 是 位 移 对 时 间 的 导数 ,为 了 解答 这 个 问题 , 首先 让 
我 们 看 一 些 简单 的 例子 . 

15.2.1 三 个 简单 的 例子 


考虑 三 辆 车 沿 着 一 条 笔直 的 高 速 公路 向 前 行驶 . 因为 车 一 直 都 是 向 前 行驶 , 我 
们 可 以 用 速率 和 路 程 来 分 别 代替 速度 和 位 移 (对 于 这 个 情况 这 两 个 说 法 没有 区 别 ). 
每 一 辆 车 都 是 在 下 午 3 点 钟离 开 加 油 站 , 下 午 5 点 钟 结束 旅行 . | 

第 一 辆 车 匀速 行驶 , 在 整个 时 间 段 内 的 平均 速度 为 每 小 时 50 英里 . 所 以 在 [3， 
5] 这 个 时 间 段 内 的 速度 为 v(t) = 50. 很 容易 就 能 计算 出 这 辆 车 所 走 的 路 程 , 我 们 仅 
仅 需 要 使 用 这 个 公式 : 路 程 = 平均 速度 x 时 间 . 幸运 的 是 , 对 于 这 道 题 , 因为 是 色 
速 运动 , 所 以 平均 速度 vo 和 即时 速度 v 是 一 样 的 , 都 为 50. 所 以 我 们 有 

路 程 = wv xt= 50x2= 100. 
也 就 是 说 , 这 辆 车 一 共 走 了 100 英里 . 现在 让 我 们 绘制 个 速度 v 对 时 间 t 的 图 像 ， 
如 图 15-1 所 示 . 


它 在 这 个 


图 15-1 
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我 们 可 以 发 现在 v =50 这 条 速度 线 和 时 间 轴 以 及 t+ =3 和 t=5 两 条 垂直 线 之 间 的 
图 形 是 长 方形 . 长 方形 的 高 就 是 这 辆 车 的 速度 50( 英 里 每 小 时 ), 底 就 是 它 一 共 行 驶 
的 时 间 2( 小 时 ). 50x2 这 个 数值 就 是 这 个 长 方形 的 面积 (英里 , 让 我 们 暂时 先 不 考 
虑 这 个 单位 ). 所 以 在 这 个 情况 下 这 辆 车 所 走 的 路 程 就 是 速度 对 时 间 的 图 像 的 面积 . 

接 下 来 我 们 再 来 介绍 第 二 辆 车 , 在 第 一 个 小 时 的 速度 为 40 英里 每 小 时 ; 这 时 
在 4 点 钟 它 的 速度 达到 60 英里 每 小 时 . 注意 : 我 们 忽略 加 速 的 那儿 秒 钟 , 那么 它 
的 图 像 如 图 15-2 所 示 . 


图 15-2 


我 已 经 把 速度 对 时 间 的 函数 图 像 在 上 =3 和 t=5 之 间 的 部 分 用 阴影 表示 出 来 , 希望 
这 就 是 路 程 . 让 我 们 校 验 一 下 . 在 第 一 个 小 时 内 , 它 的 速度 为 40 英里 每 小 时 , 所 以 
它 所 走 的 路 程 为 40 x 1 = 40 英里 . 这 恰恰 就 是 该 图 像 左 长 方形 的 面积 , 高 为 40( 英 
里 ), 底 为 1( 小 时 ). 对 于 第 二 小 时 我 们 可 以 用 同样 的 方法 进行 分 析 . 它 所 走 的 路 程 
为 60x1=60 英里 一 一 这 同 右 长 方形 的 面积 是 一 样 的 . 总 面积 没 变 , 还 是 100. 

重要 的 事实 是 我 们 根据 该 车 的 运动 速度 把 它 的 运动 时 间 分 成 几 个 时 间 段 , 然后 
再 求 每 个 时 间 段 的 路 程 , 最 后 再 把 这 些 时 间 段 的 路 程 加 到 一 起 . 类 似 于 d = vv x 
的 公式 并 不 适用 于 整 段 旅行 , 除非 你 知道 它 的 平均 速度 . 等 一 下 , 可 能 你 会 说 它 的 
平均 速度 明显 为 50 英里 每 小 时 , 所 以 解决 这 道 题 没有 问题 ! 很 好 , 确实 如 此 ! 让 我 
们 看 看 第 三 个 例子 , 看 看 你 是 否 还 会 有 同感 . 

第 三 辆 车 在 开始 的 15 分 钟 的 速度 为 20 英里 每 小 时 , 接 下 来 一 直到 4 点 钟 的 
速度 为 40 英里 每 小 时 . 在 4 点 钟 的 时 候 , 它 提速 到 60 英里 每 小 时 , 该 速度 保持 了 
半 个 小 时 . 在 最 后 的 半 个 小 时 中 , 它 的 速度 降 为 50 英里 每 小 时 . 再 一 次 , 忽略 速度 
增加 和 减 小 的 提速 和 减速 过 程 . 这 样 速度 对 时 间 的 图 像 如 图 15-3 所 示 . 
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从 这 个 图 像 中 可 以 看 出 , 平均 速度 并 不 是 很 容易 求 出 . 但 我 们 仍 可 以 通过 把 这 2 个 
小 时 的 时 间 段 分 成 4 个 小 时 间 段 去 计算 出 它 所 走 的 路 程 , 通过 图 像 可 以 看 出 , 共有 
4 个 长 方形 : 
e。 从 3 到 3.25( 用 十 进 制 的 写法 是 下 午 3:15), 该 车 的 速度 为 20 英里 每 小 时 , 所 
以 它 所 走 过 的 路 程 是 20x0.25=5 英里 , 这 就 是 该 图 像 的 第 一 个 长 方形 的 面 
积 , 因为 它 的 高 为 20( 英 里 每 小 时 ), 底 为 0.25( 小 时 ). 
。 从 3.25 到 4, 它 的 速度 为 40 英里 每 小 时 , 所 以 所 走 的 路 程 为 40x0.75, 或 30 
英里 . 这 也 恰恰 是 第 二 个 长 方形 的 面积 . 
。 从 4 到 4.5( 也 就 是 下 午 4:30), 这 辆 车 的 速度 为 60 英里 每 小 时 , 所 以 路 程 为 
60x0.5=30 英里 , 这 正 是 第 三 个 长 方形 的 面积 . 
。 最 后 从 4.5 到 5, 它 的 速度 为 50 英里 每 小 时 , 所 以 在 那 段 时 间 所 走 的 路 程 为 
50x0.5=25 英里 , 这 也 是 第 四 个 长 方形 的 面积 . 
像 上 图 显示 的 那样 , 在 这 四 个 时 间 段 内 , 这 辆 车 分 别 行使 了 5, 30, 30 和 25 英里 ; 所 
以 它 一 共 行 驶 了 5+30+30+25=90 英里 . 最 后 , 我 们 也 求 出 了 第 三 辆 车 所 走 的 路 程 ! 
这 说 明 它 的 平均 速度 实际 上 是 90/2=45 英里 每 小 时 , 不 是 这 四 个 时 间 段 中 任意 一 
个 的 速度 . (这 并 不 违背 中 值 定理 , 因为 上 述 函数 是 不 可 导 的 . ) 


15.2.2 ”一 段 更 常规 的 旅行 


让 我 们 去 看 一 个 描述 这 三 辆 车 行驶 过 程 的 一 般 框 架 . 假设 时 间 间 隔 为 [a, 9]; 并 
且 也 假设 我 们 可 以 把 这 个 时 间 段 分 成 许多 个 更 小 的 时 间 间 隔 , 从 而 保证 汽车 在 每 个 
小 的 时 间 段 内 是 匀速 行驶 的 . 我 们 不 想 固定 时 间 段 的 数目 , 所 以 假设 共有 mn 段 . 我 
们 也 需要 一 些 方法 去 描述 每 个 时 间 段 的 开始 和 结束 . 
。 第 一 个 时 间 段 从 时 刻 a 开始 , 以 后 来 的 某 一 时 刻 到 结束 . 因为 a 是 比 己 更 
时 的 时 刻 , 所 以 我 们 可 以 说 a < 二. 实际 上 , 如 果 设 如 = a, 那么 对 我 们 以 后 
的 解 题 会 更 有 帮助 , 所 以 有 to = a < 机， 
。 第 二 个 时 间 段 从 乒 时 刻 开始 , 以 后 来 的 某 时 刻 to 结束 , 这 样 , 我 们 有 ti < tz. 
。 第 三 个 时 间 段 从 妇 到 妇 , 且 妇 < 要. 
。 按照 这 个 思路 做 下 去 , 所 以 到 第 ; 个 时 间 段 时 , 我 们 是 从 与 -1 开始 以 结 
. 束 . 
。 倒数 第 二 个 时 间 段 从 如 -2 到 如-1, 其 中 如 -2 < 如 -1 
。 最 后 , 最 后 一 个 时 间 段 从 如 -1 到 如 , tn 同 b 时 刻 是 一 样 的 . 所 以 , 我 们 有 
tn-1i<tn=b. 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 说 


a=to < <to<ta < < 2 <<<th=b. 
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我 们 已 经 把 时 间 段 [a, 9] 分 成 了 许多 小 时 间 段 , 我 们 叫 这 样 的 小 时 间 段 为 分 区 . 在 
数 轴 上 可 表示 为 : 


de 
加 一 0 四 妈 乌 加 -2 如 -1 如 一 六 


在 图 像 中 间 的 这 些小 点 表示 我 们 并 没有 限定 分 区 的 个 数 . 

除了 考虑 时 间 因 素 之 外 , 我 们 还 需要 考虑 速度 因素 . 让 我 们 假设 在 第 一 个 小 时 
间 段 (to, 所) 内 , 汽车 的 行驶 速度 为 mm， 这 也 就 是 说 在 如 到 刀 时 间 段 内 速度 " 对 
时 间 + 的 函数 图 像 将 是 一 条 高 度 为 v1 的 线段 . 对 于 第 二 时 间 段 , 速度 为 vo, 所 以 对 
于 该 时 间 段 的 函数 图 像 我 们 得 到 一 条 高 度 为 va 的 线段 . 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 个 
时 间 段 (t_1, 如 ), 速度 将 要 是 ww. 所 以 图 像 如 图 15-4 所 示 (例如 ): 


15-4 


现在 我 们 已 经 做 好 了 计算 总 位 移 的 准备 . 在 第 一 个 小 的 时 间 段 (to, 三 ) 内 , 该 车 的 速 
度 为 vi. 时 间 的 长 度 为 (to 一 与) 所 以 在 该 时 间 段 内 所 走 过 的 位 移 为 vi x (ti 一 如 ). 
让 我 们 用 同样 的 方法 来 计算 第 二 时 间 段 (t1, t2) 的 位 移 . 速率 为 ww, 该 段 时 间 的 长 
度 为 (ts 一 右 ), 所 以 该 时 间 段 内 的 位 移 为 va x (ts 五 ). 用 同样 的 方法 计算 下 去 直 
到 最 后 一 个 时 间 段 (t_1, tn). 最 后 , 把 所 有 的 位 移 加 到 一 起 , 可 得 
总 位 移 = vi(ti 一 0) 十 v2(tz 一 机 ) 十 … 
+ vn-i(tn-1 — tn_2) + vn(tn — tn_1). 

如 果 用 sigma 求 和 符号 来 表达 这 个 求 和 表达 式 将 会 是 个 完美 的 方法 , 像 我 们 在 15.1 
节 中 使 用 过 的 那样 . 校 验 看 看 , 使 自己 相信 我 们 可 以 将 上 述 公式 写成 如 下 形式 : 


总 位 移 = 》 w(t; 一 芭 让 


j=1 
当然 , 这 也 是 上 述 函 数 图 像 中 阴影 部 分 的 面积 . 
让 我 们 看 看 我 们 给 出 的 这 个 框架 怎样 适用 于 刚才 的 三 个 例子 . 对 于 每 一 个 例 
子 , 我 们 都 有 a =3 和 b 二 5. 
。 对 于 第 一 辆 车 , 我 们 的 时 间 段 为 [3, 5], 所 以 设 n=1, to = 3 和 岂 =5. 我 们 
也 知道 它 的 速度 为 vj = 50; 所 以 


sea 
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位 移 = Dvilty = t;_1) = vi(t1 一 to) 一 50(5 = 3) = 100. 
j=1 


。 第 二 辆 车 需要 两 个 时 间 段 ; 设 n=2, to = 3, 要 =4 和 t= 二 5, 所 以 我 们 的 分 
区 为 3 < 4 < 5. 在 第 一 个 时 间 段 内 , 速度 v1 = 40, 然而 在 第 二 个 时 间 段 内 
速度 ua = 60. 所 以 


位 移 = >》 vlty —t;-1) =v1(t1 ~ to) + va(t2 —t1) 
j=1 
=40(4 — 3) + 60(5 — 4) = 100. 
。 最 后 , 请 你 来 分 析 第 三 辆 车 的 运动 的 各 个 细节 .我 们 可 以 说 n = 4, 该 分 区 
为 3 < 3.25 <4<4.5<5, 速度 分 别 为 v1 = 20,wv2 = 40,v3 = 60 和 wv = 50， 
所 以 
位 移 =》vi(ti 一 匡 -1) 
了 
=w(t 一 to) 十 v2(t2 一 t1) 十 va(ts a t2) 十 va(ta 一 ts) 
一 20(3.25 — 3) + 40(4— 3.25) + 60(4.5 一 4 十 50(5 一 4.5) 
=5+ 30+30+25= 90. 
注意 : 该 计算 同 我 们 上 一 节 的 计算 非常 类 似 , 仅仅 是 其 中 的 符号 有 些 改变 . 
15.2.3 ”有 正 负 的 面积 


如 果 我 们 的 车 向 相反 的 方向 行驶 , 结果 又 会 是 怎样 呢 ? 例如 , 假设 该 车 从 下 午 
3 点 到 下 午 4 点 向 正 前 方向 行驶 , 速度 为 40 英里 每 小 时 , 然后 以 每 小 时 30 英里 
的 速度 向 相反 的 方向 行驶 直到 下 午 6 点 钟 . 那么 它 的 速度 对 时 间 的 函数 图 像 如 图 
15-5 所 示 . 


15-5 


现在 , 区 分 路 程 和 位 移 真 的 很 重要 了 . 在 下 午 3 点 到 4 点 之 间 , 路 程 和 位 移 都 为 40 
英里 . 从 4 点 到 6 点 , 该 车 公 行 驶 了 30 x 2 = 60 英里 , 所 以 从 3 点 到 6 点 的 总 
路 程 为 40+60=100 英里 . 另 一 方面 , 因为 该 行驶 过 程 的 第 二 部 分 为 反 向 行驶 , 所 以 
它 的 位 移 却 为 40 十 (一 60) = 一 20 英里 . 这 说 明 这 辆 车 最 终 离 出 发 点 相反 的 方向 20 
英里 . 
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现在 , 请 看 上 边 的 函数 图 像 . 左边 长 方形 的 面积 为 40( 英 里 ), 这 个 不 是 问题 ; 但 
右边 长 方形 的 面积 很 有 趣 , 需要 考虑 一 下 了 , 它 的 底 的 长 度 为 2( 小 时 ), 如 果 你 考虑 
它 的 高 为 30( 英 里 每 小 时 ), 这 时 , 足够 确信 它 的 面积 为 60( 英 里 ). 把 这 两 个 面积 加 
到 一 起 为 40+60=100 英里 , 也 就 是 路 程 . 

另外 , 让 我 们 重新 考虑 第 二 个 长 方形 .假设 我 们 说 它 的 “高 ”为 -30( 英 里 每 
小 时 ), 因为 该 长 方形 在 横 坐 标 轴 的 下 方 . 当然 , 一 个 长 方形 的 高 实际 上 是 不 可 能 为 
负 的 , 但 无 论 如 何 区 分 坐标 轴 上 和 下 是 很 必要 的 . 所 以 如 果 它 的 高 度 为 --30, 面积 
为 2x( 一 30) = --60 英里 . 让 我 们 把 这 个 负 号 去 掉 , 正确 地 把 它 标记 为 有 正 负 的 面 
积 . 我 们 的 结论 是 : 在 坐标 轴 下 方 的 面积 为 负 . 如 果 这 样 做 总 面积 是 40( 第 一 个 长 方 
形 ) 加 上 一 60( 第 二 个 长 方形 ), 我 们 得 到 的 面积 为 -20. 我 们 刚才 计算 的 位 移 不 就 
是 一 20! 

从 上 一 节 的 公式 中 , 我 们 对 时 间 段 [3, 6| 有 一 个 分 区 3 < 4 < 6. 第 一 个 分 区 的 
速度 为 vj = 40, 第 二 分 区 的 速度 为 wz = -30. 所 以 我 们 有 


位 移 = 2 ui 他 —tj-1) =U1(ti —to)+ v2(tz ~—t) 
j=1 


=40(4— 3) + (—30)(6 — 4) = —20. 
在 第 二 时 间 段 内 , 如 果 我 们 说 ww = 30 为 速率 而 不 是 速度 , 那么 总 和 为 40 x (4 一 
3) + 30 x (6 一 4) = 100, 这 就 是 我 们 刚才 计算 出 的 路 程 . 当然 , 速率 为 30 英里 每 小 
时 是 速度 为 -30 英里 每 小 时 的 绝对 值 . 所 以 如 果 不 用 没有 方向 的 面积 去 计算 路 程 ， 
我 们 可 以 用 速度 的 绝对 值 |v| 对 时 间 t 的 图 像 来 表示 , 如 图 15-6 所 示 . 


加 


图 15-6 


现在 , 面积 为 正 或 为 负 已 经 不 是 很 重要 了 , 因为 坐标 轴 以 下 没有 面积 了 ! 所 以 我 们 
可 以 说 所 有 的 面积 都 是 有 正 负 的 . 如 果 我 们 考虑 面积 没有 正 负 , 我 们 应 该 先 取 绝 对 
值 . 详情 参照 16.4.1 节 . 


15.2.4 ”连续 的 速度 
我 们 已 经 看 出 如 果 一 辆 车 (或 一 个 物体 ) 沿 直线 行驶 , 它 的 速度 在 时 间 [a, 如 
内 的 有 限 的 时 间 段 (分 区 ) 内 是 一 个 常数 , 这 时 位 移 为 速度 对 时 间 的 图 像 与 土 轴 及 


t=a 和 t=4b 所 围 成 的 有 向 面积 . 对 于 路 程 也 是 同样 的 , 唯一 的 区 别 是 这 时 的 图 像 
是 速度 的 绝对 值 |v| 对 时 间 t 的 图 像 . 
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在 这 个 图 像 中 我 们 有 16 个 分 区 而 不 是 6 个 了 , 看 起 来 , 阴影 部 分 的 面积 比 我 们 
从 前 的 分 区 更 接近 于 真实 面积 了 . 尽管 我 们 在 分 区 中 可 以 使 用 很 多 小 区 阅 , 但 如 果 
其 中 的 某 个 分 区 很 大 , 对 我 们 的 估算 结果 仍然 会 有 很 大 的 影响 . 例如 , 参照 图 15-11. 


图 15-11 


即使 大 多 数 的 长 方形 的 宽 都 很 小 , 但 只 要 其 中 有 一 个 长 方形 的 宽 很 大 , 都 会 严 
重 影响 我 们 的 计算 结果 . 所 以 我 们 很 需要 其 中 的 每 一 个 分 区 间隔 都 很 小 . 解决 这 个 
问题 的 方法 是 我 们 把 其 中 最 大 的 间隔 叫 最 大 区 间 , 我 们 让 最 大 区 间 足 够 小 , 最 终 它 
的 极限 为 0. 用 这 种 方式 , 我 们 可 以 说 所 有 的 分 区 间隔 都 会 很 小 , 再 也 没有 像 刚 才 
图 像 的 那 种 情况 了 . 
正式 的 说 法 是 , 这 个 最 大 区 间 可 以 被 定义 为 
最 大 间隔 = 全 一 如 ), (tz 一 三 ) , (tn-1 一 织 _2), (tn 一 机 -1) 的 最 大 值 . 
例如 , 如 果 你 在 [3, 5] 区 间 内 的 分 区 是 3 < 3.25 < 4 < 4.5 < 5( 这 是 我 们 在 15.2.1 节 
中 对 第 三 辆 车 已 经 使 用 过 的 分 区 ), 这 时 , 这 些小 分 区 的 长 度 分 别 为 0.25(3.25 一 3)， 
0.75( 它 来 自 于 4 - 3.25), 0.5(4.5 一 4) 和 0.5(5 一 4.5). 在 0.25, 0.75, 0.5 和 0.5 中 的 
最 大 值 是 0.75, 所 以 这 个 最 大 间隔 是 0.75. 
> ou(oj) 全 一 二 -1) 
j=1 
现在 , 我 们 用 极限 的 方法 去 替代 这 个 估算 从 而 得 到 实际 的 数值 . 假设 我 们 不 断 重复 
上 述 过 程 , 每 一 次 都 确保 这 次 的 最 大 区 间 比 上 一 次 的 要 小 , 所 以 这 个 最 大 值 最 终 趋 
于 0. 这 样 , 这 个 估算 越 来 越 精确 了 . 这 就 是 我 们 尽量 去 得 到 的 公式 : 
在 速度 曲线 下 的 实际 面积 2 "(Ss — tt-1). 
因为 最 大 间隔 趋 于 0, 这 样 分 区 间隔 的 数目 就 会 越 来 越 大 , 所 以 上 述 极限 自动 包含 
了 一 oo 这 样 一 个 思想 . 


15.2.5 ”两 个 特别 的 估算 


上 述 的 公式 给 了 我 们 许多 希望 . 如 果 我 们 选择 不 同 的 分 区 , 使 用 不 用 的 样本 时 
间 cj, 我 们 还 会 得 到 同样 的 答案 吗 ? 这 实际 上 是 一 个 定理 , 如 果 v 是 关于 时 间 t 的 
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连续 函数 , 这 时 上 述 极限 是 独立 于 分 区 和 样本 时 间 的 . 定理 的 证 明 不 是 本 书 所 涵盖 
的 范围 , 但 是 在 大 多 数 的 教材 中 都 有 严格 的 分 析 . 另 一 方面 , 我 们 可 以 通过 两 个 特 
别 的 估算 得 到 这 个 定理 的 基本 思想 : 上 限 求 和 与 下 限 求 和 . 

从 一 个 分 区 开始 , 在 每 一 个 小 分 区 中 我 们 可 以 选 一 些 样 本 点 . 假设 我 们 总 是 选 
一 些 点 , 这 些 点 分 别 对 应 它们 所 在 区 间 的 可 能 的 最 大 速度 . 例如 , 在 区 间 [to, 1] 中 
我 们 选 点 cx 以 至 于 v(e1) 是 速度 v 在 这 个 时 间 段 的 最 大 值 . 对 于 每 个 时 间 段 , 我 们 
都 做 同样 的 取 值 . 这 说 明 我 们 的 取 值 在 曲线 之 上 . 图 15-12 是 这 种 情况 的 图 像 . 


图 15-12 


上 图 长 方形 的 面积 , 我 们 叫做 向 上 求 和 , 很 明显 , 这 比 实际 面积 要 大 . 另 一 方面 ， 
如 果 我 们 对 于 每 一 个 分 区 都 选择 最 小 的 速度 , 这 时 我 们 将 得 到 图 15-13. 


15-13 


分 区 是 同样 的 , 但 样本 时 间 是 不 同 的 . 由 于 我 们 所 选取 的 方式 的 不 同 , 这 次 所 
有 的 长 方形 都 在 曲线 的 下 方 ; 这 样 的 所 有 长 方形 的 面积 和 叫做 向 下 求 和 , 它 比 实际 
的 面积 要 小 . 
通过 对 这 两 种 情况 的 分 析 , 我 们 有 
向 下 求 和 的 面积 < 曲线 下 的 实际 面积 < 向 上 求 和 的 面积 

实际 上 , 对 于 同样 的 分 区 区 间 , 无 论 我 们 选 什么 样 的 样本 时 间 cj, 它 所 对 应 的 长 方 
形 面积 都 在 向 上 求 和 与 向 下 求 和 的 面积 之 间 ， 如 果 对 于 每 一 个 分 区 我 们 都 考虑 使 
它 的 最 大 间隔 足够 可 能 小 , 这 时 向 上 求 和 与 向 下 求 和 的 极限 值 可 能 是 一 样 的 (但 我 
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现在 到 了 介绍 定 积分 的 时 候 了 . 首先 我 们 将 给 出 一 个 关于 面积 的 定 积 分 非 正 
式 定义 , 接 下 来 使 用 上 一 章 的 分 区 思想 来 使 这 个 定义 更 严谨 . 在 学 习 了 一 个 应 用 严 
格 定义 的 (实际 很 烦琐 的 ) 例子 后 , 我 们 将 会 对 定 积分 的 定义 有 进一步 的 理解 . 更 
准确 地 说 , 我 们 将 会 学 到 以 下 知识 点 : 

。 代数 和 面积 和 定 积分 ; 

。 定 积分 的 定义 ; 

。 使 用 这 个 定义 的 例子 ; 

。 定 积分 的 基本 特性 ; 

。 使 用 积分 求解 非 代数 和 面积 

y 轴 之 间 的 面积 ; 

。 估算 定 积分 ; 

。 函数 的 平均 值 和 定 积 分 的 中 值 定理 ; 

。 一 个 不 可 积分 的 函数 的 例子 . 


16.1 基本 思想 


我 们 从 一 个 函数 以 及 该 函数 的 [a, 9] 区 闻 开 始 研 究 . 考虑 y = f(z) 这 个 函数 图 
像 , 以 及 该 曲线 , xz 轴 和 两 条 垂直 线 x = a 和 z = 5 所 围 成 的 面积 (如 图 16-1 所 示 ). 


两 条 曲线 之 间 的 面积 , 以 及 在 一 条 曲线 和 


图 16-1 


能 有 一 种 简洁 的 方式 去 表示 阴影 部 分 的 面积 就 太 好 了 ， 因 为 上 述 的 图 像 中 没 
有 长 度 单位 , 对 长 度 我 们 将 会 用 “单位 ”来 度量 , 对 面积 将 会 使 用 “平方 单位 "， (如 
果 上 述 图 像 有 单位 , 比如 英寸 , 那么 它 的 面积 单位 会 是 平方 英寸 .) 无 论 如 何 , 我 们 
都 可 以 说 阴影 部 分 的 面积 (平方 单位 ) 是 : 


[ f(z)dz. 
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这 就 是 定 积分 . 你 可 以 把 它 读 为 “函数 f(z) 对 于 z 的 从 a 到 5 的 积分 ”. 表达 
式 f(z) 叫做 被 积 函数 , 且说 明 这 条 曲线 的 样子 . a 和 说 明 两 条 垂 线 在 哪 , 也 叫 积 
分 极限 (请 注意 不 要 同 极限 混在 一 起 ! ) 或 积分 端点 . 最 后 , dz 说 明 z 是 水 平 轴 的 
变量 . 实际 上 , z 是 哑 变 
是 等 价 的 : 


内、\ 


b b b b 
| f(z)dz = | f(bdt = | flodg= | f(8)d8. 
实际 上 这 些 表达 式 的 计算 结果 是 相同 的 , 都 是 上 述 图 像 阴影 部 分 的 面积 (平方 
单位 ); 不 同 的 仅仅 是 我 们 把 模 坐 标 从 z 轴 改 变 为 t 轴 、g 轴 或 8 轴 . 但 这 并 不 影 
响 对 面积 结果 的 计算 ! 
如 果 函 数 有 一 部 分 在 > 轴 的 下 方 , 情况 又 会 怎样 ? 图 像 可 能 看 起 来 如 图 16.2 
所 示 . 


图 16-2 


像 我 们 在 15.2.3 节 中 看 到 的 , 只 有 把 > 轴 下 方 的 面积 作为 负面 积 来 看 时 , 才 有 
意义 . 如 果 在 > = a 和 xz = 之 间 的 曲线 的 所 有 部 分 都 在 坐标 轴 下 方 , 那么 该 积分 
一 定 为 负 的 . 实际 上 , 该 积分 给 出 了 这 个 代数 和 面积 的 总 面积 , 更 准确 地 表述 如 下 . 


raaz 是 由 曲线 y = f(z), 两 条 牌 线 z 二 a 和 z 一 以 及 x 轴 所 转 成 的 代 


数 和 面积 (平方 单位 ). 


注意 积分 只 是 个 数 , 但 面积 是 以 平方 单位 为 单位 的 . 

从 上 一 章 中 我 们 知道 , 在 时 间 a 和 。b 之 间 的 一 个 物体 的 位 移 是 两 条 垂 线 t= a 
和 上 一 六 上 轴 以 及 曲线 y = w(t) 所 围 成 的 代数 和 面积 . 路 程 同位 移 的 计算 方法 基本 
相似 , 但 有 一 点 不 同 (很 关键 ), 那 就 是 y = |u 人 |. 用 我 们 的 符号 , 可 以 表示 如 下 . 


b b 
位 移 = | v(t)dt 和 路 程 -| [vCaldzt. 


对 这 个 问题 的 理解 是 : 我 们 从 t= a 开始 , 以 t =。b 结束. 注意 该 问题 的 哑 变 量 
是 t, 被 积 函 数 分 别 是 速度 v(t) 和 速率 |v()|. 
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一 些 简 单 的 例子 
现在 来 看 一 些 关 于 定 积 分 的 简单 例子 . 首先 , 考虑 下 面 的 式 子 : 
| zdz 和 |. 2Zdz. 
0 0 


两 道 例 题 的 积分 变量 都 是 z, 所 以 我 们 从 绘制 y = z 的 函数 图 像 开 始 . 前 个 例 
子 的 面积 从 z =0 到 z =1, 而 后 个 例子 的 面积 从 zx =0 到 z =2. 所 以 我 们 看 到 如 图 
16-3 所 示 的 两 个 面积 . 


图 16-3 
这 些 面积 很 容易 计算 : 两 个 都 是 三 角形 . 第 一 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 1， 所 以 面 
积 是 a (1 (1) 号 平方 单位 ; 第 二 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 2, 所 以 面积 为 3 (2) (2) = 
2 平方 单位 . 表示 为 
| xm = 3 和 | ma 三 :2 
现在 我 们 使 用 这 些 公式 解决 实际 问题 . 假设 一 辆 车 开始 启动 , 加 速度 为 常数 1 
码 每 平方 秒 ; 它 的 速度 ( 码 每 秒 ) 为 v( = t. 所 以 一 秒 钟 之 后 该 车 走 了 多 远 ? 两 秒 
钟 之 后 呢 ? 答案 已 由 上 边 的 积分 给 出 了 . 仅仅 用 t 替代 x, 你 就 会 得 到 答案 . 首先 ， 
注意 对 于 这 个 问题 位 移 和 距离 是 同样 的 , 因为 这 辆 车 一 直 沿 正方 向 行驶 . 所 以 在 第 
一 秒 , 我 们 有 
和 1 1 
位 移 = | v(t)dt = | tdt = 3 
前 两 秒 有 
2 2 
位 移 | v(t)dt | tdt = 2. 
0 0 


当然 , 这 些 位 移 是 以 码 为 单位 的 . 
现在 来 看 另 一 个 定 积分 : 


5 
| ldzx. 


2 
为 求 这 个 定 积 分 的 值 , 我 们 需要 去 绘制 函数 y =1 的 图 像 , 位 于 垂 线 x = -2 和 
z =5 之 间 . 计算 的 面积 如 图 16-4 所 示 . 
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图 16-4 
所 以 它 所 围 成 的 面积 为 长 方形 , 高 为 1 底 为 7 面积 为 7 平方 单位 . 这 也 就 是 说 
| 1dz 一 了. 
事实 上 , 这 个 通常 的 积分 表达 式 。 
| ldzx 


表示 的 面积 如 图 16-5 所 示 . 


图 16-5 


该 长 方形 的 高 为 1, 底 边 长 为 b-a( 即 使 a 和 b 是 负 的 ), 所 以 我 们 有 通常 的 表 
达 方 式 : 
6 
| ldz =b—a 


& 


这 也 可 以 简单 地 写 为 


因为 我 们 可 以 认为 1dz 就 是 dz. 
最 后 , 下 面 的 式 子 表示 什么 昵 ? 


| sin(Z)dqz? 


让 我 们 绘制 函数 图 像 , 看 看 将 要 计算 的 面积 是 什么 样 
的 如 图 (16-6 所 示 ). 

幸运 的 是 , 我 们 要 计算 的 是 代数 和 面积 , 而 不 是 实 
际 的 面积 . 根据 对 称 性 , z 轴 上 方 (在 0 和 x 之 间 ) 的 
面积 同 x 轴 下 方 (在 -x 和 0 之 间 ) 的 面积 是 一 样 的 . 
所 以 正 负面 积 互相 抵消 , 最 后 求 得 的 总 面积 为 0 平方 
单位 . 也 就 是 ， 
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nt 
| sin(Z)dqz = 0. 


如 果 你 想 求 得 实际 的 面积 , 而 不 是 代数 和 面积 , 需要 仔细 考虑 把 积分 分 为 两 部 分 来 
计算 . 在 16.4.1 节 中 , 我 们 将 讲 到 如 何 计算 , 在 17.6.3 节 中 , 你 会 看 到 同样 的 例题 . 

在 我 们 看 下 一 道 例题 之 前 , 我 希望 对 刚才 的 例题 做 一 个 总 结 . 上 述 积分 为 0 的 
理由 是 : 被 积 函数 sin(z) 为 奇 函数 , 被 积 区 间 [x, 7] 是 关于 0 点 对 称 的 . 我 们 可 
以 用 其 他 的 任意 奇 函 数 蔡 代 sin(z), 把 积分 区 间 改 为 从 -a 到 aka 为 任意 数 ), 积分 
结果 仍然 为 0. 也 就 是 说 : 


如 果 7 为 奇 孙 数 , 这 时 | f(z)ds =0 (a 为 任意 实数 ). 


根据 对 称 性 可 知 : 在 > 轴 上 方 的 任意 一 块 面积 都 可 以 找到 其 在 > 轴 下 方 的 对 
应 面积 , 就 像 刚才 图 中 表示 的 那样 . 如 果 我 们 要 计算 的 积分 符合 上 述 条 件 , 那么 就 
没有 必要 做 计算 , 这 样 会 节省 我 们 很 多 时 间 . 在 18.1.1 节 中 ， 我 们 将 会 给 出 这 个 结 
论 的 正式 的 证 明 . 
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关于 面积 给 出 定 积分 的 定义 , 我 们 已 经 给 了 很 多 的 例子 , 但 这 并 不 能 帮助 我 们 
解决 如 何 计算 一 些 特殊 的 积分 . 确实 , 上 一 节 的 每 一 个 例子 , 我 们 都 找到 了 答案 , 这 
仅仅 是 因为 我 们 知道 怎样 计算 三 角形 或 长 方形 的 面积 , 更 幸运 的 是 最 后 一 个 例子 
sin(z), 因为 两 个 面积 被 抵消 了 . 但 在 通常 情况 下 , 我 们 没有 这 么 幸运 . 

事实 上 , 在 以 前 的 导数 学 习 中 ,我 们 遇 到 过 这 种 情况 ， 我 们 已 经 定义 了 导数 
f(x) 的 几何 意义 是 函数 y = f(z) 在 点 (z, f(x)) 的 切线 的 斜率 , 但 并 没有 告诉 我 们 
如 何 求 得 斜率 . 而 此 处 我 们 定义 导数 为 下 面 形式 : 

pg) 2 tim 了 + 用 一 1 
疡 一 0 h ? 
假设 该 极限 是 存在 的 . 像 我 们 从 前 观察 过 的 一 样 , 该 极限 是 0/0 型 不 定式 , 但 仍然 
可 以 用 很 多 种 方法 计算 该 极限 . 无 论 如 何 , 一 旦 我 们 给 出 上 述 定义 , 对 导数 f'(z) 的 
解释 就 是 切线 的 斜率 , 

遗憾 的 是 , 定 积分 的 定义 没有 这 么 简单 , 它 比 导数 的 定义 要 复杂 得 多 . 好 在 我 

们 已 经 在 前 一 章 做 了 很 多 工作 了 , 我 们 可 以 把 它 如 下 定义 . 


b n 
| raaz= pf) bs 1) 
全 


其 中 4 = zo <zi<…< zn_l < zn =b 并 且 对 于 每 一 个 7=1,.… ,n 都 
有 ci 在 [zj-1, zj] 内 . 
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这 个 定义 尽管 很 长 , 仍然 没有 告诉 我 们 全 部 内 容 ! 你 仍然 需要 注意 如 下 几 点 . 

ea=2Z0<2Z1<:…<xzn li<zn = b 这 个 表达 式 告诉 我 们 , 点 xz0, Zz1, 72,-…， 
zn-1, zn 形成 了 区 间 [a, 引 的 分 区 , 其 中 最 左边 的 zo = a, 最 右边 的 zn = 5. 
这 个 分 区 创造 了 n 个 小 的 子 区 间 [wo,z1], [zi zal] ,…… , [rn_1 Yn]. 

。 分 区 中 的 mesh 是 指 所 有 这 些小 区 间 中 最 长 的 分 区 ， 所 以 我 们 有 mesh = 
max imum of (x1 ~ £0), (7z2 — Z1) , (Tn_1 ~ Tn_2), (Tn 一 Zn 1) 

。 对 于 每 一 个 小 区 间 , c; 可 以 被 选择 在 它 所 对 应 区 间 的 任何 位 置 . 这 就 是 我 们 
为 什么 说 Cj 在 [x2;-1, 723] 区 间 内 . 

se 上 述 的 极限 是 重复 计算 不 同 的 越 来 越 多 的 小 分 区 的 和 而 求 得 的 ; 也 就 是 说 
当 它 的 最 大 分 区 趋 于 0 时 , 我 们 也 会 有 n 趋 于 无 穷 大 . 每 一 个 分 区 都 涉及 cj 
的 选择 . 

。 如果 f 是 连续 的 函数 , 那 我 们 怎样 分 区 以 及 怎样 选择 c; 就 显得 无 关 紧要 了 ， 
只 要 它 的 最 大 分 区 趋 于 0. 事实 上 , 只 要 函数 f 是 有 界 的 , 即使 它 有 有 限 个 
不 连续 的 点 , 这 也 是 成 立 的 . 这 样 的 函数 是 可 积 的 , 因为 它 可 被 积分 . 也 有 
这 样 一 些 函 数 , 即使 它 有 无 穷 多 个 不 连续 的 点 , 也 是 可 积 的 , 但 这 已 经 超出 
了 本 书 的 讨论 范围 . 另 一 方面 , 如 果 函 数 /是 无 界 的 , 也 可 能 是 可 积 的 ( 例 
如 ) 一 种 垂直 渐 近 线 的 无 界 , 这 种 积分 叫做 反常 积分 , 参照 第 20 章 和 第 21 
章 对 这 个 问题 的 讲解 . 

。 在 积分 表达 式 中 出 现 的 求 和 守 f(o) (z; -zj-1), 我 们 称 之 为 各 时 和 . 它 给 


出 了 定 积分 的 估算 值 . 如 果 它 的 最 大 分 区 都 非常 小 , 那么 这 时 估算 将 是 非常 
精确 的 . 
看 到 了 吧 , 我 说 过 这 很 复杂 的 ! 现在 让 我 们 看 看 怎样 用 这 个 定义 计算 定 积 分 . 
一 个 使 用 定义 的 例子 
我 们 来 看 如 何 用 上 述 公式 计算 定 积分 : 


| x2dz. 
0 
我 们 看 图 16-7. 
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这 不 是 三 角形 也 不 是 长 方形 , 它 的 面积 都 在 x 轴 上 方 , 所 以 也 没有 可 抵消 的 部 
分 . 我 们 设 f(z) = zx2, 使 用 定 积分 的 定义 计算 面积 . 

我 们 需要 用 很 小 的 分 区 解决 这 个 问题 . 到 目前 为 止 , 最 简单 的 方式 是 用 大 小 相 
等 的 小 分 区 解决 问题 . 所 以 我 们 需要 把 [0,2] 区 间 分 成 n 个 小 分 区 , 每 个 小 分 区 的 
长 度 是 相等 的 . 因为 总 长 度 为 2, 共有 个 分 区 , 所 以 每 个 分 区 的 长 度 为 2/m. 第 一 
区 闻 是 从 0 到 2/n; 第 二 分 区 是 从 2/n 到 4/m, 以 此 类 推 . 把 图 16-7 中 的 阴影 部 分 
放大 , 我 们 得 到 图 16-8. 


< 
每 个 区 间 的 宽度 = 中。 22 人 2 加 =2 


图 16-8 


6 
R 


在 该 例子 中 , 通常 的 分 区 为 
a=7X0 <TX1<To < <Tn 1 <Tn=b 
按 每 一 点 的 坐标 写 , 可 为 


2 _4 国 
0=2 <2 < < 2 D < 人 -2. 


该 分 区 的 最 大 分 区 的 长 度 为 2/n, 其 实 每 个 分 区 的 长 度 都 为 2/m， 很 显然 , 对 于 任 
意 一 点 zx; 它 所 对 应 的 横 坐 标 为 2j/n. 现在 我 们 需要 选择 cj. 例如 co 可 能 在 区 间 
[0,2/n] 的 任意 位 置 , ci 可 能 在 [2/n, 4/n] 的 任意 位 置 , 以 此 类 推 为 了 计算 简单 我 
们 可 以 选择 每 一 个 小 区 间 的 右 端 点 , 所 以 cj = zj = 2j/n. 因此 , cj = ~ 是 我 们 对 
于 小 区 间 [zj _1,2j] = 必 | 的 选择 . 

这 样 我 们 有 如 图 16-9 所 示 的 长 方形 . 


所 以 我 们 正在 计算 的 是 求 上 和 一 一 因为 所 有 的 长 方形 都 在 曲线 的 上 面 ，( 参 
照 15.2.5 节 中 关于 求 上 和 的 讨论 . ) 


现在 , 我 们 准备 使 用 公式 了 . 考虑 下 面 的 黎 曼 和 ， 
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Dd je)(oz — xii). 

j=1 
我 们 知道 f(x) = z2, cj = 2j/n,2zj = 2j/n 以 及 zj_1 = 2(7 一 1)/n, 所 以 上 述 求 和 变 
为 : 


( es a 


2 4 6 es 
和 Dh， 


图 16-9 


等 式 右 侧 括 号 中 的 差 化 简 后 为 2/n. 我 们 对 这 个 结果 并 不 感到 惊奇 , 因为 这 就 是 每 
个 长 方形 的 宽 . 另外 , 这 些 长 方形 的 宽 虽 相同 , 但 高 却 不 同 , 第 j 个 长 方形 的 高 为 
(27/n)?, 7 的 取 值 范围 从 1 到 n. 这 样 , 上 述 的 和 可 化 简 为 : 
412 、2 2 872 

本 入 x nl 2 mw 

j= j= 
很 好 , 我 们 发 现 分 母 ma 与 哑 变 量 ;j 无 关 , 所 以 可 以 把 它 移 到 分 式 的 外 边 , 作为 这 个 
求 和 中 每 一 项 的 共同 因子 , 这 样 该 求 和 表达 式 为 : 


8 心 
i 
3 一 
在 15.1.2 节 中 , 我 们 已 经 知道 上 述 和 的 值 为 n(n 十 1)(2n 十 1)/6. 这 也 就 是 说 : 
n+li)(2n+1) 4(n+1)(2n+l 
高 了 = 识 * "+ntD (n De » 


最 终 , 通过 计算 可 知 , 刚才 图 像 中 阴影 部 分 的 面积 为 : 
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DN on) = tt 
j=1 
这 仅仅 是 对 阴影 部 分 面积 的 一 个 估算 . 因为 该 分 区 的 每 个 分 区 的 宽度 都 为 2/m， 
所 以 我 们 可 以 通过 让 n -oo 而 迫使 2/n 趋 于 0. 这 样 长 方形 变 得 越 来 越 小 , 个 数 
越 来 越 多 , 我 们 的 计算 也 就 越 来 越 精确 了 .所 以 我 们 有 
2 nn nn 
| 
这 样 余下 要 做 的 是 求解 这 个 极限 . 我 们 可 以 使 用 4.3 节 的 方法 来 求解 这 个 极限 , 该 
极限 的 结果 为 8/3, 所 以 我 们 最 后 的 结论 为 ， 
8 
Z2dz 一 了 


这 样 算出 的 面积 为 8/3 平方 单位 . 现在 , 请 你 使 用 刚才 介绍 的 方法 证 明 . 
| x2dz = 工 
0 3 


像 刚 才 计 算 的 那样 , 这 个 方法 很 繁琐 . 不 仅 因为 这 个 计算 很 长 , 也 因为 我 们 需要 知 
道 怎样 求 下 面 这 个 和 


2_7. 
j=1 
如 果 被 积 函 数 是 x3 而 不 是 >2, 那么 我 们 就 需要 计算 下 面 这 个 极限 : 
2 和 
j=1 


但 如 果 被 积 函 数 为 sin(z) 或 其 他 类 似 函 数 , 情况 会 变 得 很 糟糕 . 所 以 我 们 需要 
一 个 不 用 长 方形 和 求 和 的 方法 . 但 这 需要 等 到 下 一 章 讲 了 微 积 分 的 第 二 基本 定理 
才能 找到 答案 . 接 下 来 , 我 们 看 看 定 积分 都 有 什么 特点 . 


16.3 “” 定 积分 的 特性 
我 们 再 将 定 积分 的 定义 扩展 些 . 你 对 
0 


| 2Z2dz? 
这 个 定 积分 怎样 看 ? 
这 个 积分 同 我 们 上 一 节 计 算 过 的 积分 的 唯一 不 同 是 它 是 从 2 到 0, 而 不 是 从 0 
到 2. 所 以 怎样 分 [2, 0] 这 个 分 区 呢 ? 这 并 不 是 一 个 正常 的 区 闻 , 因为 2 比 0 大 . 最 
好 的 解决 方式 是 采用 同 刚才 的 分 区 相反 的 方式 , 如 下 所 示 : 


2 一 2Z0>ZI>22>…… >7Zn li>o2on = 0. 
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现在 , 在 上 述 定义 中 出 现 的 这 个 值 (x; - zj-1) 总 是 为 负 的 . 实际 上 , 这 个 长 方形 的 
底 长 为 负 的 ! 这 样 该 积分 的 结果 如 下 : 

0 8 
2Z2dz = -3 
所 以 , 如 果 翻 转 积分 , 即 调换 积分 上 下 限 , 需要 在 这 个 积分 前 面 加 个 负 号 . 总 的 来 说 ， 
对 于 可 积 函 数 f 以 及 常数 a 和 6b, 我 们 有 : 


f(z)dz =— 2 
b o 


这 个 公式 的 另 一 个 解释 是 对 于 一 个 正在 做 直线 运动 的 物体 , 考虑 该 物体 向 回 走 
的 情况 , 这 时 的 位 移 就 是 负 的 了 . 例如 , 如 果 一 辆 车 正在 向 前 走 ( 沿 正方 向 走 ), 这 时 
个 该 车 掉头 向 回 走 ( 沿 负 方向 走 ), 这 时 的 位 移 是 负 的 . 
现在 如 果 积 分 上 下 限 是 相等 的 , 那 结果 又 是 怎样 的 ? 例如 , 考虑 
3 


| Z2d7z. 


3 
这 并 不 是 一 个 面积 . 毕竟 , 在 z =3 和 x =3 之 间 并 没有 面积 . 所 以 答案 是 0. 实际 
上 , 总 的 来 说 对 于 任意 实数 a, 都 有 这 个 表达 式 成 立 . 


| f(z)dz =0 


我 们 可 以 再 一 次 用 物理 学 的 直线 运动 来 解释 : 在 时 间 a 和 a 之 闻 , 实际 上 肯 本 就 
没有 时 间 , 物体 也 不 可 能 移动 , 所 以 根本 就 没有 位 移 . 
接 下 来 , 让 我 们 考虑 这 个 图 像 (如 图 16-10 所 示 ). 


图 16-10 


从 z= -2 到 z=3 的 整个 面积 , 很 显然 是 I 和 II 两 部 分 的 面积 和 . 通过 定义 , 我 们 
分 别 有 


1 3 
面积 = | f(z)dx 和 面积 I 一 | f lz)dz, 
一 2 
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这 样 可 以 得 到 如 下 结论 : 
3 1 3 
| f(z)dz = | f(z)dz+ | f(z)dz. 
_2 _2 1 


我 们 所 要 做 的 就 是 把 这 个 面积 分 成 两 部 分 , 然后 分 别 用 积分 来 表示 . 当然 , 我 
们 也 可 以 用 在 区 间 [-2,3] 之 间 的 任意 数 来 拆 开 这 个 积分 , 只 要 我 们 用 同一 个 数 来 
蔡 代 两 个 积分 表达 式 中 的 1. 事实 上 , 即使 我 们 选 的 数 不 在 [-2, 3] 这 个 区 间 , 这 个 
拆 分 方法 也 是 适用 的 . 例如 , 下 述 这 个 公式 是 正确 的 : 
3 4 3 : 
| f(z)dz = | f(z)dz+ | f(z)dz. 
一 2 一 2 4 


图 16-11 是 这 个 公式 对 应 的 图 像 . 


y 


图 16-11 


这 时 , 我 们 有 
3 4 
面积 III = | ,f(z)dz 和 面积 IV = | je 
一 3 
把 这 两 个 积分 加 到 一 起 就 有 
4 3 4 
| ee Pe | Fda +| Fa 
一 2 一 2 3 
现在 把 这 个 等 式 最 右 侧 的 积分 表达 式 的 积分 上 下 限 互 换 : 
4 3 3 
| f(x)dz = | f(x)dz 一 | f(x)dzx. 
一 2 一 2 4 
整理 这 个 等 式 , 就 得 到 了 我 们 想 要 的 等 式 : 
3 4 3 
| ie | f(g)dz +| jd 
一 2 一 2 4 
总 的 来 说 , 对 于 任何 可 积 函 数 /以 及 常数 a、b、c 我 们 都 有 


. 0 | ja [ fy 
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我 们 可 以 把 一 个 积分 表达 式 分 成 两 部 分 , 即使 分 隔 点 c 是 在 原始 区 间 [a, 9| 之 
© 外 , 当然 要 求 分 隔 之 后 的 两 部 分 依然 是 可 积 的 . 
例如 , 求 
2 
| Z2dz， 
1 


我 们 可 以 使 用 上 节 已 经 得 到 的 结论 : 
2 1 
| 2Z2dz = 8 和 | Z2dz = li 
0 3 0 3 
你 需要 做 的 是 把 第 一 个 积分 在 z =1 处 分 成 两 部 分 , 像 这 样 : 


2 1 2 
| zZ2dz = | x2dz +| zdz. 
0 0 1 


使 用 上 述 结论 , 我 们 有 


8 1 f 
3-3+| zaz 
这 样 , 结果 为 

2 8 1 7 

多 | sa = 3 33 
: 去 证 明 这 个 : 
J 现在 留 给 你 去 证 明 这 -人 ， ， 
| ra- 了 


可 以 使 用 我 们 在 16.1 节 中 得 到 的 结论 : 
2 1 1 
| za -2 和 | 2Zdz = 3: 


这 里 还 有 两 个 更 简单 却 很 实用 的 积分 特性 ， 首先 是 常数 可 以 被 移 到 积分 表达 
式 的 外 边 . 也 就 是 说 , 对 于 任何 可 积 函 数 f, 常数 a、b、C, 就 有 


[ Cf(z)dr = C | f(z)dz. 


如 果 C 是 个 关于 z 的 函数 , 那么 该 表达 式 就 不 成 立 了 ! C 一 定 是 一 个 常数 . 实际 
上 , 证 明 这 个 很 容易 . 只 要 写 为 


b n 
| creoaz= sm, Df)(e; ~ «1) 
把 常数 C 移 到 求 和 符号 的 外 边 , 这 时 极限 为 : 
b n b 
| crar = 0 到。 1) ~ #11) = 0| ridz 
a j=1 a 


多 例如 ,来 
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2 
| 72dz. 
0 
只 要 把 7 移出 积分 符号 即 可 : 


2 2 
| 7z2dz = ?| zdr 一 了 (3) 一 56 
0 0 3 3 


307 


第 二 个 特性 是 和 或 差 的 积分 等 于 积分 的 和 或 差 . 也 就 是 说 , 如 果 f 和 9 都 为 


可 积 函 数 , a 和 b 为 常数 , 这 时 


[oe + 9(z))dz = [ f(z)dr + [ se 


如 果 把 加 号 变 为 减 号 也 是 成 立 的 ， 无 论 是 加 还 是 减 , 用 拆 分 法 证 明 都 是 很 容易 的 . 


例如 对 于 加 法 要 做 的 是 把 和 写成 极限 的 形式 , 像 这 样 ; 


b n 
| se) + ge)ar = lm, Dn) + ge) -ar 


n 


nn 
一 
了 7 一 


b b 
=| f(T)dz 十 | g(xz)dz. 
可 以 用 同样 的 方法 证 明 减 法 时 依然 成 立 . 
例如 , 求 
ez — 5x)dz, 
0 
把 这 个 积分 分 成 两 部 分 , 同时 把 常数 提出 来 , 这 时 有 
2 
0 
这 时 我 们 已 经 使 用 刚才 的 结论 
2 8 2 
| #0 -3 和 | za . 


| en 52)dz = 3| z2dz — 5| zdr =3 (3) — 5(2) = -2. 
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如 果 y = f(z), 我 们 可 以 不 用 f(z) 作为 被 积 函数 , 而 把 它 写 成 ]* ydz. 这 个 表 
达 式 有 个 很 好 的 几何 解释 : 通过 分 区 方法 , 我 们 观察 其 中 的 一 个 小 长 方形 , 也 可 以 


说 是 一 个 小 竖 条 , 它 的 高 为 y 单位 , 宽 很 小 为 dz 单位 (如 图 16-12 所 示 ). 
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该 小 紧 条 的 面积 为 高 乘 以 宽 , 即 ydz 平方 单 
位 . 现在 我 们 划分 更 多 的 竖 条 , 把 [a, 9] 区 
闻 分 区 ， 如 果 把 所 有 竖 条 的 面积 加 到 一 起 ， 

: : 我 们 将 得 到 该 面积 的 一 个 近似 值 . 这 个 积分 
0 a Hz 6 符号 不 仅 是 求 和 的 意思 , 同时 它 也 是 要 求 所 
图 16-12 有 竖 条 ( 即 长 方形 ) 的 宽度 趋 于 0( 极 限 的 方 


法 ). 
这 个 思想 很 关键 , 会 帮助 我 们 理解 怎样 用 积分 计算 面积 . 现在 让 我 们 花 一 些 时 
闻 去 看 看 三 种 特殊 的 面积 : 非 代 数 和 面积 , 两 条 曲线 之 闻 的 面积 , 曲线 和 y 轴 所 图 
成 的 面积 . 


16.4.1 求 非 代 数 和 面积 


我 们 已 经 知道 , 定 积分 所 处 理 的 是 代数 和 面积 . 很 显然 , 如 果 曲 线 一 直 是 在 z 
轴 上 方 , 面积 有 无 正 负 之 分 就 显得 没有 必要 了 . 但 如 果 曲 线 的 一 部 分 在 坐标 轴 的 下 
方 呢 ? 例如 , 假设 f(z) = -zx2 - 2z + 3, 我 们 所 要 求 的 面积 是 在 x =0 和 xz =2 之 间 
的 面积 . 因为 f(0) = 3 和 f(2) = -5, 所 以 该 函数 图 像 如 图 16-13 所 示 . 
如 果 我 们 考虑 面积 的 正 负 , 那么 标记 为 I 的 
阴影 部 分 面积 就 为 负 的 , 这 时 我 们 有 


代数 和 面积 = [cs 一 2 十 3)dz 
92 2 2 
=-| rdz-2| zaz:3| 1dz. 
0 0 0 
我 们 可 以 利用 从 前 一 节 学 的 知识 把 这 个 
积分 分 部 分 来 写 . 因为 我 们 知道 这 三 个 积分 
的 值 , 所 以 我 们 有 


阴影 面积 = -3 一 2(2) + 3(2) = 一 3 平方 单位 


图 16-13 


很 显然 这 里 不 是 非 代数 和 面积 , 因为 我 们 所 求 得 的 面积 是 负 的 ! 所 以 , 怎样 求 
非 代 数 和 面积 呢 ? 方法 是 把 积分 表达 式 分 成 几 部 分 , 把 在 z 轴 下 方 的 面积 挑 出 来 ， 
然后 取 它 们 的 绝对 值 . 在 上 述 的 例子 中 , 我 们 需要 知道 这 条 曲线 与 xz 轴 的 交点 . 所 
以 通过 解 这 个 方程 -zz - 2z 十 3 = 0, 我 们 会 得 到 x =1 或 x = -3. 显然 , x =1 是 
我 们 想 要 的 , 因为 它 在 0 和 2 之 间 , 而 -3 不 是 . 

现在 让 我 们 把 积分 表达 式 写 为 两 部 分 : 


1 2 
| (22 一 27 十 3)dx 和 | (-z2 — 22 + 3)dzx. 
0 1 


16.4 求 面积 309 
一 -一 -~ 小 可 人 
这 分 别 表示 了 刚才 图 像 中 的 两 个 代数 和 面积 I 和 II. 为 计算 这 两 个 积分 , 我 们 需 
要 本 章 前 面 的 一 些 公式 : 
1 1 
: | a= ; | aa- , 


2 1 1 
| x2dz = 3 3 
2 7 2 3 2 
2 2 三 本 
| sar=3; | zdz pb | ldz 
余下 的 留 给 你 去 计算 . 
5 


1 2 
0 3 1 3 


像 我 们 预测 的 那样 , 第 一 个 积分 是 正 的 因为 面积 I 是 在 x 轴 上 方 , 第 二 个 积分 
是 负 的 因为 面积 II 是 在 = 轴 下 方 . 这 两 个 积分 的 和 是 -2/3( 平 方 单位 ), 这 是 代数 
和 面积 所 得 到 的 结果 . 现在 这 有 一 个 关键 点 : 我 们 把 前 面 的 减 号 忽略 不 计 可 以 求 
出 面积 II 的 实际 值 ! 这 个 方法 很 管用 因为 这 块 面积 完全 在 坐标 轴 的 下 方 . 所 以 面 
积 II 的 实际 面积 是 7/3 平方 单位 , 而 面积 I 的 面积 是 5/3 平方 单位 , 所 以 总 面积 为 
5/3+7/3=4 平方 单位 . 最 有 效 的 方式 是 , 我 们 可 以 取 5/3 和 -7/3 的 绝对 值 , 然后 
直接 相 加 . 

附带 着 , 我 们 实际 已 经 证 明了 


2 
| |[— 722 —2z+3|dz=4. 
0 


所 以 , 让 我 们 研究 一 下 为 什么 带 有 绝 
对 值 的 积分 求 出 的 就 是 非 代数 和 面积 , 就 5 
像 y=| 一 zx? 一 2z++3| 的 图 像 显 示 的 那样 
(如 图 16-14 所 示 ). 
标记 为 ITa 的 面积 与 刚才 标记 为 I[ 的 坐 
标 轴 下 方 的 面积 关于 z 轴 对 称 , 所 以 它 现 
在 可 以 被 看 作 没 有 方向 的 面积 了 . 该 阴影 
部 分 的 总 面积 同 刚才 图 像 阴影 部 分 的 面 
积 一 样 大 . 

现在 , 我 们 总 结 如 何 求 y = f(x)、z 
轴 和 z = a 及 x = 6。5 所 围 成 的 非 代 数 和 
面积 . 这 个 方法 同样 也 适用 于 下 列 两 个 积 ; 
分 , 因为 它们 都 等 价 于 它们 所 对 应 的 没有 16-14 
方向 的 面积 . 


:= | 一 zZ2 一 2z 十 3| 


[re 或 | was 
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方法 如 下 所 示 . 
。 找 出 在 [a, 中 区间 内 满足 函数 值 为 0 的 所 有 z 的 值 . 
。 接 下 来 写 出 以 f(x)( 而 不 是 |f(z)|) 为 被 积 函 数 的 积分 表达 式 . 首先 的 积分 
以 a 开始 , 然后 以 使 函数 为 0 的 最 小 z 值 结束 . 第 二 个 积分 以 使 函数 为 0 
的 最 小 x 值 开始 , 以 下 一 个 使 函数 为 0 的 x 值 结束 . 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 
个 使 函数 为 0 的 zx 值 结束 . 最 后 的 积分 是 以 使 函数 为 0 的 最 大 zx 值 开始 ， 
以 5 值 结束 . 
。 分 别 计算 每 一 个 积分 . 
。 把 刚才 计算 出 的 每 一 个 积分 分 别 取 绝 对 值 , 再 把 这 些 数 加 到 一 起 , 这 样 就 得 
到 了 这 个 没有 方向 的 面积 . 
在 17.6.3 节 中 , 我 们 将 会 看 到 另 一 个 例子 . 现在 我 们 可 以 用 刚才 的 方法 求 物体 
运动 的 路 程 了 , 注意 是 路 程 不 是 位 移 . 的 确 , 在 16.1 节 中 我 们 得 到 了 下 面 的 式 子 : 


b 
路 程 = | wv(Dlat, 
就 像 刚才 方法 中 陈述 的 那样 , 我 们 应 用 了 绝对 值 . 
16.4.2 ”求解 两 条 曲线 之 间 的 面积 


假设 有 两 条 曲线 , 一 条 在 另 一 条 的 上 面 , 你 想 要 求 它们 之 间 及 z=a 和 z=6 
所 围 成 的 面积 . 如 果 曲 线 是 y = f(x) 和 y = g(x), 前 者 在 后 者 的 上 面 , 这 时 图 像 如 
图 6-15 所 示 . 


16-15 


我 们 要 求 的 面积 是 标记 为 I 的 那 块 面积 . 另 一 方面 , 标记 为 II 的 面积 是 函数 y = 
g(z) 与 x 轴 所 围 成 的 面积 , 所 以 它 的 面积 为 


[ g(x)dzx. 
那么 
上’. f(z)dz? 
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又 是 什么 呢 ? 


它 是 上 面 的 那个 函数 与 z 轴 所 围 成 的 面积 , 所 以 它 实际 上 是 两 部 分 的 面积 和 、. 
所 以 我 们 有 


| i | “glz)dz 十 代数 和 面积 I 
我 们 可 以 重 写 前 面 的 积分 表达 式 , 把 这 两 个 积分 放 到 一 起 , 有 
b 
代数 和 面积 1 二 | (f(z) — g(z))dz. 


所 以 这 两 条 曲线 之 间 的 面积 是 上 边 曲线 的 积分 减 下 边 曲线 的 积分 . 例如 , 求 图 16-16 G 
所 示 阴 影 的 面积 . 


16-16 


上 面 是 在 y =z 和 y= z2 之 间 所 围 成 的 面积 . 交点 为 xz =0 和 x =1, 所 以 有 
1 1 1 
阴影 面积 = |: Ce | = | 了 2 本 3 三 5 平方 单位 
如 果 这 次 的 区 间 是 从 0 到 2, 结果 又 是 怎样 呢 ? 图 像 如 图 16-17 所 示 . 如 果 把 各 
面积 表达 为 


be — zx2)dz. 
0 
那 就 是 大 错 特 错 了 . 

如 果 你 计算 这 个 积分 , 你 会 发 现 它 的 结果 为 -2/3, 这 不 可 能 是 一 个 面积 的 值 . 
那么 问题 出 现在 哪 呢 ? 实际 上 仅仅 当 z 在 区 间 0 和 1 之 阅 时 , y = z 才 在 y= z2 
的 上 边 . 在 xz = 1 的 右边 时 , 曲线 y = z2 是 在 上 边 的 . 很 显然 zx - z2 是 不 对 的 , 我 


们 应 该 用 jz - z?| 来 蔡 代 . 用 这 种 方式 , 我 们 会 很 确定 所 求 的 是 实际 面积 , 无 论 哪个 
曲线 在 上 边 . 所 以 我 们 可 以 用 前 面 的 方法 去 计算 
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16-17 


这 个 不 是 问题 . 首先 注意 当 z =0 或 z=1 时 xz-2z2 = 0, 所 以 我 们 考虑 下 面 这 
个 积分 ， _ 


1 2 
| (zz 一 22)dz 和 | (z — x2)dzx. 

前 面 的 积分 的 结果 是 1/6, 但 第 二 个 的 结果 是 3/2-7/3= 一 5/6. 第 二 个 积分 是 
负 的 , 这 个 结果 是 有 意义 的 . 因为 当 z 在 区 间 [1,2] 时 ,y = z 不 在 y= 22 的 上 边 . 
不 要 管 这 些 , 我 们 需要 做 的 是 把 这 两 个 数 的 绝对 值 加 到 一 起 去 : 

[ee 
0 6 6 6 6 
所 以 我 们 所 要 求 的 面积 是 1 平方 单位 . 
总 的 来 说 , 由 y = f(z)、y = 9(z)、z =a 及 z=。 所 围 成 的 面积 为 : 


b 
在 函数 f 和 g 之 间 的 面积 (平方 单位 )= | Pe le 


如 果 在 区 间 [a, 9] 内 f(x) 一 直 是 大 于 或 等 于 g(x), 那么 这 个 绝对 值 符号 就 没 
有 必要 了 .否则 , 我 们 可 以 用 16.4.1 节 中 的 方法 去 解决 这 个 绝对 值 问题 ， 在 17.6.3 
节 中 , 我 们 将 要 看 到 用 这 个 方法 的 另 一 个 例子 ， 
16.4.3” 求 曲线 与 y 轴 所 围 成 的 面积 


让 我 们 求 这 个 面积 : 该 面积 由 y = 二 VX、y 轴 以 及 直线 y =2 围 成 . 图 16-18 是 
该 面积 的 示 图 . 
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图 16-21 


所 以 这 个 小 横 条 的 面积 为 zdy 平方 单位 , 通过 积分 的 方法 可 以 求 出 整 块 面积 . 在 我 
们 的 例子 中 , y 是 从 0 到 2( 不 是 到 4, 所 以 所 要 求 的 面积 是 (平方 单位 ): 
2 


| zdy. 

0 

y 二 Vz, 可 知 z = 岂 , 所 以 上 述 积 分 表达 式 可 写 为 
2 


| y2dy. 
0 


Z2dz， 
没有 什么 不 同 , 只 是 虚假 积分 变量 由 z 变 成 了 y. 这 个 改变 对 我 们 的 积分 结果 并 没 
有 影响 , 该 积分 依然 为 8/3, 所 以 这 块 面积 为 8/3 平方 单位 . 要 想 弄 清楚 这 一 点 , 让 
我 们 重新 看 看 刚才 的 面积 . 可 以 发 现 我 们 需要 做 的 是 把 该 图 像 依 y = z 这 条 直线 对 
称 翻 转 , 这 样 得 到 函数 y = z2 从 zx =0 到 z =2 的 面积 . 我 们 所 需要 做 的 仅仅 是 把 
z 和 y 对 换 . 当然 , 如 果 y = f(x), 那么 我 们 有 z = f-1(y), 假设 反 函 数 是 存在 的 . 
所 以 我 们 可 以 把 上 述 观 点 总 结 如 下 . 


这 同 我 们 以 前 的 积分 表达 式 


| f(y)dy 是 由 函数 y = /F(z)、 直 线 y=4 和 yy = 也 以 及 y 轴 所 围 成 的 面 
积 (平方 单位 ), 如 果 该 函数 的 反 函 数 是 存在 的 . 


如 果 你 喜欢 , 可 把 上 述 积分 写 为 
B 
| zdy 
A 


这 是 因为 当 y = f(z) 时 z =/f-!(y). 而 且 , 请 注意 在 积分 的 上 下 限 我 用 的 是 大 写字 
母 4 和 8B 一 一 这 样 做 的 目的 是 为 了 强调 我 们 是 对 y 求 积分 , 而 不 是 对 x 求 积分 ， 
所 以 刚才 的 例子 中 , 积分 上 下 限 是 从 0 到 2 而 不 是 从 0 到 4. 因为 f(z) = Vz, 我 
们 可 以 说 f-1(zx) = z?. 所 以 上 述 公式 的 确 可 以 如 下 改写 : 


| 广 !(y)dy = | ydy, 
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结果 为 8/3, 就 像 我 们 刚才 算 的 那样 . 


16.5 估算 积分 


这 有 个 非常 简单 但 很 实用 的 原则 : 当 一 个 函数 一 直 都 是 大 于 另 一 个 函数 时 , 它 
的 积分 也 一 直 大 于 另 一 个 函数 的 积分 . 让 我 们 看 图 16-22 所 示 的 图 像 . 


16-22 


在 区 间 [a, 中 内 , 函数 9 一 直 都 是 在 函数 f 的 上 方 . (在 16.4.1 节 中 我 们 见 过 的 
这 两 个 函数 , 情况 正好 相反 ! ) 在 任何 情况 下 , 函数 y = f(z) 与 z 轴 所 围 成 的 面积 
要 比 函数 y = g(z) 与 z 轴 所 围 成 的 面积 小 . 用 符号 来 表示 为 如 下 . 


如 果 对 于 在 区 间 [a, 串 内 的 所 有 z 都 有 f(z) < g(z) 那么 就 有 [sa 


< | ou 


即使 这 两 个 曲线 都 在 z 轴 的 下 方 , 这 个 结论 也 是 成 立 的 , 因为 我 们 使 用 的 是 代 
数 和 面积 . 例如 , 如 果 函 数 /是 在 > 轴 的 下 方 , 函数 9 是 在 xz 轴 上 方 , 这 时 积分 
J f(z)dz 为 负 , 而 J]? g(z)dz 为 正 , 所 以 上 述 不 等 式 依然 是 成 立 的 . 

如 果 使 用 黎 曼 和 , 那么 证 明 上 述 结论 是 非常 容易 的 . 不 用 考虑 细节 , 我 们 仅仅 
需要 考虑 分 区 , 对 于 任意 一 个 分 区 j 都 有 f(c;) < g(ey), 所 以 函数 f 的 黎 曼 和 是 小 
于 函数 9 的 黎 曼 和 . 剩 下 的 证 明 过 程 留 给 你 了 . 

我 们 可 以 用 速度 和 位 移 更 好 地 解释 上 述 公 式 ， 假设 在 同一 地 点 有 两 辆 车 同时 
出 发 . 第 一 辆 车 在 时 刻 上 的 速度 为 f(), 第 二 辆 车 在 时 刻 t 的 速度 为 g(t)， 因为 速 
度 的 积分 是 位 移 , 所 以 上 述 结论 中 的 公式 可 以 解释 为 , 如 果 第 一 辆 车 的 速度 一 直 比 
第 二 辆 车 的 速度 小 , 我 们 可 以 说 第 一 辆 车 的 位 移 要 比 第 二 辆 车 的 位 移 小 . 如 果 你 这 
样 考虑 , 那 就 更 容易 理解 了 .如果 我 们 以 右 方向 为 正方 向 , 那么 第 一 辆 车 永远 在 第 
二 辆 车 的 左边 , 它 永远 不 可 能 到 达 第 二 辆 车 的 右边 . 


Ya 
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一 个 简单 的 估算 


使 用 上 述 不 等 式 , 我 们 可 以 认为 不 用 计算 定 积分 的 值 也 能 估算 一 个 定 积分 有 多 
大 或 多 小 . 例如 , 我 们 要 估计 | f(z)dz 的 值 , 也 就 是 图 16-23 所 示 的 面积 . 


图 16-23 


我 们 设 M 为 函数 f(z) 在 [a, 9] 区 间 的 最 大 值 , 设 m 为 其 在 该 区 间 的 最 小 值 . 
我 们 分 别 把 y = M 和 y = m 两 条 直线 画 出 来 , 这 时 图 像 如 图 16-24 所 示 . 


16-24 


注意 , 我 们 要 计算 的 面积 是 在 直线 y = M 和 y =m 之 间 . 这 点 通过 绘制 更 多 的 函 
数 图 像 很 容易 看 出 来 (如 图 16-25 所 示 ). 


16-25 


我 们 可 以 很 容易 地 求 出 图 16-25 中 左 图 和 右 图 中 长 方形 的 面积 . 对 于 左边 的 长 
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方形 , 底 为 (5 一 a), 高 为 m, 所 以 它 的 面积 为 m(6 -- a) 平方 单位 . 对 于 右边 的 长 方 
形 , 底 仍 然 为 (5 一 a), 但 它 的 高 为 M, 所 以 面积 为 M(b 一 a) 平方 单位 . 所 以 由 上 述 
图 像 得 到 以 下 结论 . 


如 果 对 于 在 [o, 9] 区 间 内 的 所 有 xz 有 mm < f(x) < M, 那么 m(b -a) < 
| jadzg M(b— a). 


当然 , 这 是 我 们 两 次 应 用 了 上 一 节 的 原理 . 下 面 来 看 一 个 使 用 这 个 结论 的 例子 . 
假设 我 们 要 想 知 道 积 分 
1/2 
| ex”dz. 


0 
的 值 是 多 少 . y = e-” 的 函数 图 像 是 非常 有 名 的 钟 形 曲线 , 它 处 处 可 见 , 特别 是 概 
率 论 和 统计 学 中 . 我 们 计算 图 16-26 中 阴影 部 分 的 面积 ; 


图 16-26 


即使 用 上 接 下 来 三 章 中 所 有 计算 积分 的 方法 , 我 们 都 不 能 计算 出 该 积分 的 准确 值 . 
事实 上 , 如 果 不 用 积分 符号 或 求 和 的 形式 , 我 们 再 也 找 不 到 更 好 的 方法 去 表达 这 个 
积分 值 了 . 但 至 少 我 们 可 以 用 刚才 的 原理 估算 一 下 它 的 值 . 


我 们 需要 找到 在 b 3 区 间 内 函数 y = e-*” 的 最 大 值 和 最 小 值 . 通过 链 式 求 
导 法 则 , 我 们 有 dy/dz = -2ze-”, 当 zx 为 0 时 导数 为 0, 其 余 情况 为 负 值 . 这 样 可 
以 说 y = er 在 | 区 间 为 减 函 数 , 所 以 最 大 值 出 现在 z =0 处 , 最 小 值 出 现在 
z =1/2 处 . 把 这 些 值 代入 , 可 以 得 到 最 大 值 为 e-o = 1, 最 小 值 为 e-G/22 二 e-14. 
也 就 是 说 , 在 区 间 | 引 中 我 们 有 

e-U4 莹 e- < 1. 


根据 上 面 的 原理 , 我 们 把 a = 0,b = 3 代入 可 得 


1/2 
e—1/4 (3 -0) <| e-*dzr<1 (3 -0) . 
0 


所 以 , 可 以 说 我 们 要 求 的 积分 值 在 je- 和 5 之 间 . 通过 图 16-27 我 们 可 以 更 清 
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楚 地 看 到 , 这 两 个 图 像 一 个 过 高 估算 , 一 个 过 低估 算 : 


图 16-27 


这 两 个 长 方形 的 面积 分 别 为 ze-2/4 和 平方 单位 . 
这 个 估算 是 很 不 精确 的 . 我 们 可 以 使 用 更 多 的 长 方形 做 更 精确 的 估算 , 或 者 使 
用 梯形 、 抛物 线 一 样 的 小 竖 条 等 奇特 形状 . 更 多 信息 参见 附录 B. 


16.6 ”积分 的 平均 值 和 中 值 定理 


最 后 我 们 回 到 平均 速度 的 问题 上 来 . 是 的 , 在 单位 时 间 内 , 我 们 可 以 说 速率 的 
值 等 于 路 程 , 也 可 以 说 速度 的 值 等 于 位 移 ， 但 这 段 陈述 成 立 的 前 提 是 速度 为 常数 ; 
否则 , 就 像 在 5.2.3 节 讲 述 的 那样 , 我 们 需要 引入 平均 速度 . 

我 们 已 经 了 解 , 在 已 知 某 时 间 段 的 位 移 的 前 提 下 怎样 使 用 微分 求 即时 速度 . 使 
用 积分 , 我 们 可 以 在 已 知 某 时 间 段 的 即时 速度 的 前 提 下 求 位 移 . 当然 , 在 已 知 某 时 
间 段 的 即时 速度 的 前 提 下 , 我 们 也 可 以 求 出 平均 速度 . 你 所 需要 做 的 是 求 出 位 移 , 然 
后 用 这 个 值 去 除 以 总 时 间 . 如 果 时 间 是 从 a 到 b, 在 时 刻 t 的 速度 是 v(), 那么 我 们 
有 


b 
位 移 = | v(t)dt. 
因为 总 的 时 间 为 5 一 a, 所 以 有 


平均 速度 = -入 敬 一 二 | ou 


总 的 来 说 我 们 可 以 如 下 定义 在 区 间 [a, i 内 , 可 积 函数 的 平均 值 为 ; 
b 
函数 f 在 区 间 lo 中 内 的 平均 值 = sa| fa 
例如 求 函 数 f(z) = z? 在 0, 2] 区 间 上 的 平均 值 为 多 少 ? 很 简单 
1 f2 1 8 4 
平均 值 = 30 | 73x33 
所 有 要 做 的 是 , 用 积分 结果 除 以 积分 上 下 限 的 差 
来 看 看 这 个 定义 的 几何 解释 . 我 们 把 函数 f 在 区 间 [a 有 的 平均 值 记 为 f,, 图 
16-28 是 关于 y = f(z) 和 y = fov 图 像 的 例子 . 
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图 16-28 


注意 ， 如 果 jar 仅仅 为 一 常数 ， 这 时 V 一 fav 的 图 像 是 一 条 水 平 线 . 现在 ， 使 用 
上 述 公式 , 我 们 有 


b 
fu = Ba | rodz 
两 边 同时 乘 以 (5 ~ oj, 可 得 
b 
| fa = fo x b—0). 
这 实际 上 在 说 , 图 16-29 两 个 图 像 阴影 部 分 的 面积 是 相等 的 : 


图 16-29 


由 图 16-29 可 见 , 右 侧 图 像 的 长 方形 的 高 为 fa 单位, 底 为 (5 一) 单位 , 所 以 
它 的 面积 为 fo, x (6 一 a) 平方 单位 . 你 可 以 这 样 考虑 它 : 假设 你 拨 动 鱼缸 里 的 水 ， 
水 面 在 某 一 时 刻 就 像 函 数 y = f(zx), 等 水 平静 下 来 , 其 表面 就 像 y = fs 这 条 水 平 
线 . 


积分 的 中 值 定理 


在 上 述 图 像 中 , 水 平 线 y = f, 与 函数 yy = f(z) 有 交点 , 我 们 标记 其 横 坐 标 为 
c 如 图 16-30 所 示 . 
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所 以 我 们 有 f(e) = foy. 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 如 果 函 数 f 是 连续 的 , 那么 总 会 有 
这 样 一 个 数 c. 


积分 的 中 值 定理 : J f 在 闭 区 间 [a,4] 连续 , 那么 在 开 区 间 (a,5) 内 总 
有 一 点 c, 满足 f(c) = | f(z)dz. 


言 之 ， a 例如 , 在 上 一 节 中 我 
们 看 到 , 函数 f(z) = zx? 在 区 间 [0, 2] 的 平均 值 为 4/3. 根据 上 述 定理 , 我 们 可 以 说 
一 定 有 一 个 数 c 在 区 间 [0, ?] 满足 f(c) = 4/3. 因为 f(c) = e, 可 以 知道 c= V4/3 
是 在 区 间 [0, 2] 的 一 个 解 ( 另 一 个 解 c = 一 V4/3 不 在 该 区 间 内 ). 

如 果 从 速度 的 角度 考虑 上 述 定理 , 我 们 可 以 说 在 区 闻 [a,9] 内 有 一 点 c 满足 
v(c) = vav. 这 也 就 是 说 , 在 任何 一 段 旅途 中 都 有 一 个 时 刻 c 使 得 这 个 时 刻 的 速度 
v(c) 等 于 该 段 路 程 的 平均 速度 wuav， 无 论 你 怎样 努力 求证 , 在 任何 一 段 旅途 中 , 至 
少 会 有 这 样 一 个 时 刻 使 得 该 时 刻 的 即时 速度 等 于 该 段 路 程 的 平均 速度 . 至 少 会 有 一 
个 这 样 的 时 刻 , 不 可 能 一 个 都 没有 . 即使 你 在 第 一 小 时 的 速度 为 45mile/h(lmile* 
1 609m 一 一 编者 注 ), 在 第 二 小 时 的 速度 为 55mile/h, 该 段 路 程 的 平均 速度 为 50 
mile/h, 那么 在 该 段 时 间 内 一 定 会 有 某 一 个 时 刻 的 速度 为 50mile/h, 这 个 时 刻 可 能 
出 现在 你 从 45mile/h 到 55mile/h 的 加 速 过 程 中 . 

为 什么 上 述 定 理 也 叫 中 值 定理 呢 ? 毕竟 , 我 们 已 经 有 了 一 个 中 值 定理 . 如 果 你 
重新 看 一 下 11.3 节 讨 论 过 的 定理 , 你 会 发 现 我 们 两 次 得 到 的 是 同样 的 结论 : 在 任 
何 一 段 旅途 中 , 都 有 某 一 时 刻 的 即时 速度 等 于 平均 速度 . 这 两 个 定理 中 唯一 的 不 同 
是 : 在 前 一 个 版 本 中 , 我 们 是 用 位 移 - 时 间 图 像 中 的 斜率 来 解释 的 ; 而 现在 这 个 中 值 
定理 , 我 们 使 用 速度 -时 间 图 像 中 的 面积 来 解释 . 

现在 来 看 看 这 个 定理 为 什么 是 成 立 的 .如 16.5 节 所 述 , 我 们 设 M 为 函数 在 
fa, 中 区 间 的 最 大 值 , m 为 函数 在 [a,b| 区 间 的 最 小 值 . fo 可 能 比 M 大 吗 ? 如 果 它 
比 M 大 , 那么 情况 将 会 如 图 16-31 所 示 . 


图 16-31 


虚线 部 分 所 围 成 的 长 方形 面积 不 可 能 等 于 阴影 部 分 的 面积 , 因为 长 方形 包含 了 
阴影 区 域 ! 所 以 这 种 情况 不 可 能 出 现 . 同样 ， fs, 也 不 可 能 比 最 小 值 m 小 . 这 样 它 
一 定 在 m 和 M 之 闻 . 介 值 定理 告诉 我 们 , 函数 f 可 取 m 和 M 之 间 的 任意 值 (你 
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知道 为 什么 吗 ), 所 以 f 在 某 一 时 刻 一 定 等 于 平均 值 f,. 也 就 是 说 , 一 定 有 某 个 数 
c 满足 f(c) = fav, 所 以 该 定理 是 正确 的 . 在 17.8 节 中 , 我 们 将 使 用 该 定理 证 明 微 积 
分 学 的 第 一 基本 定理 . 


16.7 不 可 积 的 函数 


16.2 节 曾 提 及 , 如 果 函 数 f 为 有 界 函数 并 在 区 间 [a, b] 有 有 限 个 不 连续 点 , 那 

么 函数 f 是 可 积 的 . 也 就 是 说 , 定 积分 记 f(z)dz 存在 . 顺便 提 一 下 , 不 连续 是 不 可 

导 的 一 种 情况 也 就 是 说 , 如 果 函 数 在 x = a 点 不 连续 , 那么 它 在 该 点 也 不 可 

导 . (参照 5.2.11 节 .) 积分 同 可 导 的 情况 有 所 不 同 , 即使 是 不 连续 的 函数 , 只 要 它 有 

.有 限 个 不 连续 点 也 是 可 积 的 . 现在 让 我 们 看 一 个 有 有 限 个 不 连续 点 的 函数 的 积分 

情况 . 
首先 , 我 们 回忆 一 下 有 理 数 的 定义 , 有 理 数 可 以 被 写成 p/g 形式 , 其 中 p 和 9 
为 整数 (它们 没有 公约 数 ), 而 无 理 数 就 不 可 能 被 写成 这 种 形式 . 现在 对 于 区 间 [0， 
1 内 的 数 ”, 我 们 让 


Po 人 1 如 果 z 是 有 理 数 
2 如果 z 是 无 理 数 . 
这 是 一 个 很 奇怪 的 函数 . 在 0 和 1 之 间 有 太 多 的 
有 理 数 和 无 理 数 . 事实 上 , 每 两 个 有 理 数 之 间 都 有 一 个 
无 理 数 ; 每 两 个 无 理 数 之 闻 也 有 一 个 有 理 数 ! 所 以 当 我 
16-32 的 图 像 : 


函数 f(z) 的 值 在 高 度 1 和 2 之 间 以 超 乎 你 想象 
的 速度 来 回 跳跃 . 在 上 述 的 1 和 2 这 两 条 线段 间 有 很 
多 不 连续 处 , 我 们 说 有 很 多 不 连续 点 . 这 个 函数 实际 上 
在 任何 一 点 都 不 连续 . 那么 积分 用 f(z)dz 究竟 为 多 少 
呢 ? 让 我 们 用 取 黎 曼 上 和 法 和 取 黎 曼 下 和 法 . 在 此 把 
区 间 [0, 1 分 成 许多 小 区 间 . 无 论 这 些 子 区 间 的 宽 有 
多 小 , 小 竖 条 中 都 会 有 一 些 无 理 数 点 . 所 以 求 上 和 会 如 
16-33 所 示 . 

为 了 求 上 和 , 每 一 个 长 方形 的 高 一 定 要 是 2, 即使 这 个 长 方形 很 罕 . 注意 , 无 论 
其 中 有 和 多少 长 方形 , 所 有 长 方形 的 面积 和 为 2 平方 单位 , 因为 我 们 是 从 一 个 1 乘 以 
2 的 长 方形 把 它们 划分 成 如 此 的 . 这 样 我 们 有 

_lim ( 取 黎 曼 上 和 ) = lm 2=2. 
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下 相似 地 , 对 同样 的 分 区 使 用 求 下 和 法 , 这 样 每 个 长 
: 方形 的 高 为 1 单位 . 毕竟 , 无 论 长 方形 的 宽 多 小 , 它 的 
底 (在 xz 轴 上 ) 都 包含 一 个 有 理 数 . 对 于 所 有 的 有 理 
数 , 该 函数 的 高 为 1. 所 以 求 下 和 如 图 16-34 所 示 . 
现在 该 面积 为 1 平方 单位 , 因为 这 些小 分 区 填充 的 大 
16-34 长 方形 为 1 乘 以 1. 所 以 我 们 已 经 证 明 
_lm ,( 取 黎 曼 下 和 ) = lim, 1=1. 


这 个 极限 当 最 大 分 区 趋 于 0 时 , 取 歼 曼 上 和 和 取 黎 曼 下 和 是 不 同 的 . 对 于 连续 
函数 , 这 种 情况 并 不 出 现 . 但 对 于 一 些 不 连续 的 函数 , 这 种 情况 时 有 发 生 ! 唯一 的 
结论 是 , 函数 在 区 间 [0, 1] 不 可 积 . 我 们 说 函数 7 是 不 可 积 的 . 实际 上 有 一 种 方法 
可 以 求解 这 种 函数 的 积分 , 叫做 勒 贝 格 积分 (与 黎 曼 积分 相对 ), 它 超出 了 本 书 的 讨 
论 范 围 . 所以, 我 们 不 用 考虑 这 种 不 正常 的 积分 , 而 是 要 寻求 求解 正常 、 连 续 函 数 的 
定 积分 的 好 方法 . 
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我 们 现在 来 讨论 微 积 分 中 的 关键 部 分 一 一 微 积 分 基本 定理 , 它 不 仅 提供 一 种 
不 用 黎 曼 和 就 可 以 求解 定 积分 的 方法 , 同时 也 展示 了 微分 和 积分 的 关系 . 我 们 不 要 
再 费 周折 , 这 一 章 我 们 将 要 学 习 : 

。 用 另 一 个 函数 的 积分 形式 来 表达 的 函数 ; 

。 第 一 基本 定理 , 是 反 导 数 的 基本 思想 ; 

。 第 二 基本 定理 ; 

。 不 定 积分 和 它们 的 特性 . 

在 介绍 所 有 这 些 理 论 之 后 , 我 们 将 要 针对 下 面 的 知识 点 举 出 一 些 不 同 的 例子 : 

。 以 第 一 基本 定理 为 基础 的 问题 ; 

。 计算 不 定 积分 ; 

。 计算 定 积分 以 及 使 用 第 二 基本 定理 计算 面积 . 


17.1 以 其 他 函数 为 积分 的 函数 
在 上 一 章 中 , 我 们 使 用 黎 曼 和 证 明了 
1 2 
| z2dz = 和 | z2dz = 3. 
0 3 0 3 
(实际 上 , 我 们 仅仅 证 明了 第 二 个 , 第 一 个 留 给 你 了 ! ) 遗憾 的 是 , 黎 曼 和 方法 太 繁 琐 
了 . 如 果 能 找到 一 个 相对 简单 的 方式 那 就 最 好 了 . 为 什么 我 们 在 那儿 停 下 来 了 呢 ? 
让 我 们 试 着 计算 
Z2dz. 
0 
在 此 我 们 让 极限 上 限 为 变量 . 最 常用 的 变量 是 zx, 但 是 你 不 能 这 样 写 这 个 积分 
2Z2dz 
0 
除非 你 想 造成 混乱 的 局 面 . 毕竟 , x 是 哑 变 量 , 所 以 它 实际 上 不 是 一 个 变量 . 我 们 重 
新 开始 , 这 次 使 用 t 为 上 变量 . 首先 , 我 们 有 
1 2 
| dt 一 了 和 | tdt 一 了 
0 0 
请 记 住 , 哑 变 量 用 什么 字母 是 无 所 谓 的 一 一 我 们 已 经 重新 命名 z 轴 为 t 轴 . 实际 
面积 并 没有 改变 . 现在 让 我 们 考虑 这 个 积分 
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| t2dt. 
0 


如 果 把 > =1 代入 这 个 积分 表达 式 , 会 得 到 1 tdt,， 该 积分 的 结果 为 1/3; 如 果 把 
2 =2 代入 , 会 得 到 [0t2qt, 这 个 积分 表达 式 的 结果 为 8/3. 为 什么 得 出 这 个 表达 式 
就 停 手 , 不 往 下 计算 了 ? 你 可 以 把 任何 值 放 到 zx 的 位 置 , 这 样 得 到 不 同 的 积分 ， 上 
述 积分 表达 式 实际 上 是 一 个 以 积分 上 限 z 为 变量 的 函数 . 我 们 用 忆 来 标记 这 个 函 
数 , 这 样 有 


F(z) = | t2dt. 
0 
可 以 发 现 , F(1) = 1/3, F(2) = 8/3. 那么 F(0) 为 多 少 呢 ? 来 看 下 面 式 子 : 
F(0) = t2dt. 


0 


在 16.3 节 中 , 我 们 已 经 知道 对 于 积分 上 下 限 都 一 样 的 积分 表达 式 , 该 积分 的 结 
果 为 0. 也 就 是 说 , 我 们 知道 F(0) = 0. 不 走运 的 是 , 求解 其 他 的 FF 值 并 不 是 很 容 
易 , 例如 FF(9), (7) 或 (1/2). 在 下 一 节 中 , 我 们 将 要 研究 这 个 问题 . 与 此 同时 , 怎 
样 用 文字 来 描述 F(x) 呢 ? 准确 地 说 , 应 该 是 曲线 y = 如、t 轴 与 1= z 这 条 垂 线 记 
围 成 的 代数 和 面积 . 

我 们 可 以 用 两 种 方式 解释 这 个 问题 . 首先 , 积分 下 限 不 一 定 要 是 0. 你 可 以 通 
过 这 样 设置 来 定义 另 一 个 函数 : 


G(z) = | t2dt. 


这 个 积分 表达 式 也 可 以 用 面积 (平方 单位 ) 来 解释 , 它 是 由 曲线 y = 如、t 轴 以 
及 两 条 垂 线 t=2 和 t= zz 所 围 成 的 面积 . 那么 G(2) 为 多 少 昵 ? 来 看 下 式 : 


2 
G(2) = | t2dt = 0, 
2 
因为 积分 上 下 限 是 一 样 的 . 那么 G(0) 为 多 少 呢 ? 我 们 有 
G(0) = | t2dt. 
2 


16.3 节 曾 讲述 怎样 计算 这 个 积分 , 你 可 以 交换 积分 的 上 下 限 , 然后 再 在 积分 表 
达 式 的 前 边 加 上 一 个 负 号 . 所 以 有 


G(0) = 「 t2dt = 一 [ t2dt = -3 
2 0 
事实 上 , 在 函数 F 和 G 之 间 有 一 种 奇妙 的 关系 . 首先 , 这 两 个 函数 是 : 
F(x) = | t2dt 和 G(z) = | - t2dt. 
0 2 
我 们 从 t=2 这 点 分 解 第 一 个 积分 表达 式 , 可 参照 16.3 节 . 我 们 可 得 
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| t2dt -| t2dt + t2dt. 
左边 是 F(z). 右边 的 第 一 项 是 8/3, 第 二 G(z). 这 样 , 我 们 就 证 明了 
= 3 G(z). 
也 就 是 说 , 和 G 的 差 是 8/3. 我 们 可 以 用 更 一 般 的 方式 表达 假设 a 是 任意 固定 
的 数 , 设 
H(z) = i t2dt. 
如 果 我 们 从 1 二 a 而 不 是 1 -2 分 解 函数 忆 会 得 到 
F(x) = | eat=| t2dt 十 | t2dt. 
右 侧 的 第 二 项 恰恰 就 是 互 (x2), 所 以 我 们 已 经 证 明了 
F(X) = | tdt + H(z). 
这 是 什么 呢 ? 实际 上 , [5 2dt 是 个 常数 一 一 它 不 因 zx 的 变化 而 变化 ! 尽管 我 们 没 


有 确定 a 的 值 , 但 我 们 说 过 a 是 一 个 常数 , 所 以 这 个 积分 结果 一 定 是 个 常数 . 这 样 
我 们 证 明了 
F(x) = H(z)+0O, 
其 中 C 是 一 个 常数 , 由 a 而 不 是 z 决定 . 这 个 方法 的 基本 思想 是 把 积分 下 限 从 一 
个 常数 换 至 另 一 个 常数 , 这 对 整个 表达 式 没有 太 大 的 影响 . 
我 们 的 第 二 个 解释 是 被 积 函数 不 一 定 是 刀 , 它 可 以 是 关于 t 的 任意 连续 函数 . 
我 们 假设 被 积 函数 是 f(t), 如 果 a 是 任意 常数 , 我 们 定义 


其 (2j 二 | fat. 


例如 , 如 果 a = 0, f(t) = 妇 , 则 可 以 从 上 述 定 义 得 到 原始 函数 正 ， 总 的 来 说 ， 
对 任何 数 z, 函数 F(x) 的 值 都 是 一 块 代数 和 面积 (平方 单位 ), 该 面积 是 由 曲线 
y= f(t)、t 轴 以 及 t=a 和 t=zx 两 条 垂 线 所 围 成 的 面积 . 图 17-1 是 关于 不 同 的 x 
的 3 种 情况 示 图 . 


17-1 
上 述 图 像 是 左边 固定 , 右边 移动 的 图 像 的 例子 . 不 理想 的 情况 是 , 图 像 的 顶端 
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可 能 高 低 不 平 , 除非 f 是 个 常 函数 ! 在 任何 情况 下 , 请 注意 函数 F 主要 由 被 积 函 数 
f(t) 和 常数 a 决定 . 通过 刚才 的 分 割 法 可 知 , 改变 a 的 值 仅 仅 使 函数 值 增加 或 减少 
一 个 常数 , 并 没有 太 大 的 影响 . 后 面 几 节 将 会 体现 出 所 有 这 些 思 想 的 重要 性 . 


17.2 ” 微 积分 的 第 一 基本 定理 
就 是 这 个 目的 : 求 积 分 
b 
| f(z)dz 

的 值 , 但 不 使 用 黎 曼 和 . 我 们 要 做 3 件 并 不 显而易见 的 事情 . 

(1) 首先 , 把 王 变 量 改 为 t, 把 上 述 积分 表达 式 写 为 『 f(t)jdt. 像 上 一 节 中 看 到 
的 那样 , 这 并 不 会 有 任何 不 同 用 什么 来 表示 哑 变 量 无 关 紧 要 . 

(2) 现在 , 用 变量 x 来 替代 5 从 而 得 到 一 个 新 的 函数 F, 定义 F(x) = [2 f(t)dt. 
这 就 是 我 们 在 上 一 节 见 过 的 函数 .最终 我 们 要 求 函数 FF(5) 的 值 , 这 就 是 第 (1) 步 
中 的 积分 . 但 是 , 我 们 首先 来 看 看 该 怎样 理解 函数 F. 

(3) 现在 我 们 有 了 这 个 新 函数 FF. 它 好 像 是 我 们 刚刚 得 到 的 一 个 新 玩具 . 在 上 


一 节 中 , 我 们 已 经 花 了 很 多 时 间 求 解 函数 的 导数 , 这 次 我 们 对 z 来 求解 这 个 函数 的 
导数 . 我 们 考虑 下 式 : 


F’(x) = 所 上 f(t)dt. 


理解 F'(x) 的 实质 将 会 帮助 我 们 求解 F(z). 一 旦 我 们 找到 这 个 答案 , 就 能 计算 出 
FF(b), 这 就 是 我 们 要 求解 的 积分 . 
这 个 表达 式 
Ef sat 
可 能 看 起 来 很 奇怪 , 让 我 们 看 看 怎样 才能 把 它 拆 开 . 选 你 最 喜欢 的 变量 > 求解 F(zx). 
这 时 微微 变换 一 下 zx 一 一 把 它 变 为 z 十 h, 其 中 h 是 个 很 小 的 数 . 所 以 现在 的 函数 
值 是 F(z 十). 关于 这 种 情况 的 图 像 如 图 17-2 所 示 . 
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可 以 看 到 , z 和 xz +h 是 非常 接近 的 , 它们 所 对 应 的 函数 值 F(x) 和 F(x + hh) 也 非 
常 接近 一 一 它们 分 别 表 示 上 图 中 阴影 部 分 的 面积 . 现在 对 所 求 导 , 我 们 有 
im F(z+h)— F(x) 
h—0 h 


F(z 十) 一 下 (z) 的 差 就 是 图 17-2 中 两 阴影 部 分 面积 的 差 , 也 就 是 那个 小 竖 条 
的 阴影 面积 (顶部 是 弯曲 的 ), 该 面积 在 上 = z 和 +t= z+h 之 间 (如 图 17-3 所 示 ). 


我 们 可 以 通过 从 t = xz 处 分 解 这 个 积分 来 计算 函数 F(z + 六 的 值 , 像 这 样 : 
r+h 人 2 十 产 2 
F(z +h) =| 时 -| fat+ | p(t = F(z) + | ™ peat. 
通过 整理 可 得 
ZT 十 hh 
Foto -ree)=| fd, 


这 就 是 小 竖 条 的 阴影 部 分 面积 (平方 单位 ). 实际 上 , 这 并 不 是 一 个 竖 条 , 因为 它 的 
顶 是 弯曲 的 . 但 当 h 很 小 的 时 候 , 它 几 乎 就 是 个 竖 条 了 . 该 竖 条 左边 的 高 度 为 Flz) 
单位 , 所 以 我 们 可 以 通过 计算 长 方形 面积 的 方法 来 估算 该 竖 条 的 面积 , 它 的 底 从 zx 
到 z>+b 高 从 0 到 f(z), 如 图 17-4 所 示 . 


图 17-4 


这 样 该 长 方形 的 底 为 h 单位 , 高 为 f(z) 单位 , 所 以 面积 是 hKz) 平方 单位 . 如 果 上 h 
很 小 , 那么 这 就 是 对 这 个 积分 的 一 个 非常 好 的 估算 . 也 就 是 


zh 
Pte+ 月 -Po 一 | f(Ddt S hf(z). 


©O 
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两 边 同 时 除 以 h , 我 们 有 
F(z+h)— F(z) = f(z) 
一 . 
当 h 非常 接近 于 0 时 , 这 个 估算 就 会 很 准确 . 也 就 是 说 , 当 h 趋 于 0 时 , 这 个 估算 
jm Pt PO) jo) 
我 们 会 在 17.8 节 中 看 到 , 上 述 公 式 是 正确 的 . 我 们 可 以 总 结 为 
F(z) = f(z). 
总 结 我 们 的 结论 如 下 . 


微 积分 的 第 一 基本 定理 : 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [o, 刀 是 连续 的 , 那么 可 以 定义 
五 为 


五 (z) = | f(t)dt,z 在 区 间 [a, 相 内 
则 五 在 开 区 间 (a,5) 内 是 可 导 函 数 , 而 且 F'(x) = f(x). 
简 而 言 之 , 我 们 可 以 总 结 为 


d TI 
| f(at = re) 


我 们 把 这 个 奇怪 的 表达 式 化 简 为 f(x)! 

关于 这 个 表达 式 的 一 个 共同 特点 是 a 出 现在 积分 下 限 而 不 是 积分 上 限 . 这 个 
特点 确实 很 有 用 , 信和 不信 由 你 . 假设 4 是 区 间 (a, b) 中 的 某 个 数值 , 并 且 设 

F(z) 一 | flt)dt 和 H(z)= | f(at. 
如 我 们 在 17.2 节 中 见 过 的 那样 , 和 五 的 差 是 个 常数 C: 
F(z)= H(z)+C 

如 果 我 们 对 两 边 分 别 求 导 , 这 个 常数 就 消失 了 , 我 们 会 得 到 (F(x) = H'(z)( 对 于 在 
区 间 (a, b) 的 xz). 所 以 常数 a 的 选择 不 会 影响 这 个 求 导 的 结果 . 拿 窗 帘 来 做 比喻 ， 
我 们 需要 考虑 的 是 拉 窗 帘 的 速度 有 多 快 , 以 及 右 侧 拉 点 的 位 置 放 多 高 . 而 左 侧 的 固 
定点 并 不 影响 整体 的 拉动 效果 . 


反 导 数 的 引入 


现在 , 我 们 稍 适 休息 . 我 们 以 一 些 变量 为 t 的 函数 以 及 常数 a 开始 , 然后 建立 
一 个 以 z 为 变量 的 新 函数 成 . 对 下 求 导 , 我 们 可 以 得 到 原来 的 函数 f, 但 现在 我 们 
要 以 z 为 变量 而 不 是 t 来 计算 它 . 很 奇怪 吧 ! 

是 的 , 很 奇怪 , 但 很 有 用 . 它 实际 上 解决 了 我 们 的 一 个 大 问题 . 让 我 们 看 看 它 是 
怎样 解决 的 . 假设 f(t) = 刀 ,a=0, 所 以 有 
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F(x) = [ t2dt. 
0 
微 积分 的 第 一 基本 定理 告诉 我 们 F'(z) = f(z). 因为 f(t) = 刀 , 我 们 有 f(z) = 
z2; 这 也 就 是 说 严 (z) = z2. 换 一 种 说 法 , 函数 FF 的 导数 为 z2. 我 们 说 所 是 xz? 的 
反 导 数 (关于 z). 你 能 想到 其 他 的 函数 ， 它 的 导数 为 zz 吗 ? 这 里 有 一 些 : 


G(s) = 和， BE- 于 +7 和 J(x) = 2 
在 每 一 种 情况 下 , 我 们 都 可 以 发 现 导数 为 z?. 事实 上 ， 任何 形式 为 二 C( 其 
中 C 为 任意 常数 ) 的 关于 zx 的 函数 都 是 2 的 反 导 数 . 还 有 其 他 的 吗 ? 和 有 
的 ! 我 们 在 11.3.1 节 中 已 经 得 到 了 这 个 结论 . 如 果 两 个 函数 有 相同 的 导数 , 那么 它 
们 的 差 是 个 常数 . 这 也 就 是 说 所 有 的 反 导 数 之 间 的 差 就 是 一 个 常数 . 因为 其 中 的 一 
个 反 导 数 是 z3/3, 所 以 任何 其 他 的 反 导 数 一 定 是 za/3+ C, C 是 任意 常数 . 等 一 下 ， 
刚才 的 那个 奇怪 的 函数 也 是 z? 的 反 导 数 . 也 就 是 说 对 于 任意 常数 C 有 
F(x) = | t2dt = +C 
0 
现在 我 们 所 要 做 的 是 找到 C. 我 们 知道 


0 
F(0) = | t2dt = 0. 
0 


所 以 有 
人 
这 也 就 是 说 C =0. 现在 我 们 找到 了 一 直 在 寻找 的 公式 ， 
| t2dt = 
0 


最 后 , 我 们 从 0 到 任意 数 对 t? 求 积分 . 具体 情况 是 , 如 果 我 们 用 1 和 2 分 别 蔡 代 寺 
就 会 得 到 熟悉 的 公式 了 : 
1 2 

| er= = 和 | P= 和 = 
这 其 实 可 以 更 简单 ,在 下 一 节 中 我 们 将 会 介绍 .首先 , 我 将 要 介绍 另 一 个 重要 的 知 
识 点 . 我 们 现在 用 一 种 方式 去 建立 任何 一 个 连续 函数 的 反 导数 . 例如 , e-z 的 反 导 
数 为 多 少 昵 ? 我 们 把 变量 z 换 为 t, 选 一 个 你 喜欢 的 数 作 为 积分 下 限 (让 我 们 暂时 
选 0), 求 积分 得 到 e-” 的 反 导数 为 。 

F(z)= | edt 

常数 0 可 以 被 任意 其 他 数 苦 代 , 替代 后 这 个 式 子 依然 是 成 立 的 ， 当 然 , 对 于 每 一 次 
积分 下 限 的 不 同 选择 . 你 会 得 到 一 个 不 同 的 反 导数 
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17.3 ” 微 积分 的 第 二 基本 定理 
上 一 节 f(t) = 刀 的 例子 告诉 了 我 们 怎样 求解 J? f(t)dt. 首先 , 我 们 知道 被 定 
义 为 , 
PC =| f(at 
的 函数 F 是 函数 f (关于 z) 的 反 导数 . 我 们 真 地 很 想 求解 已 (0), 因为 
b 
Fo) = | fat 

我 们 可 以 知道 

F(a) = | f(t)dt = 0 
因为 积分 上 下 限 是 一 样 的 . 

现在 , 假设 对 于 函数 f 有 其 他 的 反 导 数 ， 我 们 称 之 为 G. 这 时 F 和 G 之 间 
的 唯一 不 同 是 相差 一 个 常数 , 所 以 有 G(z) = FF(x) + C， 如 果 用 a 替代 xz, 就 有 
G(a) = F(a) + C; 因为 由 上 述 计算 知 下 (a)=0, 所 以 有 G(a) = C. 这 也 就 是 说 
F(z) = G(z) — C= G(x) — G(a). 

如 果 用 6b 替代 zx, 我 们 有 

F(b) = G(b) — G(a). 
换 一 种 方式 表达 , 即 

b 

| fat = 6G@ - G0). 

这 对 于 任何 反 导 数 G 都 是 成 立 的 , 注意 我 们 的 表达 式 里 已 经 没有 z 了 . 所 以 现在 
要 做 的 是 把 哑 变 量变 回 zx, 再 把 函数 字母 由 G 变 回 玉 , 这 样 就 有 如 下 的 结论 . 


微 积分 第 二 基本 定理 : 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [a, 5] 是 连续 的 , 是 7 的 反 导 数 
(关于 zx), 那么 有 


b 
| f(r)dz = F(6) — F(a). 


在 实践 中 , 我 们 通常 把 等 式 的 右边 写成 F(z)| 的 形式 . 也 就 是 说 , 我 们 设 
F(a)| = F(b) — F(a). 
所 以 , 计算 
Z2dz， 


1 
可 以 通过 求 2 的 反 导 数 . 我 们 已 经 知道 z3/3 是 其 中 的 一 个 反 导数 , 所 以 


17.4 不 定 积 分 331 


2 312 
| zaz= 瑟 . 
1 3 


1 
化 


现在 我 们 把 z =2 和 xz =1 代入 z3/3, 计算 它们 的 差 
2 3 12 923 13 
[oe 下 -的 -) 
为 7/3. 还 有 另 一 个 例子 . 假设 要 计算 


T/2 
| cos(Z)dz. 
nx/6 


我 们 需要 知道 cos(z) 的 反 导数 . 幸运 的 是 , 我 们 知道 其 中 的 一 个 反 导 数 , 它 是 sin(z)， 
毕竟 , cos(z) 是 sin(z)] 关于 z 的 导数 . 所 以 我 们 有 
/2 . r/2 /x /TT 1 1 
| cos(Z)dz = sin(z)| = sin (=) 一 Sin (5) 二 1 一 了 一 了 
在 之 后 的 17.6 节 中 , 我 们 会 看 到 更 多 的 例子 . 


17.4 不 定 积分 


到 目前 为 止 , 我 们 使 用 两 种 不 同 的 方法 计算 定 积分 : 黎 曼 和 的 极限 方法 ( 太 繁 

琐 了 ) 和 反 导 数 的 方法 (不 算 太 糟糕) 很 显然 我 们 不 得 不 很 熟练 地 寻找 一 个 函数 的 

反 导 数 事实 上 , 在 以 后 的 章节 中 , 这 种 技巧 非常 必要 . 所 以 , 可 能 我 们 需要 一 

种 简单 的 表示 反 导 数 的 方式 . A ET 我 们 可 以 用 
f(z)dz 


表示 “函数 f 的 反 导 数 的 集合 ”. 请 记 住 任何 可 积 函 数 都 有 无 限 多 个 反 导 数 , 它们 
唯一 的 不 同 是 常数 部 分 . 这 就 是 我 说 的 “集合 ”的 意思 . 例如 ， 

| za 一 十 C 
对 于 任何 常数 C 成 立 . 这 个 方程 说 明 z2( 关 于 z) 的 反 导 数 是 za/3 + C, 其 中 C 是 
任意 的 常数 . 如 果 忽 略 C, 那么 这 个 结果 就 是 错误 的 , 因为 这 样 我 们 只 会 得 到 一 个 
反 导 数 , 而 实际 上 我 们 需要 所 有 的 反 导 数 . 


如 果 你 知道 一 个 函数 的 导数 , 那么 你 会 很 快 求 出 这 个 导数 的 反 导 数 . 具体 情况 
是 : 


如 果 二 F(z) = f(z)， 那 么 | f(z)dz = F(z) +C. 
上 述 的 例子 适合 这 种 情况 : 


d /x3 2 本 2 _ 3 


© © 
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同样 的 , 我 们 有 
(sin(z)) = cos(z)， 因此 | sseaz = sin(Z) + COC. 
到 目前 为 止 另 一 个 例子 为 (以 后 我 们 会 有 更 多 例子 ): 
d 四 1 uy ” 1 
下 Gan ro) = 证 二， 因此 | 各 
再 一 次 提醒 , 常数 C 为 任意 常数 . 本 质 是 任何 可 导 函 数 只 有 一 个 导数 , 而 任何 的 可 
积 函 数 都 有 无 穷 多 个 反 导 数 , 
上 述 所 有 的 积分 都 是 不 定 积 分 的 例子 . 你 可 以 通过 它们 是 否 有 无 积分 上 下 限 
区 分 定 积分 和 不 定 积 分 . 不 定 积 分 没有 积分 上 下 限 而 定 积分 有 . 这 可 能 看 起 来 是 个 
很 小 的 差别 , 但 实际 上 这 两 个 积分 有 很 大 不 同 . 
。 定 积分 , 像 必 了 (z)dz, 是 一 个 数 . 它 表 示 由 曲线 y = f(z), zx 轴 和 垂 线 x 二 a 
和 z = 所 围 成 的 面积 . 
。 不 定 积分 , 像 | f(z)dz, 是 一 种 函数 的 集合 . 这 个 集合 由 所 有 的 函数 f 的 反 
导数 (关于 x) 组 成 . 这 些 函 数 仅 有 的 不 同 是 它们 的 常数 部 分 . 
例如 


dz =tan !(z)+C. 


2 2 8 2 入 
| > dz 一 了 而 | dz 一 可 十 C 
如 果 不 是 微 积分 的 第 二 基本 定理 , 那么 对 于 这 两 个 表达 式 我 们 使 用 同样 的 符号 
将 会 是 错误 的 事情 . 幸运 的 是 , 不 定 积分 (或 者 反 导 数 ) 正 是 你 计算 定 积分 所 需要 
知道 的 东西 , 所 以 在 两 个 表达 式 中 我 们 用 了 同样 的 符号 . 
这 里 有 不 定 积分 的 两 个 特性 , 这 两 个 特性 是 从 导数 导出 来 的 : 如 果 上 和 9 是 


可 积 的 , ec 是 一 个 常数 , 这 时 


oa 十 gz))dqz = | you 十 [ou 
| cjf(z)dz = = rear 


也 就 是 说 和 的 积分 是 积分 的 和 , 并 且 作 为 乘 数 的 常数 能 被 移 到 积分 符号 的 外 边 . 具 
体 情况 如 下 : 


3 
je 十 gcos(z))dz =5 | Zz2dz 十 9 | cos(z)dqz = +9sin(z)+ CO. 


注意 我 们 仅仅 需要 一 个 常数 一 一 尽管 5z3/3 和 sin(z) 都 有 它们 自己 的 常数 , 但 你 
可 以 把 这 两 个 常数 合并 到 一 起 去 . 顺便 说 一 下 , 适合 于 和 的 特性 也 适合 于 差 : 


3 
| 6m 一 gcos(z))dz = 5| zzdz 一 9 | cos(s)ae = 了 一 9sin(z) 十 C. 
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再 一 次 提醒 , 仅仅 一 个 常数 是 必要 的 . 
在 我 们 看 其 他 例子 之 前 , 我 想 关于 微 积分 的 这 两 个 基本 定理 做 更 多 的 解释 微 
积分 的 第 一 基本 定理 表明 
二 | fat= 7 


从 某 种 意义 上 讲 , 积分 的 导数 就 是 原始 的 函数 . 你 需要 注意 “积分 ”的 意义 , 请 记 住 
变量 是 积分 上 限 而 不 是 哑 变 量 . 另外 , 微 积分 的 第 二 基本 定理 说 明 


6 b 
on 


其 中 F 是 的 反 导数 . 这 也 就 是 说 f(z) = 一 F(z). 所 以 我 们 可 以 重 写 上 述 的 表 
达 式 为 


| 所 Fojdz = 本 


我 们 可 以 解释 为 一 个 函数 的 导数 的 积分 就 是 这 个 函数 本 身 . 再 一 次 提醒 , 它 不 是 实 
际 的 原始 函数 , 它 应 该 是 原始 函数 在 a 和 :两 点 数值 的 差 . 所 以 这 是 很 显然 的 , 微 
分 和 导数 是 相反 的 运算 . 

现在 让 我 们 看 看 怎样 运用 微 积 分 的 基本 定理 去 解决 问题 . 


17.5 ”怎样 解决 问题 ; 微 积分 第 一 基本 定理 


思考 一 下 怎样 计算 下 列 导数 : 


d fa 
Az | sin(t° )dt. 


可 以 尽量 计算 sin( 刀 )dt 这 个 不 定 积分 , 再 把 x 和 3 代入 求 差 ; 这 会 得 出 

| sin(t2)dt, 

3 
最 后 再 求 这 个 结果 的 导数 . 为 什么 不 考虑 积分 和 导数 可 以 互相 抵消 的 特性 呢 ? 毕 
竟 , 如 果 想 要 计算 (V54756)?, 没有 必要 浪费 时 间 去 计算 V54756 的 结果 然后 再 去 
平方 . 可 以 直接 写 下 答案 54756. 同样 的 方法 , 我 们 可 以 使 用 微 积 分 的 第 一 基本 定理 
得 到 

和 | sin(t2)dt = sin(z2). 

所 有 的 你 需要 做 的 是 把 被 积 函 数 sin(#?) 中 的 改 为 z. 数值 3 对 我 们 的 计算 结果 


并 没有 影响 (参照 17.1 节 中 的 讨论 ). 顺便 说 一 下 , 如 果 在 计算 结果 后 面 放 上 “+C” 
将 会 是 严重 的 错误 : 你 正在 求 导 , 而 不 是 反 导 ! 
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当然 , 你 需要 灵活 掌握 这 个 知识 点 一 一 我 们 可 以 用 任何 字母 来 表示 变量 . 例 
如 , 下 式 是 什么 意思 ? 


和 | ocos(w?In(w+5)) qo? 
我 们 可 以 用 z 替代 在 被 积 函 数 中 的 w, 这 样 有 
d rz 


一 | 2cos(w?ln(w 十 5)) dew 一 2cos(z?ln(z 十 5)) 
dz 」_。 


注意 -e 是 一 个 常数 , 但 再 一 次 提醒 的 是 , 它 可 以 被 任何 其 他 的 常数 替代 而 答案 将 
会 是 同样 的 . (顺便 说 一 下 , 该 积分 只 有 当 z > -5 时 才 有 意义 .) 

这 同 我 们 上 一 章节 的 讲解 是 一 样 的 , 该 函数 的 变量 (也 就 是 对 谁 求 导 ) 就 是 积 
分 上 限 . 所 有 的 你 需要 做 的 是 用 实际 的 变量 去 替代 哑 变 量 . 还 有 其 他 的 四 种 情况 ， 
让 我 们 分 别 看 看 . 
17.5.1 ”变形 1: 变量 是 积分 下 限 

考虑 这 个 积分 

7 
| £3 cos(tln(t))dt. 
问题 是 变量 是 积分 下 限 而 不 是 积分 上 限 . 没 问题 一 一 我 们 只 要 把 zx 和 7 互 换 , 再 
在 新 的 积分 前 面 加 个 负 号 (参照 16.3 节 计 算 这 个 积分 ). 你 可 得 到 
二 | t3 cos(tin(t))dt = 所 (- [ t3 eos(an(0)at) . 
现在 把 负 号 移出 积分 符号 , 然后 使 用 微 积分 的 第 一 积分 定理 去 解决 这 个 问题 , 如 果 
x >0 该 结果 为 
一 Z3 cos(zln(zZ))， 
实际 上 , 所 有 的 我 们 要 做 的 是 提取 被 积 函数 , 用 变量 > 去 替代 哑 变 量 t, 再 在 前 面 加 
上 负 号 . 我 们 在 前 面 加 上 负 号 , 然后 再 通过 互 换 积分 上 下 限 使 用 微 积分 的 第 一 基本 
定理 , 像 我 们 在 以 前 的 例子 中 见 过 的 那样 . 
17.5.2 ”变形 2: 积分 上 限 是 一 个 函数 
二 | tan-1(t? + 3t)dt. 


因为 积分 上 限 是 x? 而 不 是 z, 我 们 不 能 直接 使 用 微 积分 的 第 一 基本 定理 . 我 
们 需要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 我 们 可 以 设置 y 为 这 个 积分 , 然后 再 求 导 : 


2 


y= | tan™i(t" + 3t)dt. 
0 
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我 们 想 要 计算 dy/dz. 因为 y 是 一 个 关于 z2 的 函数 , 而 不 是 直接 关于 x 的 , 我 们 
可 以 设置 v = z2. 这 也 就 是 说 
4 一 | tan™1(t? + 3t)dt. 
0 
链 式 法 则 告诉 我 们 
dy _dy du 


dz dudz’ 
而 第 一 基本 定理 告诉 我 们 
YY = 所 | tan™1(t? + 3t)dt = tan™!(u’ + 3u). 
又 因为 u = z2, 我 们 有 du/dz = 2z. 这 样 我 们 有 


dy dydu _1 
= 了 天王 = (tan-1(u7 + 3u))(27). 


现在 我 们 需要 做 的 是 用 如 替代 可 得 
2 一 27 tan-1((22)" 十 3(z2)) = 22 tan™!(z14 + 322). 
总 而 言 之 ， 
二 「 tan-1l(t + 3t)dt 一 2ztan-l(zl4 十 3z2). 
当 你 把 它 分 开 计 算 时 , 这 并 不 是 太 糟 的 主意 . 


让 我 们 看 看 这 种 问题 的 另 一 个 例子 : 下 式 是 怎么 回 事 儿 呢 ? 
d fsin(e) 


一 一 tan(cos(a)})da? 
天 | an(eos(o))do 


设 y 等 于 这 个 积分 : 
sin(g) 
4 一 | tan(cos(a))da, 
4 
并 时 刻 提醒 自己 正在 计算 dy/dg. 现在 让 我 们 设 w = sin(q), 所 以 
y= | tan(cos(a))da. 
通过 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 


dy _ dy du 
dg du dg 
根据 微 积 分 的 第 一 基本 定理 : 
2 一 所 | tan(cos(a))da = tan(cos(w)). 
u vu Ja 
因为 w = sin(g), 我 们 有 dw /dg = cos(gq), 所 以 上 述 积分 应 用 链 式 法 则 后 为 
du dydu 


= Er = tan(cos(u)) cos(g). 


eo 
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最 后 用 sin(q) 替代 w, 这 样 有 
sin(g) 
也 | tan(cos(a))da = tan(cos(sin)(g)) cos(gq). 
你 可 能 在 同样 的 问题 种 遇 到 上 述 两 种 情况 . 例如 , 计算 
志 | | ) tan(costa)jao， 
时 , 首先 我 们 可 以 先 交换 积分 上 下 限 , 在 前 面 加 上 一 个 减 号 , 这 样 有 
dm d psin(g) 
西 | tan(cos(a))da = -a | tan(cos(a))da. 
现在 积分 上 限 像 我 们 上 道 例 题 那样 ; 最 后 的 极限 结果 将 会 是 一 样 的 , 只 是 多 一 
个 负 号 : 
d 4 go = d sin(g) 1 
西 | tan(cos(a))da = 一 Em | tan(cos(a))da 
=— tan(cos(sin(g)) cos(q). 
17.5.3 ”变形 3: 积分 上 下 限 都 为 函数 
这 是 另 一 个 更 为 复杂 的 例子 : 
和 | In(t? — sin(t) + 7)dt. 
现在 积分 上 下 限 都 是 关于 z 的 函数 了 . 解决 这 个 问题 的 方法 是 用 一 个 常数 把 
这 个 积分 分 成 两 个 部 分 . 你 在 哪 分 开 这 个 积分 并 不 是 重要 的 , 只 要 你 使 用 的 常数 在 
该 被 积 函数 的 定义 区 间 内 . 所 以 , 选 一 个 你 最 喜欢 的 数 一 一 我 们 选 0 一 一 这 样 把 
该 积分 分 为 : 


6 


d 全 2 
3 | In(t” — sin(t) + 7)dt 
d 0 5 
二 一 (| In(t2 — sin(t) + 7)dt + | In(#2 — sin(t) + Da . 
dz x5 0 


我 们 这 样 便 把 这 个 问题 分 解 成 了 两 个 简单 的 导数 . 前面 的 这 个 积分 就 是 我 们 的 前 
两 种 情况 的 混合 . 通过 交换 积分 上 下 限 , 并 在 前 面 加 上 减 号 , 我 们 有 
所 | mnt sin() + 7)at = -| nt2 ~ sin(t) +7)dt. 
Z5 0 
现在 通过 设置 v = zs 使 用 链 式 求 导 法 则 , 然后 用 上 一 节 的 方法 . 通过 计算 你 会 得 
出 这 个 导数 为 
一 5z4in((z5)2 一 sin(z5) 二 7) = 一 5z4ln(zIo — sin(z5) 十 7). 
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这 个 导数 的 另 一 部 分 是 
二 | In(t? — sin(t) + 7)dt, 
0 
这 次 我 们 不 用 交换 积分 上 下 限 了 一 一 我 们 仅仅 设置 v = zs 然后 再 次 应 用 链 式 求 
导 法 则 . 你 会 发 现 上 述 的 导数 等 价 于 
6z5ln((z6)2 — sin(z6) + 7) = 6z5ln(z12 ~ sin(z6) + 7). 
再 将 两 者 放 在 一 起 我 们 有 
二 | ln(t? — sin(t) + 7)dt 
= 一 5z4n(zlo — sin(z5) +7)+ 6z5ln(zl12 — sin(z6) + 7). 
17.5.4 ”变形 4: 极限 伪装 成 导数 
这 有 一 个 看 起 来 很 不 同 的 例子 : 
z+h 
lim = | logs(cos6(t) + 2)dt. 
这 不 是 一 个 导数 一 一 它 是 一 个 极限 . 实际 上 它 只 是 伪装 成 了 导数 (参照 6.5 节 关 
于 这 种 极限 的 讨论 ). 技巧 是 对 于 一 些 常 数 a 通过 设置 
F(z) = | logs(cos®(t) + 2)dt 
你 也 可 以 用 一 个 指定 的 常数 , 或 则 就 干脆 使 用 a. 这 是 无 关 紧要 的 , 因为 在 任何 情 
况 下 , 我 们 都 有 i 
F(t+h)— F(z)= | logs(cos5 (#) + 2)dt. 

如 果 你 不 信 , 可 以 自己 校 验 一 下 ; 也 可 参照 17.2 节 . 在 任何 情况 下 , 关于 函数 下, 我 
们 都 有 

z+h)— F(x) 


. 1 Zz 二 hh 6 . Fl 
lim | loga(cos® (t) + 2)dt = lim 


所 以 , 实际 上 对 于 任何 常数 a 我 们 有 
z+h Tr 
lim > 厂 logs(coss(D + 2)dt 一 二 | logs (coss(t) + 2)dt 


看 , 我 告诉 过 你 了 这 个 极限 是 个 伪装 的 导数 ! 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 可 以 使 用 微 
积分 第 一 基本 定理 作为 它 的 理论 基础 , 通过 计算 可 知 该 极限 为 logas(cose(z) 二 2) 


= F'(z). 
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使 用 微 积分 的 第 二 基本 定理 计算 定 积分 一 一 这 是 你 计算 定 积分 的 方法 , 相信 


我 你 首先 要 找到 不 定 积分 , 然后 分 别 把 积分 上 下 限 代 入 , 最 后 再 求 差 . 所 以 让 
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我 们 花 一 些 时 间 讨 论 怎样 找到 不 定 积分 (也 就 是 反 导 数 ), 然后 再 看 一 些 计算 定 积 
分 的 例子 . 这 才 是 积分 学 的 开始 , 在 以 后 的 两 个 章节 中 , 我 们 将 会 看 到 更 多 的 计算 
不 定 积分 的 方法 . 
17.6.1 ”计算 不 定 积分 
像 我 们 在 17.4 节 中 看 到 的 , 只 要 知道 一 个 函数 的 导 函 数 , 那么 你 一 定 会 知道 这 
个 导 函 数 的 反 导 数 . 我 们 已 经 给 出 了 一 些 例子 , 但 是 这 有 另 一 个 , 因为 
下 (cg = 05, 
我 们 立刻 可 以 知道 
473dz = Z4 十 C. 
因为 常数 可 以 被 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 可 以 改写 为 
4| zadz 一 Z4 十 C. 
现在 两 边 分 别 除 以 4: 


这 很 好 , 但 C/4 看 上 去 有 些 傻 . 任意 常数 除 以 4 得 到 的 还 是 任意 常数 . 所 以 我 们 可 
以 用 任意 常数 去 替代 C/4, 我 们 还 使 用 C, 这 样 有 
Z3dz = 十 C. 
让 我 们 对 x 的 雷 重 复 这 个 计算 . 注意 
ze" ) 一 (a 十 1)z2; 
这 也 就 是 说 
je +1)r*dz = ze2+1l 十 C 〇 . 


如 果 a 冯 1, 这 时 a 十 1 冯 0; 所 以 我 们 可 以 等 式 两 边 同 时 除 以 (e+1) 把 它 写 为 


zat1l 
| dr = TT + 人. 


(再 一 次 提醒 , 我 们 可 以 用 C 去 替代 C/(a+1); 这 是 可 以 的 , 因为 C 仅仅 是 任意 常 
数 . ) 那么 当 a = -1 时 , 情况 又 是 怎样 呢 ? 上 述 的 方法 并 不 适用 于 [ z-1dz, 该 积 


分 即 
| lqy. 
I 
另外 , 从 9.3 节 中 , 我 们 知道 
全 (nla) = 上 ， 因 此 | =dz =In(z) +0. 


全 
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这 很 好 , 但 实际 上 我 们 可 以 做 得 更 好 . 你 看 , 1/x 除了 在 z =0 点 外 在 任意 一 点 
都 有 意义 , 而 In(z) 仅仅 当 z >0 时 才 有 意义 . 我 们 可 以 这 样 改 写 来 弥补 这 个 不 足 : 
| dz 一 |z| + C. 
让 我 们 来 检查 一 下 刚才 的 计算 是 否 正确 . 我 们 需要 证 明 
d 
二 
对 于 所 有 的 x 关 0 都 成 立 . 当 x >0 时 , 左边 就 是 ln(z), 符合 要 求 ; 当 z <0 时 , |z| 
实际 上 等 于 -z, 所 以 这 时 左边 为 


In|x| = = 


—ln(—z). 

dz 
它 看 起 来 很 奇怪 , 但 请 记 住 当 > <0 时 , -zx 为 正 . 在 这 种 情况 下 , 通过 链 式 求 导 法 
则 , 上 述 的 导数 为 


所 以 我 们 已 经 证 明了 这 个 公式 : 


| lar = In|jz|+ c| 


参照 后 边 17.7 节 关于 使 用 这 个 公式 的 技巧 与 此 同时 , 我 们 要 用 基本 的 求 导 公式 
去 总 结 相应 的 积分 公式 . 
导数 和 积分 公式 : 


2 zxotl . 
Z dz 一 TIT+C (ifa # —1) 
1 


dye = Qarx-! 
dz 


d 1 


dr = ez edzr=e”+C 
dz 

ds yz zi 

az? = brln(b) 好 dz = ina) +C 


sin(Z) = cos(Z) cos(Z)dz = sin(z)+C 


d 


所 cos(z) = — sin(z) sin(z)dz = — cos(7)+C 


d 


所 tan(z) = sec2(z) sec2(zjdz = tan(z) + CO- 


二 sec 人 z) 一 Sec(Z)tan(z) | sec(z)tan(z)dz = sec(Z) 十 C 


一 一 -一 一 


cot(z) = 一 csc2(z) csc2z(zjdz = -cot(z) 十 C 


的 的 
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csc(z) 一 一 csc(Z) cot(z) | ee)eotaz 一 一 csc(z) 十 C 
一 sin- 1(z) = 2 | 1 sin 1(z)+C 
dz ~ Viz V1l— x? 
d _1 1 1 _1 
Hz tn (2) = TF | (z) 十 C 
1 
一 -一 —1 二 一 -一 一 一 1 
二 sec (z) lV | i sec (7z)+C 
全 sinhfz) 一 CoSh(Z) | ssheoaz 一 sinh(Z) 十 C 
z 
cosh(z) = sinh(x) | sahoaz 一 cosh(Z) 十 C 


像 我 们 知道 的 那样 , 在 上 述 的 微分 公式 中 , 如 果 你 用 az 蔡 代 z, 那么 把 每 一 个 相 
应 的 公式 乘 以 a 就 可 以 了 . 例如 : 


d 2 
元 tan(7Z) = 7sec (77)， 


但 如 果 是 积分 呢 ? 那么 现在 这 个 规则 是 这 样 的 , 如 果 你 用 oz 替代 zx, 这 时 需要 
把 相应 的 公式 除 以 a. 例如 : 


| se 一 3 tan(7) +C. 
从 刚才 的 例子 被 7 除 可 以 直接 的 看 出 这 个 说 法 是 正确 的 . 这 有 另 一 个 例子 : 
| eear 
你 可 以 把 > 看 作 被 -1/3 倍 的 x 替代 ; 所 以 除 以 -1/3 可 得 : 
| ear = 一 1 je 7 十 C = -3e-z/3 十 C. 
再 多 练习 一 个 怎样 ? 考虑 


1 


———~dZz. 
1 十 273? 和 


这 个 积分 可 以 改写 为 


1 
| 1+T a 
现在 你 可 以 把 x 看 作 是 被 V2 替代 . 所 以 除 以 V2 可 得 


tan-1(V2z) + C. 
1 十 TV 5 - 遍 
在 下 两 章 中 我 们 将 会 看 到 更 多 更 复杂 的 计算 反 导 数 的 技巧 , 但 我 们 也 要 先 记 住 
这 个 简单 的 , 因为 常数 作 倍数 是 积分 中 常见 的 现象 . 


17.6.2 ”计算 定 积分 
微 积 分 的 第 二 基本 定理 告诉 我 们 为 计算 
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[ stwe, 


我 们 仅仅 需要 先 找 到 它 的 反 导 数 ， 然后 把 z=a 和 z=? 分 别 代入 最 后 求 它们 的 
差 . 在 刚才 的 17.3 节 中 我 们 已 经 看 到 一 些 例子 了 ; 让 我 们 再 看 5 个 例子 . 首先 , 考 


虐 
2 
| 2Z4d7z. 
一 1 
通过 使 用 这 个 公式 
zo+1 
2Z2dz = zi 十 C， 


我 们 知道 z4 的 反 导 数 是 zx5/5. 没有 必要 考虑 这 个 常数 , 你 可 以 选择 任何 反 导 数 ， 
我 们 简单 的 选取 C =0 的 这 个 反 导 数 , 所 以 有 

2 1) 2 /25 (-15N\ /32 -1N 33 

| ve) -= (3)- (3)= 
使 用 括号 很 重要 , 因为 这 样 可 以 避免 丢掉 减 号 ! 现在 你 可 能 会 考虑 如 果 我 们 使 用 不 
同 的 反 导 数 情况 会 是 怎样 . 这 个 想法 很 好 , 但 常数 最 后 是 会 被 抵消 的 . 例如, 如 果 
你 选 z5/5 - 1001 作为 它 的 反 导数 , 这 样 会 得 到 


| z4dz = 本 1o01 ) 1 本 1001 ) — (< 一 1001 ) 
2 —1 
=() -1001- (~ )+1001. 


注意 -1001 和 +1001 这 两 项 互相 抵消 了 , 我 们 得 到 的 正 是 之 前 的 结果 . 这 个 方法 
给 我 们 的 启迪 是 当 计 算 定 积分 时 可 以 忽略 常数 C. 


这 里 是 我 们 的 第 二 个 例子 : 


常数 4 可 以 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 我 们 需要 使 用 这 个 公式 : 
| dz =ln|z|+C 
从 上 述 的 表格 中 可 以 看 出 4n|lz| 是 4/z 的 反 导 数 . 所 以 , 我 们 有 


一 1 一 二 
| Sqr = 4in|z| = (4m| —1|)— (4ln| 一 e2?|) = 4ln(1) 一 4m(e2) = 一 8. 
一 e2 


—e 


在 这 儿 我 们 使 用 这 个 结果 in(1) = 0,In(e?) = 2In(e) = 2. 


第 三 个 例子 是 
x/3 z 
| (sec2(z) 一 5sin (5)) dz. 
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你 应 该 马上 能 看 出 来 , 我 们 应 该 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 : sec?(z) 和 sin(z/2)， 
不 考虑 第 二 个 积分 外 面 的 常数 . 根据 公式 表 可 得 , sec?(x) 的 反 导 数 为 tan(z); 对 于 
sin{z/2), 它 的 反 导 数 是 - cos(z/2) 除 以 1/2, 因为 x 可 以 被 它 的 常数 倍 1/2z 所 替 
代 . 这 样 结 果 为 -2cos(z/2)( 因 为 除 以 1/2 和 乘 以 2 是 等 价 的 ). 综合 在 一 起 我 们 有 


三 (sec?(z) 一 5sin (3)) dz 一 (tan(z) —5x (-2 cos (3))) 的 
通过 化 简 和 替代 有 


(anera 十 10 cos ( 罕 )) 一 (img 十 10cos G3)) ; 


你 可 以 发 现 最 终结 果 为 6V3 一 10. 
这 是 第 四 个 例子 : 


0 


解 这 道 题 目的 技巧 是 把 被 积 函 数 写 为 z-3/2 的 形式 ; 确信 你 理解 这 种 写法 ! 现在 我 
们 可 以 使 用 上 一 节 公 式 表 里 的 『 zedz 这 个 公式 去 解决 这 个 问题 . 


9 


| 1 ar- [ za/2dz = 7 212 一 (一 2(9)12) — (-2(4)1/?) 
4 ZVT 4 —1/2 4 
__2.2_1 
-31r27 3 
现在 这 节 的 最 后 一 个 例子 为 
1/6 dz 
| V1 一 9z2 


不 要 因为 把 dz 写 在 分 子 的 位 置 就 看 不 懂 了 一 一 其 实 就 是 换 了 一 个 写法 , 它 与 下 
式 等 价 ; 


1/6 1 
| V1— 9z2 dz. 
我 们 用 (3z)? 替代 9x?, 这 样 有 
1/6 dz 1/6 1 1 1/6 
| -上 3 (0)| 
我 们 已 经 使 用 的 这 个 公式 


dz 一 sin-1l(z) 十 C 

V1 一 23 

它 来 自 于 刚才 的 积分 公式 表 . 但 我 们 需要 被 3 除 , 因为 zx 被 3z 蔡 代 . 现在 让 我 们 
计算 这 个 定 积分 的 值 : 


(js ( x i)) 一 (sn 、 0) = (3 x 了) — (0) = 去 : 


这 样 我 们 就 证 明了 sin (3) = 7/6. 
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17.6.3” 非 代数 和 面积 和 绝对 值 
在 上 一 章 的 16.1 节 中 , 我 们 见 过 


| sin(zZ)dz 一 

、 ”因为 举 标 加 上 下 的 面积 可 以 互相 抵消 . 图 17.5 是 这 个 
积分 的 图 像 
我 们 可 以 用 反 导 数 的 方法 来 计 算 这 个 定 积分 : 

| | 

是 =-(C-D+(CD=0. 

如 果 我 们 不 考虑 面积 的 正 负 , 也 就 是 说 只 计算 实际 面积 , 那么 刚才 的 例题 又 是 

怎样 呢 ? 在 16.4.1 节 中 , 我 们 看 到 了 解决 这 个 问题 的 例子 : 这 个 实际 以 平方 为 单位 
的 面积 等 于 


y=sin(7) 
~ 


| Pa 


我 们 的 方法 是 把 这 个 原始 积分 在 它 与 z 轴 的 交点 处 分 成 两 部 分 , 这 时 再 取 每 一 部 
分 的 绝对 值 . 


| lsin(olar | sin(z)| 十 下 sin(z)|. 


我 们 可 以 使 用 它 的 反 导数 - cosz 去 计算 这 两 个 积分 的 结果 , 它们 分 别 为 -2 
和 2, 我 把 这 个 计算 工作 留 给 你 如果 简单 的 把 这 两 个 数 加 到 一 起 , 就 得 到 了 这 个 
代数 和 面积 为 0 平方 单位 ; 但 如 果 首 先 取 绝 对 值 , 那么 就 可 得 到 这 个 面积 的 实际 值 ， 
它 是 | -2| 十 |2| = 4 平方 单位 . 

现在 让 我 们 看 看 求 两 条 曲线 间 的 面积 的 例子 . 在 16.4.2 中 我 们 已 经 说 明 该 怎 
样 计算 , 但 现在 我 们 可 以 使 用 微 积 分 的 第 二 基本 定理 这 个 强大 的 工具 来 帮助 我 们 解 
决 问题 . 所 以 我 们 可 以 求 图 17-6 所 示 的 奇异 面积 : 

我 们 正在 计算 由 y = zy = 1/z 和 直线 > =2 所 围 成 的 面积 . 我 们 需要 找到 
y 二 7X,9 二 1/z 的 交点 ; 设置 x = 1/z 可 以 得 z? = 1; 也 就 是 说 z =1 或 z= -1 在 
这 个 图 像 中 , 交点 的 横 坐 标 为 正 , 所 以 我 们 选择 z =1. 因为 y=z 在 y=1l/z 的 上 
边 , 我 们 用 上 边 的 函数 减 下 边 的 函数 并 求 积分 可 得 : 


阴影 部 分 面积 = 下 ( :) 二 


我 们 可 以 容易 的 使 用 | z*dz = z*+1/(a + IT)+OC 这 个 公式 去 求 z 的 反 导 数 , 当 
a =1 时 该 反 导 数 为 z2/2; 并 且 我 们 也 知道 1/z 的 反 导 数 为 In|z|， 所 以 上 述 积分 
等 于 
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2 
(到 一 mel) 


一 ($ -mil) 各 -ail) =2— In(2)— 3 + In(1); 


17-6 


化 简 后 为 3/2 一 In(2), 所 以 我 们 要 计算 的 这 块 面积 为 3/2 一 ln(2) 平方 单位 . 现在 让 
我 们 看 看 图 17-7, 如 果 计 算 这 个 面积 该 怎样 做 ? 


图 17-7 
让 我 们 把 这 个 面积 写 为 
2 
新 的 阴影 部 分 面积 ?| (=-3)d 
1/2 I 


但 实际 上 这 是 不 对 的 . 你 看 在 区 间 1/2 和 1 之 间 曲 线 y = z 不 在 函数 y =1/z 的 上 
边 . 在 上 一 章 的 16.4.2 节 中 我 们 讨论 过 这 个 问题 , 实际 上 我 们 需要 取 被 积 函数 的 绝 
对 值 : 


oe dz. 


化 


新 的 阴影 部 分 面积 = | 


2 
1/2 
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因为 唯一 的 交点 是 在 z =1 处 , 所 以 我 们 从 该 点 把 这 个 积分 分 割 , 然后 分 别 取 绝对 


信 再 求 积分 
人 


我 们 已 经 求 过 第 二 个 积分 , 它 的 结果 为 3/2-ln(2), 因为 mn(2)<ln(e)=I 所 以 这 个 值 
是 正 的 . 对 于 第 一 个 积分 , 我 们 有 


1 人- 
-mm) -ED 


1 1 1 3 
I (8) = 3—In(2). 

在 这 里 我 们 可 以 使 用 9.1.4 节 中 的 对 数 法 则 , 我 们 可 以 把 In(1/2) 改写 为 m(1/2) 
二 In(1) 一 In(2) 或 In(1/2) = In(2-1), 这 样 我 们 可 以 说 In(1/2)= 一 In(2)， 请 注意 
3/8 一 In(2) 的 值 为 负 . 当 在 [1/2, 1] 这 个 区 闻 时 , zx 是 比 1/z 小 的 , 所 以 z 一 1/z 的 积 
分 为 负 . 所 以 我 们 取 3/8 一 In(2) 的 绝对 值 , 实际 上 使 用 的 是 mn(2)--3/8. 所 以 有 


人 (2-2) dz | (2-2) dz -| ml) + 3 -mo)| 


2 
四 (no 三 3) 和 (3 -In(2) ) 2 
我 们 正在 计算 的 阴影 部 分 面积 是 9/8 平方 单位 . 实际 上 计算 这 个 面积 我 们 可 
以 不 用 微 积分 的 方法 . 请 看 图 , 我 们 可 以 发 现 y = z 和 4 =1/z 关于 直线 y = z 对 
称 , 所 以 如 果 你 把 这 个 模 形 物 移动 到 直线 y = z 的 上 边 , 这 时 它 组 成 了 一 个 三 角形 ， 
如 图 17-8 所 示 


1 


化 


十 


十 


多 
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这 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 3/2 单位 , 所 以 它 的 面积 为 9/8 平方 单位 , 同 我 们 刚才 计 
算 的 结果 是 一 致 的 ! 


17.7 技术 上 的 观点 


在 17.6.1 节 , 我 们 知道 
| Ldz =ln|z|+C. 


尽管 每 个 人 都 这 样 写 这 个 公式 , 但 从 技术 上 说 这 并 不 是 正确 的 . 你 知道 我 们 想 要 求 
所 有 的 1/z 的 反 导 数 . 虽然 对 于 每 个 不 同 的 常数 C, In|z| + C 都 是 它 的 一 个 反 导 
数 , 但 实际 上 还 有 更 多 . 要 知道 原因 , 让 我 们 看 看 函数 y =lnlz| 的 图 像 (如 图 17-9 
所 示 ). 

这 个 图 像 有 两 个 部 分 , 我 们 可 以 任意 上 下 的 移动 其 中 的 一 部 分 , 却 不 影响 它 的 
导数 的 结果 . 例如 , 如 果 我 们 把 左边 的 图 像 向 上 移动 一 个 单位 , 把 右边 的 图 像 向 下 
移动 1/2 个 单位 , 图 像 将 会 如 图 17-10 所 示 . 


y=Inld| 
—1 1 


图 17-9 图 17-10 


该 函数 不 是 In|z| + C 这 种 情形 , 但 是 它 的 导数 仍然 是 1/z. 所 以 我 们 真 的 需要 两 个 
常数 项 , 这 两 项 是 不 同 的 一 一 每 一 项 对 应 这 两 个 函数 中 的 一 个 : 
[i _ { njzl + C1， 如 果 z < 0， 
2 jn|lz| + Co， 如果 x > 0. 
我 们 通常 只 写 一 个 常数 而 不 写 两 个 的 原因 是 在 一 次 计算 中 我 们 只 用 到 了 一 个 
常数 . 考虑 以 下 三 个 积分 : 


°1 11 e 1 
| 了 dz， | 了 dz， | zd 
在 第 一 个 积分 中 , 我 们 只 用 到 了 右手 边 的 函数 y =1/z. 同样 , 我 们 对 第 二 个 积 
分 只 用 了 左手 边 的 积分 . 通过 计算 可 得 , 这 两 个 积分 的 结果 分 别 为 1 和 -1. 至 于 
第 三 个 积分 , 我 们 需要 使 用 这 个 图 像 的 两 个 部 分 了 , 但 有 问题 了 : 在 区 间 [-1 e] 之 
间 有 一 条 垂直 渐 近 线 x =0, 我 们 不 知道 怎样 去 做 了 . 事实 上 在 第 20 章 的 反常 积分 
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中 , 我 们 将 学 习 如 何 处 理 这 种 类 型 的 积分 . 而 本 例 中 , 由 于 这 条 垂直 渐 近 线 使 得 第 
三 个 积分 看 起 来 没有 意义 . 所 以 对 于 
人 
一 dz 
人 


这 种 类 型 的 定 积 分 有 意义 的 情况 是 当 a 和 5 则 时 为 正 或 同时 为 负 . 在 任何 一 种 情 
况 下 , 我 们 只 需要 使 用 其 中 的 一 条 曲线 , 所 以 没有 必要 去 考虑 两 个 常数 的 问题 了 . 


17.8 ” 微 积 分 第 一 基本 定理 的 证 明 


在 17.2 节 中 , 我 们 给 出 了 微 积 分 第 一 基本 定理 大 致 的 证 明 . 现在 让 我 们 使 这 
个 定理 更 加 严谨 . 回顾 这 个 式 子 : 


Fla) = | fat 
我 们 要 计算 F'(x). 我 们 已 经 看 到 
了 十 此 
F(z+h)— F(x)= | f(t)dt. 


假设 h >0.， 根据 积分 学 的 中 值 定理 我 们 有 (参照 上 一 章 的 16.6.1 节 ), 在 区 间 
[z;z 十 及 之 间 有 个 常数 c 使 得 


2 十 天 
| f(bdt = ((z + h) — zo)f(o). 
成 立 . 这 样 , 我 们 有 
T+h 
F(z+h)— F(z) = | ~ pe)at = pflo) 


对 于 一 些 在 区 间 [z,z 十 月 内 的 常数 e 成 立 . 实际 上 对 于 h<0, 这 个 等 式 也 是 成 立 

的 , 这 时 的 区 间 就 变 为 [zx 十 ,zx], 因为 在 这 种 情况 下 x 十 h < z. 而 等 式 的 两 端 同时 

除 以 h 有 
五 (z 十 9 — F(z) = f(e). 

关键 点 是 这 样 的 : 当 x 是 一 个 固定 的 数 的 时 候 (暂时 ), 数 c 的 变化 是 由 h 决 

定 的 , 而 且 它 在 zx 和 xz + 户 之 间 . 可 能 我 们 需要 重 写 这 个 方程 为 : | 
F(z 已 — F(z) _ fe) 

这 样 写 的 目的 是 强调 c 是 由 h 决定 的 . 当 h 一 0 时 情况 又 怎样 呢 ? 这 个 值 ci 被 

夹 在 了 z 和 zz 二 +h 之 间 , 所 以 当 一 0 时 , 根据 三 明治 定理 (参照 3.6 节 ) 我 们 有 

ch 一 7X. 另 一 方面 , 因为 函数 f 是 连续 的 , 当 h 一 0 时 , 一 定 有 /cn) 一 f(z). 也 就 

是 说 ， 
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让 我 们 开始 研究 求 反 导 数 的 方法 , 开始 建立 一 套 求 反 导数 的 技巧 . 在 这 个 章节 
中 , 我 们 将 要 学 习 以 下 方法 : 

。 替代 法 (也 可 以 叫 换 元 法 ); 

。 分 部 积分 法 ; 

。 使 用 部 分 分 式 对 有 理 函 数 求 积分 . 

在 下 一 章 的 学 习 中 , 我 们 将 会 看 到 关于 使 用 三 角 函 数 的 更 多 技巧 . 


18.1 和 蔡 代 法 
使 用 链 式 求 导 法 则 , 我 们 可 以 很 容易 的 求 出 er? 关于 z 的 导数 , 请 看 


d ， 2 2 
-一 (er ) 一 2zez . 
因子 2z 是 出 现在 指数 位 置 的 z2 的 导数 . 现在 , 像 我 们 在 上 一 章 中 的 17.4 节 中 见 
过 的 , 我 们 可 以 得 到 
| >zerac 一 ex” +C 


对 于 任意 常数 C 成 立 . 所 以 我 们 求 得 了 2ze* ”关于 z 的 积分 . 那么 e”” 的 积分 为 
多 少 呢 ? 你 可 能 认为 求解 该 积分 是 很 容易 的 : 
eT’ dx. 


这 个 积分 好 像 并 不 难 求 一 一 但 这 是 不 可 能 的 ! 虽然 不 是 完全 不 可 能 的 , 但 事实 是 
ez 的 反 导 数 表 达 式 是 很 复杂 的 . (要 计算 这 个 积分 你 需要 求助 无 穷 级 数 、 定 积分 或 
一 些 其 他 的 方法 .) 你 会 不 会 认为 er /2z 为 这 个 函数 的 反 导 数 昵 ? 不 是 你 可 
以 使 用 除法 规则 对 这 个 函数 求 导 (关于 x), 求 导 后 的 结果 和 er 有 天 壤 之 别 . 

能 让 我 们 解 出 | 2ze* dz 的 原因 是 2z 这 个 因子 的 存在 , 该 因子 恰恰 就 是 链 式 
求 导 法 则 之 后 的 z2 的 导数 . 现在 考虑 从 这 个 不 定 积 分 开始 : 

2Z2 cos(z3)dz. 

我 们 要 求 这 个 带 着 za 的 cos 函数 的 反 导 数 , 但 是 我 们 还 有 一 线 希望 : 里 面 的 
z3 的 导数 是 3z2. 这 几乎 和 被 积 函数 里 的 一 个 因子 z? 相 匹 配 这 里 仅仅 是 常 
数 3 使 得 问题 看 起 来 有 些 难 了 . 仍然 是 这 样 的 , 常数 可 以 被 移 到 积分 符号 的 外 边 去 ， 
所 以 这 并 不 是 一 个 问题 . 
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让 我 们 从 设置 1 = z3 开始 , 所 以 cos(z3) 变 为 cos(t). 我 们 的 目的 是 : 要 用 t+ 去 
替代 表达 式 中 的 每 一 个 <. 你 可 能 会 说 上 述 的 积分 是 变量 > 统治 的 领地 , 但 我 们 要 
把 它 变 成 t 领地 . 我 们 已 经 把 cos(z3) 替换 掉 , 但 我 们 还 需要 考虑 替换 z2 和 dz. 

事实 上 dz 是 很 重要 的 . 你 不 能 随便 的 把 它 改 为 dt! 因为 + = x3, 所 以 有 
dt/dz = 3x2. 我 们 可 以 把 dz 移 到 等 式 的 右 侧 , 这 样 有 dt = 3z2dz. 我 们 先 不 要 考 
虑 这 意味 着 什么 ; 我 们 将 会 在 18.1.3 节 中 讨论 . 好 , 现在 让 我 们 把 等 式 的 两 端 同 时 
除 以 3 得 3dt = zzdz- 这 样 对 于 原 积分 函数 我 们 可 以 去 掉 zz 和 dz, 而 用 2dt 去 
替代 , 像 这 样 : 

| cos(z3)dz = | ssca)eezdm = | sg (和 . 


中 间 的 过 程 不 是 很 必要 的 , 但 把 z? 和 dz 放 到 一 起 可 以 帮助 我 们 更 清楚 的 看 到 它 
们 被 dt/3 代替 . 无 论 如 何 , 现在 我 们 都 可 以 把 1/3 移 除 积分 符号 的 外 边 , 然后 再 求 
积分 ; 所 以 我 们 有 


j= cos(z3)dz = | ssid = 3 | eu 一 3 sin(t) 十 C. 


如 果 仅 仅 把 答案 写 为 3 sin(!) + C, 这 样 做 有 些 懒 . 我 们 从 变量 x 开始 , 后 变 为 变量 


二 现在 让 我 们 再 变 回 x. 这 样 做 并 不 难 : 仅仅 用 za 替代 上 即 可 . 所 以 最 后 的 答案 
为 : 


|= cos(z3)dz = 3 sin(x3) 十 C. 


我 们 可 以 通过 求 3 sin(za) 对 zx 的 导数 来 校 验 这 个 结果 是 否 正确 . 
人 。 。 让 我 们 再 来 看 些 例子 . 首先 , 考虑 
| ssec (e2*)dzx. 
因为 sec? 里 面 的 变量 是 讨厌 的 ez=, 让 我 们 用 t 去 替代 它 . 所 以 假设 t = ezz. 
求 导 可 得 dt/dz = 2ezr. 现在 把 dz 移 到 右边 可 得 dt = 2ezzdz. 这 几乎 是 我 们 在 积 
分 符号 里 面 看 到 的 -我们 仅仅 需要 的 是 去 掉 因子 2. 所 以 两 端 同时 被 2 除 可 得 
3dt = ez*dz. 把 刚才 的 积分 变 为 以 t 为 变量 , 我 们 有 


| ssee (e2z)dz = | se (e2z )(e2*dz) = | se (t) ( 记 ) . 
现在 把 因子 1/2 移出 积分 符号 然后 积分 可 得 tan(t) +C. 最 后 再 回 到 以 z 为 变 
量 的 状态 , 只 要 用 ez 替代 上 这 样 我 们 证 明了 
| eeee (e2*)dz = 3 tan(e2s) +C. 


”再 一 次 提醒 , 你 可 以 通过 对 右边 求 导 来 校 验 这 个 结果 是 否 正确 ，- 
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| 3z2 十 7 
2Z3 十 7z 一 9 
这 个 例子 看 起 来 很 难 . 幸运 的 是 , 如 果 我 们 对 分 母 zz +7z 一 9 求 导 可 得 3gz2 +7. 因 
此 我 们 可 以 通过 设置 1 = za +7r 一 9 来 求解 . 因为 dt/dz = 3z2 +7, 我 们 可 以 写 为 

dt = (3z? 十 7)dzx. 用 t 做 变量 , 我 们 积分 的 结果 为 
2 

| es z | (Bo +7)dz) = | zat =Inkt|+C. 
现在 用 z3 + 7z 一 9 来 替代 可 以 回 到 以 x 为 变量 的 状态 . 这 样 结果 为 

| 3z2 十 了 
Z3 二 797 一 9 
实际 上 , 这 是 一 种 特殊 情况 : 如 果 /是 可 导 函 数 , 那么 


| fF) gy in|f(o)|+ c| 


dz. 


dz 一 lzs+7z 一 9 二 C. 


f(z) 


所 以 如 果 分 子 为 分 母 的 导数 , 这 时 的 积分 结果 恰恰 是 底 的 log( 底 要 取 绝 对 值 并 加 
C)， 我 们 可 以 通过 设置 上 = f(z) 来 证 明 . 这 时 dt/dz = f(x), 所 以 我 们 能 有 
dt 二 了 f(z)dz， 如 果 我 们 能 用 链 式 法 则 把 由 x 为 变量 变 为 由 t 为 变量 的 状态 , 这 时 
回 到 : 


fa lp ly 
[w=| 击 (09 = | = m+ In|f(z)| + CG. 


这 事实 上 就 是 说 在 上 述 的 例子 


2 
| 3z 十 了 dz, 


Z3 十 7Z 一 9 
中 , 你 可 以 把 答案 写 为 mlza +7z 一 9| 二 CC, 因为 分 子 恰 恰 为 分 母 的 导数 . 有 时 分 子 
是 分 母 导数 的 倍数 , 像 这 样 : 


— dz. 
| Z2 十 8 
分 母 的 导数 是 2z, 但 在 分 子 的 位 置 我 们 仅仅 有 z. 没 问题 一 乘 以 一 个 2 再 除 以 
一 个 2， 像 这 样 : 
I 1 27 

| 天 id- Et 
现在 你 可 以 把 答案 写 为 了 Ih|z?+8|+C 了 , 因为 分 子 (2z) 恰恰 是 分 母 cz+8) 的 
导数 . 最 后 考虑 


| dr. 
zln(z) 
做 这 道 题 的 最 好 方法 是 把 这 个 积分 重 写 为 
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| /rz da 

In(z) 

请 注意 分 母 ln(z) 的 导数 就 是 分 子 1/z. 根据 刚才 盒子 里 的 公式 , 这 个 积分 的 结果 
为 mllin(z)| +C, 这 样 有 


1 
| =In|in(z)|+C. 


18.1.1 换 元 法 和 定 积分 


在 定 积 分 中 你 也 可 以 使 用 换 元 法 . 解决 这 样 的 问题 有 两 种 方法 . 例如 , 计算 
| ZX? cos(Z3)dqz， 
0 
你 可 以 先 计 算 z? cos(z?)dz 这 个 不 定 积分 , 然后 把 积分 上 下 限 写 上 . 在 上 一 节 中 
我 们 已 经 计算 过 这 个 不 定 积 分 了 ; 为 了 简便 , 我 们 用 t = za 去 做 换 元 , 注意 dt = 
3z2dz, 所 以 ad 一 22dz, 这 时 为 


|= cos(Z3)dz = | st) 一 3 | eosWat = 3 sin(t) +C= 3 sin(z’) +C. 


事实 上 最 后 一 步 换 回 到 zx 很 重要 . 无 论 如 何 关键 的 是 我 们 已 经 找到 了 它 的 导 
数 为 x?2 cos(z3), 并 且 我 们 可 以 使 用 17.3 节 中 微 积 分 的 第 二 基本 定理 去 解决 问题 : 
[iz cos(z3)dz = 3 sin(z)|e "= (3 sin(( V37D)’) ) 一 (Bsin(0’)) ， 

0 
通过 计算 可 得 结果 为 1/3. 所 以 使 用 换 元 法 计算 定 积分 的 一 个 方法 是 先 求 不 定 积 
分 , 然后 把 积分 上 下 限 分 别 代入 去 求 定 积分 . 

但 这 儿 还 有 一 个 方法 ! 在 整个 计算 过 程 中 你 都 一 直 计 算 定 积分 , 但 一 定 要 记 
住 把 积分 的 上 下 限 也 用 变量 t 来 表示 . 在 我 们 的 例子 中 , 我们 用 1 = za 去 换 元 ， 
然后 使 用 3dt = z2dz 帮助 我 们 换 到 以 变量 为 t 的 积分 ， 现 在 当 z =0 时 , 我 们 
有 上 + 上 = 03 = 0, 所 以 积分 下 限 为 0， 但 对 于 积分 上 限 , 当 z = ar/2 时 , 我 们 有 

3 
t 二 ( 久 /J2) = mw/2. 这 也 就 是 说 我 们 必须 把 积分 上 限 换 为 x/2. 综 上 所 述 , 这 道 是 
换 元 后 的 结果 为 : 
8/n/2 1 fx/2 
Z2 cos(Z3)dz 一 3 | cos(t)dt. 
0 0 
我 们 很 快 就 会 完成 这 道 题 目 , 但 请 注意 如 果 把 积分 上 限 写 成 这 样 那 就 大 错 特 错 
了 : 
3 [NM cos(t)dt 
0 
因为 我 们 现在 正在 对 t 求 积分 而 不 是 对 x, 因此 积分 上 下 限 也 是 以 t 为 变量 . 事实 
上 我 们 可 以 以 被 积 函数 的 变量 为 积分 上 下 限 的 变量 ,从 而 使 该 积分 更 容易 去 求解 ， 
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像 这 样 : 


z= /nf/2 ] ft=7/2 
| 2? cos(Z3)dz = 3 | cos(t)dt. 
t=—0 


T=0 一 

”这 真 的 强调 了 我 们 正在 做 的 事 : 当 > =0 时 , t 也 为 0; 但 当 x = Wx]2 时 ， 
t 二 zx/2. 所 以 让 我 们 总 结 一 下 , 实际 上 有 三 次 替代 : 

(1) dz 一 一 .我 们 要 用 dt 来 表示 它 , 我 们 可 以 借用 被 积 函 数 里 的 其 他 带 有 x 的 
项 来 帮助 我 们 做 相应 的 变化 ; 

(2) 把 被 积 函数 里 所 有 带 有 x 的 项 都 用 t 来 表示 ; 

(3) 积分 上 下 限 也 用 t 来 表示 . 

让 我 们 来 完成 这 道 题目 . 最 好 的 方法 是 我 们 把 计算 过 程 写 在 左边 , 像 这 样 : 


8/n/2 /2 ] 
t=%3 | 22 cos(Z3)dz = | 3 cos(t)dt 
0 0 
dt = 3z2dzx, 所 以 zx?dzx = la 1. ™/2 
3 = = sin(t) 
当 z =0,t=0 3 0 
当 z = r,t = 1/2 = (sn ) 国 (3 sin(0)) - 了 


注意 , 在 我 们 开始 右边 的 计算 之 前 要 先 把 左边 的 准备 工作 做 完 , 因为 我 们 要 使 
用 左边 所 有 的 信息 帮助 完成 以 上 为 变量 的 转换 . 
这 儿 有 一 个 看 起 来 更 复杂 的 例子 : 
V3/2 1 
| Vi 
先 问 问 你 自己 : 在 这 个 被 积 函数 中 , 有 哪 一 项 是 另 一 项 的 导数 吗 ? 我 们 很 幸运 ， 
是 这 样 的 : sin-1(z) 的 导数 为 1/Vi - z2. 所 以 试 着 用 这 个 替换 t+ = sin-!(z). 的 确 
是 这 样 的 , dt/dz = 1/V1 一 27, 所 以 我 们 有 
1 


dt = dz. 


V1 一 zZ2 
我 们 还 需要 把 积分 上 下 限 用 t 来 替代 , 把 z = 1/V2 和 z = V3/2 分 别 代 入 
t 二 sin-!(z). 你 会 分 别 得 到 t = x/4 和 t= /3, 只 要 你 还 记得 反 三 角 函 数 的 基本 
知识 ! (参照 第 10 章 复 习 这 方面 的 知识 .) 我 们 把 这 些 东 西 综合 在 一 起 , 可 得 : 


t= sin (2) |W 1 gy 
一 in-! 2 

dt Vi 1/V3 sin 1 Vt(1— 2) 

当 o = 方 ,t=sin” ( 霹 ) = = | t= 

| -人 


OW EY 


354 第 18 章 积分 的 方法 : 第 一 部 分 


为 得 到 这 个 最 后 的 化 简 结果 , 我 们 需要 知道 基本 的 对 数 运 算法 则 (参照 9.1.4 节 ). 
最 好 你 能 记 住 这 些 . 

顺便 说 一 下 , 如 果 你 目光 锐利 , 你 会 注意 到 上 述 的 替代 实际 上 是 上 一 节 的 最 后 
一 个 例子 的 特例 . 这 给 了 我 们 一 个 方法 去 求解 这 个 积分 

V3/2 1 
js nT 
让 我 们 从 不 定 积分 开始 , 把 它 重 写 为 : 
| 了 | VV- 2 
sin “1(z)V1i— 723 sin 1(z) 

注意 分 子 正 好 是 分 母 的 导数 , 所 以 我 们 要 取 分 母 的 绝对 值 的 对 数 , 得 到 最 后 的 答案 
为 


| 去 dz 一 In|sin-i(z)| + C. 


现在 为 了 计算 这 个 定 积分 , 可 以 替代 原始 的 积分 上 下 限 1/V2 和 V3/2, 一 次 一 
个 代入 |sin  (z)| 这 个 表达 式 , 然后 再 求 差 . 我 把 计算 的 细节 留 给 你 去 做 . 
这 儿 有 一 个 关于 替代 法 的 不 同 的 问题 . 在 16.1.1 节 中 , 我 们 说 过 


如 果 f 是 一 个 奇 函数 , 这 时 对 于 任何 a 都 有 | f(sdz =0 
你 怎样 证 明 这 是 正确 的 呢 ? 我 们 从 在 zx =0 点 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 开始 : 
| f(r)dz = | f(z)dz+ | f(z)dz. 
对 于 等 式 右边 的 第 一 个 积分 , 让 我 们 用 t _z 去 替代 . 这 时 dt 二 _dz; 并 且 当 
t = -a 时 , 我 们 看 到 z = a, 当 t=0 时 , z =0. 所 以 我 们 有 
| f{z)dz =— | f(t)dt = | f(t)dt. 


在 最 后 一 步 我 们 用 负 号 切换 积分 上 下 限 . 现在 因为 函数 f 为 奇 函 数 , 所 以 f(t) = 
一 f(t). 这 表明 了 


| f(—t)dt = 一 | f(t)dt. 

现在 , 如 果 我 们 把 虚假 变量 变 回 zx, 那 我 们 就 证 明了 随后 的 这 个 结果 : 
0 @ 
| f(z)dz = 一 | f(x)dz. 


这 个 等 式 只 有 在 函数 f 为 奇 函数 时 才 成 立 ! 总 之 , 我 们 可 以 回 到 最 初 的 方程 并 使 用 
刚才 的 这 个 结果 : 


| f(z)dz = | jz)dz 十 | f(z)dz = — | f(z)dz 十 | f(z)dz = 0. 


a 
0 
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我 们 的 任务 完成 了 ! 
18.1.2 ”怎样 决定 替代 公式 

你 怎样 选择 被 替代 的 函数 呢 ? 这 是 个 很 好 的 问题 . 基本 思想 是 寻找 被 积 函数 中 
的 一 些 部 分 , 其 导数 也 出 现在 这 个 被 积 函数 中 . 在 下 面 这 个 积分 中 . 


1 
| sin 1(z)V1— z2 ql, 
我 们 选择 t = sin-!(zx) 换 元 , 因为 它 的 导数 1/V1 一 x2 也 恰恰 在 被 积 函 数 中 . 在 下 
列 积分 中 这 个 替代 法 也 是 适用 的 . 


sin 1(z) esin—1 x 1 z 
| 3” | * | i 
在 以 + 为 变量 的 情况 下 , 这 些 积分 分 别 变 为 


ja | sae 和 | 2 


前 两 个 积分 很 容易 观察 出 来 ; 但 对 于 第 三 个 可 不 是 那么 容易 了 , 需要 把 平方 根 拆 开 


观察 换 元 法 怎样 帮助 我 们 计算 . 
1 


| sin (7X)(1 一 可 -| /sin V1— 2 
现在 确定 你 6 t 为 变量 的 积分 ， 多 后 可 以 再 把 它们 替换 回 以 x 
为 变量 的 积分 . (对 于 第 三 个 积分 , 如 果 我 们 把 1/vt 写 为 {1/2 会 方便 我 们 计算 . ) 
无 论 怎样 算 你 都 会 分 别 得 到 
sin (2) 2 +C， esin '(z)+-C， 和 2\/sin :(z) + C， 

把 得 到 的 每 一 个 结果 求 导 校 验 看 我 们 的 计算 是 否 正确 . 

有 时 怎样 去 换 元 不 是 很 明显 . 例如 , 你 怎样 计算 这 个 积分 
dz? 


e 

e2z 十 1 
可 能 想象 出 来 的 蔡 代 为 上 = e”,t = ezz,t = ezz +1. 这 后 两 个 替代 并 不 能 解决 问题 ， 
因为 在 这 两 种 情况 中 dt = 2e?*dzx, 但 在 被 积 函 数 的 分 子 中 没有 e2” 这 项 . 所 以 让 我 
们 设 t = e”, 这 时 我 们 有 dt = erdz, 该 项 正好 出 现在 分 子 . 至 于 分 母 , 我 们 可 以 把 
e2z 改写 为 (e*)?, 这 就 是 如 . 所 以 


er 1 
| 去 Tid = | od 
这 个 积分 的 结果 为 tan-1(t) +C. 再 把 它 换 回 以 z 为 变量 的 积分 , 我 们 有 


tan—l 
| 二 Tdz 一 tan- (ez) 十 C 


Sa 
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对 于 任何 常数 C 都 成 立 ， 我们 可 以 通过 把 等 式 的 右 端 求 导 来 校 验 这 个 结果 是 否 
正确 . 
让 我 们 再 看 一 个 例子 : 

[EE 十 2dz. 


关于 计算 Vaz 十 这 种 类 型 的 积分 我 们 有 一 个 非常 好 的 方法 . 可 以 简单 的 设 t = 
Wazx 十 b, 在 求 dt 之 前 要 先 两 边 同时 n 次 方 . 所 以 : 


在 换 掉 yaz 十 5 之 前 , 设 t1= Waz 十 b 并 对 等 式 刀 = az 十 b 两 端 求 导 . 
所 以 在 我 们 的 例子 中 设 t= 537 十 2. 为 找到 dt, 把 等 式 的 两 端 5 次 方 得 此 = 3z 十 2. 
现在 把 这 个 新 的 等 式 两 端 同 时 对 合适 的 变量 (由 链 式 法 则 决定 ) 求 导 得 5t4dt = 3dz. 
5t4 是 芭 关于 t 的 导数 , 3 是 3z+2 关于 z 的 导数 . 所 以 我 们 找到 了 可 以 用 t 去 表 
示 3 dz 的 表达 式 , 等 式 两 端 同时 除 以 3 我 们 就 得 到 了 dz 的 表达 式 . 在 本 例 中 我 们 
有 


5 4 


(通过 写 出 关于 x 的 表达 式 = = 3 (上 5 - 3) 再 两 边 同时 对 + 求 导 也 可 得 上 式 .) 现在 
让 我 们 回 过 去 重新 看 这 个 积分 . 该 积分 表达 式 有 三 项 : z、W3z 十 3 和 dz. 第 二 项 
就 是 & 我 们 已 经 找到 了 用 t 表示 第 三 项 的 表达 式 . 那么 第 一 项 z 该 怎么 处 理 呢 ? 
我 们 知道 = 3z + 2, 所 以 可 以 重新 整理 这 个 等 式 可 得 = = 3 (5 一 2). 这 样 这 个 
积分 表达 式 为 

| zy/ Td = | 了 (5 _ 2)(t) x ttdt 
现在 我 们 先 做 乘法 然后 再 积分 可 得 


5faio_ ws _ 5 5,6 
se 2t5)dt = 而 弓 Dt + 0. 


再 回 到 以 x 为 变量 的 积分 : 用 t= (3z + 2)!s 再 替换 得 
32 + 2)11/5 一 37 十 2)6/5 十 C 

你 应 该 试 着 自己 解决 这 个 问题 , 把 你 的 解 题 思 路 写 在 计算 过 程 的 左边 , 我 们 在 
从 前 的 例子 中 演示 过 . 并 且 你 也 应 该 把 所 得 的 积分 结果 求 导 , 校 验 你 是 否 会 得 到 
rz537 十 2. 顺便 说 一 下 , 你 是 否 注意 到 这 道 题 用 的 换 元 法 同 我 们 以 前 的 换 元 有 何不 
同 ? 确实 有 一 点 点 不 同 , 在 其 他 的 例子 中 我 们 用 的 方程 是 dt=( 关 于 z 的 函数 )qz， 
然而 在 这 个 例子 中 我 们 写 为 dz = Sat. 这 种 写法 对 于 我 们 的 计算 很 有 帮助 , 因为 
我 们 可 以 直接 替代 dz. 在 所 有 的 其 他 的 例子 中 , 我 们 不 得 不 找到 一 个 已 经 存在 的 z 
的 表达 式 的 常数 倍 这 样 才 有 机 会 化 简 . 在 19.3 节 中 , 我 们 将 要 看 到 能 直接 替代 dz 
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的 其 他 的 例子 . 
总 的 来 说 , 对 于 怎样 换 元 没有 硬性 规定 . 你 需要 跟着 直觉 走 , 只 有 在 做 了 大 量 
的 习题 之 后 你 的 直觉 才 会 越 来 越 正 确 . 可 以 尝试 任何 你 想到 的 替代 . 如 果 替 代 后 的 
积分 比 原始 的 积分 更 糟糕 , 或 者 你 找 不 到 任何 方法 把 每 一 个 变量 都 化 成 t 变量 , 这 
时 不 要 着 急 : 你 仅仅 需要 做 的 是 再 回 到 原始 积分 , 然后 尝试 其 他 的 替代 . 
现在 , 在 介绍 分 部 积分 法 之 前 我 需要 再 阑 述 两 点 ， 第 一 点 是 换 元 方法 的 识别 ; 
在 下 一 节 中 我 将 要 介绍 这 点 . 第 二 点 是 对 换 元 法 的 总 结 , 如 下 所 示 . 
。 对 于 不 定 积分 , 用 上 和 dt 分 别 去 表示 带 有 z 的 表达 式 和 dz, 然后 再 求 这 个 
新 的 用 t 表达 的 积分 , 最 后 再 换 回 到 z. 
。 对 于 定 积分 , 用 上 和 dt 分 别 去 表示 带 有 zx 的 表达 式 和 dz, 并且 也 要 把 积分 
上 下 限 换 为 与 t 相关 的 , 这 时 计算 这 个 新 的 积分 (没有 必要 再 回 到 以 > 为 变 
量 的 状态 )， 当 然 也 可 以 用 另 一 个 方法 , 那 就 是 先 把 它 看 成 不 定 积分 计算 结 
果 , 然后 再 把 积分 上 下 限 分 别 代 入 求 最 后 的 结果 . 


18.1.3 ” 换 元 法 的 理论 解释 


假设 你 想 在 某 些 积分 中 做 这 样 的 替代 t = z?2. 这 样 你 得 到 dt/dx = 2z, 改写 为 
dt = 2zdz. 在 某 种 意义 下 , 这 是 一 种 没有 意义 的 陈述 一 一 毕竟 dt 和 dz 没什么 实 
际 意义 . 我 们 知道 dt/dz 是 一 种 导数 的 表现 形式 , 但 在 第 13 章 中 dt 和 dz 仅仅 被 
定义 为 微分 . 所 以 dt = 2zdz 究竟 意味 着 什么 ? 一 个 好 的 解释 是 当 上 发 生 微小 变化 
时 , 它 的 变化 量 是 它 所 对 应 的 x 的 微小 变化 量 的 2z 倍 . 实际 上 在 5.2.7 节 中 有 过 
这 种 类 型 的 表达 式 . 你 可 以 采用 这 种 方式 去 观察 它 , 看 怎样 用 黎 曼 和 解释 它 , 但 这 
儿 有 一 个 更 好 的 方式 ; 仅仅 使 用 链 式 法 则 . 

这 是 怎样 去 解释 这 个 积分 的 细节 . 设想 你 已 经 做 了 一 个 替代 上 = 9(z), 我 们 用 
以 t 为 变量 的 f(t)dt 结束 , 该 积分 的 结果 为 F(t) + C(C 为 常数 ). 所 以 这 个 积分 
以 t 为 变量 可 写 为 : 


| = F(t)+C. 


因为 上 g(z), 所 以 我 们 可 得 dt = g'(z)dz, 这 样 上 述 方程 可 以 转化 为 以 x 为 变量 
的 式 子 : 

| f(gte)g' (was = F(g(z) +C. 
我 所 做 的 就 是 分 别 用 g(z) 替代 上 用 g'(z)dz 去 替代 dt. 所 以 如 果 你 想 证 明 这 个 替 
代 是 有 效 的 , 我 们 需要 证 明 上 述 方程 是 正确 的 . 设 h(z) 二 F(g(z)); 根据 链 式 法 则 
(参见 6.2.5 节 第 一 部 分 ), hv(z) = Fr'(g(z))g'(z) 这 种 表示 形式 是 正确 的 . 我 们 可 以 
以 不 定 积分 的 形式 来 表达 : 
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| ee)roaz=na+c 
因为 h(x) = F(g(z)), 我 们 有 
| ole)g (nas = FeD)+C 
现在 , 因为 『 f(t)dt = F(t) 十 O, 所 以 F(t) = f(8); 因为 上 = g(x), 我 们 有 F'(g(z)) = 
f(g(z)). 这 样 上 述 方程 变 为 
| freeo)rodz = Peto)+c 
这 正 是 我 们 要 证 明 的 方程 
顺便 说 一 下 , 这 个 漂亮 的 方程 可 以 帮助 我 们 证 明 一 种 换 元 法 , 这 种 方法 恰恰 就 
是 我 们 在 上 一 节 的 最 后 一 个 例子 之 后 讨论 过 的 . ( 当 我 们 学 习 19.3 节 的 三 角 替 代 法 
时 , 将 会 一 次 又 一 次 的 见 到 这 个 方法 ). 第 二 种 换 元 法 是 , 不 是 设 t g(z) 而 是 对 于 
一 些 函数 g 设 = - gl), 这 样 我 们 用 w(bdt 蔡 代 dz. 在 这 种 情况 下 , 最 初 的 积分 函 
数 | f(z)dz 现在 变 为 
| Fearod 
现在 我 们 可 以 计算 出 这 个 积分 了 , 然后 再 回 到 以 z 为 变量 的 积分 上 . 根据 我 们 
刚才 证 明 的 漂亮 的 方程 , 其 中 用 ; 替代 了 z, 我 们 看 到 上 述 积分 等 于 F(g(t)) + 0， 


其 中 FF 是 f 的 反 导 数 . 这 时 的 结果 恰恰 就 是 F(z) + C, 这 正 是 我 们 想 要 的 . 所 以 
这 个 方法 很 管用 , 这 样 我 们 就 证 明了 此 换 元 法 . 


18.2 ”分 部 积分 法 


我 们 已 经 看 到 怎样 通过 使 用 换 元 法 来 找 链 式 求 导 法 则 的 逆 运 算 . 这 有 还 一 种 方 
法 可 以 找到 乘积 法 则 的 逆 运 算 一 一 我 们 称 之 为 分 部 积分 法 . 让 我 们 回忆 一 下 6.2.3 
节 的 乘积 法 则 : 如 果 ww 和 v 是 关于 z 的 函数 , 则 有 

二 (Ga) 一 vd 十 也 一 一. 
让 我 们 重新 写 一 下 这 个 方程 , 等 式 两 边 同 时 再 对 z 求 积 分 . 我 们 得 到 
dv d du 
[pt = | 二 (uv)dz 一 | 呈 az 

等 式 右 侧 的 第 一 项 是 函数 uw 导数 的 反 导数 , 所 以 它 等 于 ww+C. 其 实 +C 是 不 
必要 的 , 因为 等 式 右 侧 的 第 二 项 已 然 是 个 不 定 积分 : 它 自动 包含 一 个 +C. 所 以 我 
们 已 经 证 明了 


dv du 
[Bt 一 UV 一 | 全 ar 
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这 就 是 分 部 积分 的 公式 , 这 种 形式 是 非常 实用 的 , 但 我 们 还 有 这 种 形式 的 简单 
写法 , 这 种 写法 更 方便 . 如 果 我 们 用 dv 替代 Yqz, 用 dw 替代 Sdz, 会 得 到 以 下 


T 
公式 
| 一 WO 一 | 


再 一 次 提醒 , 这 仅仅 是 公式 的 简写 形式 , 但 这 种 写法 确实 很 实用 . 让 我 们 看 看 它 怎 
样 帮助 我 们 解决 问题 . 假设 我 们 想 求解 


Terdz. 


换 元 法 看 起 来 不 管用 了 ( 试 试看 看 是 否 能 解决 问题 ), 所 以 让 我 们 尝试 着 使 用 分 部 
积分 法 . 我 们 首先 要 得 到 wdv 这 种 形式 的 积分 , 这 样 才能 应 用 分 部 积分 法 . 有 很 
多 种 方法 可 以 化 成 这 种 形式 , 但 有 一 种 很 管用 的 方法 : 设置 w =z 并且 dv = erdz. 
这 时 我 们 有 | zxe*dzx = [wdvw. 

现在 , 让 我 们 使 用 分 部 积分 法 , 我 们 需要 找到 du 和 v dw 很 容易 找到 : 我 们 知 
道义 = z, 所 以 du=dz. 那么 "怎样 去 找 昵 ? 我 们 有 dv = erdz, 所 以 v 究竟 是 多 少 
呢 ? 仅仅 对 这 个 等 式 两 侧 同 时 求 积分 : dv = erdqz. 这 也 就 是 说 v= er + C. 实际 
上 我 们 并 不 需要 这 样 的 v 我 们 仅仅 需要 能 给 出 我 们 dv = erdz 这 种 形式 的 v 
所 以 我 们 可 以 忽略 +C 仅仅 设置 v = er. 

我 们 现在 要 开始 应 用 分 部 积分 法 的 公式 了 , 其 中 必 = z、du = dz、v = er, 并 
且 dv = erdx. 使 用 这 个 公式 的 最 简单 的 方式 是 有 一 定 间隔 的 写 下 这 个 公式 , 这 时 
如 下 这 样 进行 替代 ; 


| 一 Uv 一 | 
一 一 
| se 一 Zex 一 | was 


现在 我 们 仍然 有 一 个 积分 被 剩 下 了 , 唯一 被 剩 下 的 erdz 的 结果 为 er +C. 把 
这 个 加 进去 , 我 们 得 到 | ze*dz = ze” -~ ez + C. (从 技术 的 角度 来 说 应 该 是 -C, 而 
不 是 +C; 但 减 一 个 常数 也 就 是 加 这 个 常数 的 相反 数 , 区 分 这 个 是 很 没有 必要 的 .) 

为 了 能 计算 出 du 和 vw, 我 建议 你 这 样 来 写 : 

du = dv = edz, 
这 时 我 们 通过 对 v 求 导 和 对 dw 求 积 分 来 填写 空白 处 : 
人 一代 UV 二 ee” 
du 一 az du 一 erd7z. 
这 时 你 能 很 容易 的 用 分 部 表达 式 来 替代 这 个 积分 , 因为 我 们 已 经 做 好 了 所 有 的 准备 
工作 . 
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你 究竟 为 什么 决定 选择 w = zx 和 dv = erdzr 呢 ? 为 什么 我 们 不 设置 = e 和 

dv = zdz 呢 ? 我 们 可 以 这 样 做 的 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 会 有 
U=e” v= 了 2 
qu 一 ezd7r do = Zzdz; 


注意 我 们 通过 对 dw = zdz 求 积 分 得 到 v = zz2( 记 住 我 们 不 需要 十 C). 这 时 通过 
分 部 积分 法 我 们 有 
| 二 WV 一 | 
| sorae =| 2- ez 了 一 | S22 Gd 

整个 解 题 过 程 没有 任何 错误 , 但 它 却 很 不 实用 . 你 看 , 最 后 这 个 积分 是 个 比 原始 积 
分 更 复杂 的 积分 ! 所 以 我 们 最 好 使 用 第 一 种 假设 方法 . 通常 来 说 , 如 果 你 在 表达 式 
里 面 见 到 er, 好 好 待 它 一 一 它 是 你 的 朋友 , 因为 它 的 积分 是 它 自己 . 这 里 的 规则 是 
如 果 er 存在 , 我 们 通常 让 dv = erdz, 因为 这 样 可 以 很 简单 的 得 到 wv 即 为 es. 


一 些 细 节 


这 里 面 有 很 多 复杂 的 情况 . 有 时 你 需要 计算 多 次 分 部 积分 . 例如 , 你 怎样 计算 
|> sin(z)dz? 


很 好 , 它 是 一 个 乘积 的 形式 , 所 以 换 元 法 不 适用 , 让 我 们 试 着 用 分 部 积分 法 . 这 
里 没有 ez, 但 是 有 sin(z), 这 也 非常 好 . 让 我 们 设置 v = x?, 并 且 dv = sin(z)dz. 我 
们 得 到 
也 一 2 y= — cos(x) 
dv 一 2 dzxdv = sin(Z)dz; 
这 里 我 们 通过 对 dv = sin(z)dz 求 积分 可 得 v = sin(z)dz = 一 cos(zx)( 记 住 没 有 必 
要 写 +C). 所 以 我 们 有 


| 一 Lu 一 | 
一 一 人 一 一 人 一 一、 
| sin(x)dzx 一 Z2 (一 cos(zZ)) 一 | (一 cos(Z)) 2zdz 
一 一 Z2 cos(Z) 十 | cos(Z) . 2zdz. 


现在 我 们 把 2 从 最 后 的 积分 中 拖 搜 出 来 , 我 们 将 要 完成 这 个 积分 , 只 要 我 们 知道 
zcos zdz 的 积分 结果 . 这 比 我 们 的 原始 积分 表达 式 要 简单 , 原始 表达 式 里 是 zx? 而 
现在 仅仅 为 x 了 , 毕 竞 余弦 和 正弦 函数 是 非常 相似 的 . 所 以 再 一 次 用 分 部 积分 法 . 
让 我 们 假设 U0 =z 并且 dV = cos(z)dz; 这 次 我 使 用 大 写字 母 是 因为 第 一 次 我 已 使 
用 了 小 写字 母 . 现在 我 们 有 
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U=Z V = sin(7z) 
dU=dr dV = cos(z)dz, 
这 样 通过 替代 , 我 们 有 
Jvav =0v - [vav 


人 ~ 
| Zcos(z)dz 一 2sin(zZ) 一 | sin(Z)dz. 
我 们 已 经 知道 [| sin(z)dz = - cos(z) +C, 所 以 有 
Tcos(Zjdz = zsin(z) + cos(z)+C. 
我 们 几乎 快 完成 了 . 我 们 仅仅 需要 做 的 是 把 这 些 代 入 最 开始 的 表达 式 里 : 
| = sin(Z)dz = 一 Z2 cos(Z) 十 2zsin(z) + 2cos(Z) + C. 
(再 一 次 强调 , 我 不 写 +2C 因为 它 就 是 一 个 常数 . ) 
有 时 在 两 次 分 部 积分 之 后 情况 并 未 好 转 . 在 这 种 情况 下 如 果 你 运气 好 , 那么 将 
会 得 到 原始 积分 的 倍数 . 如 果 你 很 不 走运 , 那 你 只 有 把 刚才 的 计算 扔 到 一 边 , 重新 
再 来 了 . (如 果 你 很 不 走运 , 那么 原始 积分 就 可 能 会 被 正好 约 掉 , 要 是 这 样 就 一 点 忙 
也 帮 不 上 了 ! ) 这 种 情况 到 底 是 什么 样 的 , 这 儿 有 一 个 例子 : 
| amerar 
对 于 这 个 被 积 函数 , 它 即 包含 余弦 函数 又 包含 对 数 函 数 , 但 我 更 倾向 于 用 对 数 函 数 ， 
所 以 让 我 们 设置 v = cos(z), dv = e2<dz. 我 们 得 到 
化 一 cos(Z) v 一 ae 
du 一 一 sin(z)dz dv = e2*dz. 
( 当 你 对 e2z 求 积分 以 求 v 时 , 别 态 记 要 除 以 2. ) 这 样 我 们 有 
jer= Uv 一 | 


| em e2*dz = cos{zZ) so 一 | Se (一 sin(z))dz 
一 > cos(Z)e2z + 3 | 各 ezan 
现在 等 式 右 侧 的 新 积分 同 我 们 最 开始 计算 的 积分 表达 式 的 难度 是 等 同 的 , 所 以 
对 于 我 们 选择 的 这 种 计算 方法 是 否 合适 现在 还 不 是 很 清楚 . 无 论 如 何 我 们 先 保留 这 
种 方法 , 再 次 用 分 部 积分 法 , 这 次 我 们 设 UV = sin(x),dV = e2*dx. 让 我 们 看 得 到 什 
么 : 
U = sin(2) V = jo” 


dU = cos(z)dr dV = e2*dz. 
通过 分 部 积分 法 , 我 们 有 
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To 
2 


-3 | ss )e2=dz. 
把 这 两 次 的 计算 合并 到 一 起 ， 我 们 有 
| sayezradz 一 cos(Z)e22 十 3 (3 sin(z)e2z 一 3 | coeran) 


|vav= UV 一 jy 
sc Tale Je 
(z)e 


一 = 3sin(z 


= 3 cos(Z)e2z 十 sin(Z)e2z 一 2 | osoeras 
这 能 帮助 我 们 计算 吗 ? 是 的 一 一 如 果 我 们 注意 到 在 等 式 的 两 端 出 现 同样 的 积 
分 , 这 时 再 把 这 两 个 积分 都 移 到 等 式 的 左边 . 事实 上 , 我 们 可 以 在 等 式 两 侧 同 时 加 
上 原始 积分 的 1/4, 这 样 可 以 把 等 式 右边 的 积分 消 掉 , 再 加 上 一 个 常数 C 得 到 
了 | sos(oezan 一 ecos(z)ezs 十 sin(zje2s 十 C. 
现在 我 们 在 等 式 两 侧 同 时 乘 以 4/5 得 到 
| esoeraz 一 3 cos(zjez 十 = sin(x)e2* 十 C 


(再 一 次 提醒 , 我 们 不 写 +5C; 我 们 仅仅 写 +C 来 表示 常数 .) 

这 里 有 另 一 种 类 型 的 积分 也 需要 用 到 分 部 积分 法 , 但 是 它 的 计算 更 复杂 . 在 这 
种 情况 下 , 这 种 类 型 的 积分 没有 乘积 的 形式 . 一 些 这 种 类 型 的 积分 有 ; 

| mas |eaeopar， 可 -as | aoar 
这 也 就 是 说 , 如 果 积 分 是 反 三 角 函 数 或 In(z) 的 窜 的 形式 , 可 以 用 分 部 积分 法 . 在 
这 种 情况 下 , 你 应 该 设置 v 为 这 个 函数 本 身 , 并 让 dv=dx. 例如 , 计算 
[ tan™ 1(z)dz, 
我 们 设置 w = tan-1(z), dv = dz. 这 时 我 们 有 
u=tanl(z) w=Z 


1 
dz 一 Ti Tadr dv= dz7, 


并 且 所 以 有 (我 们 暂时 忽略 积分 上 下 限 ) 
j= Uv 一 jo 


1 


—1 tan-l 加 
jar (z)dz = tan !(z)z TIT 


dz 


= ztan 1(z)— | Td 
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使 用 18.1 节 最 后 的 方法 , 右 侧 的 积分 等 于 :In(1-z3) 十 C( 确 信 你 同意 这 点 ! ) 
所 以 我 们 有 
1 1 
| tan-!{(z)dz = (an 一 Lin(1 +t)) | 二 也 一 Lin(2). 
0 2 o 4 2 
你 怎么 得 到 这 个 最 后 的 答案 呢 ? 我 们 知道 对 数 和 反 三 角 函 数 ! 确保 你 相信 上 述 
答案 是 正确 的 . 同时 , 注意 我 们 先 计算 不 定 积分 以 便 计 算 定 积分 (我 们 要 先 把 积分 
变量 转移 到 以 v 和 。 为 变量 上 来 ! ). 这 通常 是 一 个 很 好 的 方法 . 也 就 是 说 , 当 用 分 
部 积分 法 求解 一 个 定 积分 的 表达 式 时 , 先 寻 找 它 的 不 定 积分 , 最 后 再 把 积分 上 下 限 
代入 . 


18.3 部 分 分 式 
让 我 们 研究 怎样 对 一 个 有 理 函 数 求 积分 . 我 们 将 要 计算 的 积分 如 下 所 示 : 
?(2) oy 
a(z) ” 
其 中 p 和 9 为 多 项 式 . 这 种 类 型 在 积分 中 所 占 的 比例 也 很 大 , 例如 


Z2 十 9 化 1 
| 所 a | 二 ia 或 | 二 de 
这 些 题目 看 起 来 有 些 复杂 . 这 儿 也 有 一 些 简 单 的 例子 : 
37 


1 1 1 
| 到 id | sd | 过 dt 和 | 

最 后 这 四 个 积分 也 是 有 理 函 数 的 积分 但 相对 简单 一 些 ， 我们 可 以 尽量 使 用 换 
元 法 求解 这 些 积 分 .( 对 这 四 道 题目 的 换 元 分 别 是 上 = z 一 3 = zz 上 +5t = z/3 和 
t 二 2? 十 9.) 前 面 的 两 个 积分 的 分 母 是 线性 方程 的 寡 , 而 后 两 个 是 二 次 函数 且 不 能 
被 因 式 分 解 . 

基本 方法 : 首先 我 们 将 要 看 到 怎样 处 理 有 理 函 数 , 我 们 要 通过 一 些 代数 运算 把 
它 分 解 成 几 个 更 简单 的 有 理 函 数 的 和 的 形式 ; 然后 将 看 到 如 何 对 这 些 简单 的 有 理 
函数 求 积 分 . 我 们 提 到 的 这 些 更 简单 的 有 理 函 数 就 像 刚才 最 后 那 四 个 一 样 : 它们 要 
么 看 起 来 像 一 个 常数 比 上 一 个 线性 函数 的 寡 , 或 者 像 一 个 线性 函数 比 上 一 个 二 次 函 
数 . 我 们 将 要 首先 研究 这 些 代数 运算 , 然后 再 用 微 积分 的 方法 . 最 后 我 将 会 给 出 这 
种 方法 的 总 结 , 并 且 给 出 一 个 完整 的 例子 . 


18.3.1 ”部 分 分 式 的 代数 运算 


我 们 的 目的 是 把 一 个 有 理 函数 分 成 许多 更 简单 的 部 分 .第 一 步 是 确保 这 个 函 
数 的 分 子 的 次 数 小 于 分 母 . 如 果 不 是 这 样 , 我 们 需要 先 做 一 个 多 项 式 的 除法 . 所 以 
在 下 面 这 些 例 子 中 : 


pa 
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Z 十 2 5z2 十 Z 一 3 
| 且 iaz 和 | dz， 


第 一 例 很 容易 , 因为 很 显然 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 . 但 第 二 个 例子 不 是 那么 容易 了 ， 
因为 分 子 的 次 数 同 分 母 的 是 一 样 的 (都 是 2). 如 果 分 子 是 三 次 或 更 高 次 , 那 我 们 会 
有 同样 的 麻烦 . 那样 的 话 我 们 要 做 一 个 多 项 式 的 除法 . 为 此 将 其 写 为 

分 母 V 分子 


来 看 我 们 的 例子 
| 5z2 十 2 一 34 
一 2 oY, 
22< 一 工 


对 于 这 道 题 的 除法 算式 如 下 : 


这 个 除法 告诉 我 们 商 为 5, 余数 为 z+2. 所 以 我 们 有 
572+X 一 3 5 z++2 
Bl a 


如 果 等 式 两 边 同 时 对 z 求 积分 , 我 们 有 
| ao- |(5+ 3 ) da 


2Z2 一 工 Z2 一 1 
现在 我 们 能 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 , 并 且 对 第 一 部 分 求 积 分 , 我 们 看 到 原始 的 积分 


变 为 
ZX 二 2 Z 十 2 


sz 各 ar =5r+ | 2 

这 个 新 的 积分 的 分 子 次 数 为 1, 分 母 次 数 为 2, 这 正 是 我 们 想 要 的 结果 . 现在 我 们 准 
备 好 , 可 以 继续 后 续 计 算 了 . 

接 下 来 , 我 们 将 要 分 解 分 母 因 式 . 如 果 分 母 是 一 个 二 次 函数 , 请 检验 它 的 判别 
式 : 像 我 们 在 1.6 节 中 见 过 的 那样 , 如 果 判 别 式 为 负 , 你 不 能 对 它 进行 因 式 分 解 . 否 
则 , 你 可 以 手动 进行 因 式 分 解 或 使 用 二 次 公式 . 如 果 分 母 是 很 复杂 的 , 你 不 得 不 猜 
想 一 个 根 , 然后 再 用 多 项 式 的 除法 . 

在 因 式 分 解 分 母 之 后 , 下 一 步 我 们 要 写 下 的 一 些 东 西 叫做 “分 部 ”. 这 是 通过 把 
分 母 的 一 个 或 更 多 的 因 式 加 到 一 起 构成 的 , 它 依据 如 下 的 规则 : 

(1) 如果 分 母 是 线性 因子 (x + a), 那么 这 个 分 部 有 如 下 的 形式 : 

A 


dz. 


z+a 


(2) 如 果 有 一 个 线性 因子 的 平方 形式 (x + a)?, 那么 我 们 的 分 部 如 下 所 示 : 
A B 


Zial tt Zia 
( ) 
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(3) 如 果 有 一 个 二 项 式 的 形式 (x? + az 十 趾 , 这 时 分 部 的 形式 如 下 所 示 : 
Az+B 
ZT2+ar+i+b 

这 些 都 是 很 常见 的 例子 . 这 儿 也 有 一 些 不 常见 的 例子 . 

(4) 如 果 有 一 个 线性 的 三 次 方 的 形式 (x + a)3, 那么 这 时 分 部 类 似 于 : 

4 B C 
(Frias (Gra TO 
(5) 如 果 得 到 的 是 一 个 线性 的 四 次 方 , 那么 分 部 有 如 下 的 形式 : 
A B CG D 
(Zia trast trast zra 

注意 : 分 部 仅仅 是 由 分 母 决定 的 , 这 同 分 子 是 没有 关系 的 ! 并 且 当 我 们 使 用 常 
数 A、B、C、D 时 , 记 住 你 不 能 在 不 同 的 表达 式 里 重复 使 用 这 些 字母 . 所 以 你 需要 
使 用 字母 表 中 后 续 的 字母 . 在 我 们 刚才 的 例子 


Z 十 2 
| 至 3dz 


中 , 分 母 是 (z + 1H)(z 一 1); 所 以 我 们 有 两 个 线性 因子 , 分 部 为 : 
A B 
Tz—1 十 2 十 1 
我 们 不 能 使 用 4 两 次 , 所 以 我 们 在 第 二 项 使 用 B. 顺便 说 一 下 , 如 果 你 使 用 字 
母 C;、0C2、Cs 或 其 他 字母 , 而 不 是 使 用 4、B、C 等 字母 , 那么 你 在 玩 火 自焚 . 如 
果 这 样 做 你 经 常会 犯 一 些 不 经 意 的 错误 , 除非 你 能 注意 到 这 些 字母 下 脚 标的 不 同 . 
这 里 还 有 另 一 个 例子 . 下 面 这 种 形式 会 是 怎样 呢 ? 
任意 陈旧 形式 
(2 一 1)(z 十 4)3(z2 十 4z 十 7)(3z2 一 了 十 了 


A 8B C D Ezr+F Gz+H 
FT (1d) (sia iat siart7t 3 zii 
你 可 能 会 以 不 同 的 顺序 写 下 这 些 项 , 或 交换 从 4 到 万 这 些 字母 的 顺序 ; 这 都 可 以 . 
一 旦 你 写 下 这 种 形式 , 你 也 应 该 写 下 被 积 函数 等 于 这 种 形式 , 然后 再 使 用 等 式 
两 端 同 时 乘 以 分 母 的 方法 . 例如 , 我 们 发 现 这 种 形式 的 积分 


ZX 二 2 
| 经 5 
可 以 写 为 
4 如 . 
TT—1 z+l 
所 以 我 们 有 
Z 十 2 4 B 


© 


© 
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实际 上 你 最 好 把 等 式 左 侧 的 分 式 写 为 : 
z+2 4 8 
(rz 一 Hz+1l) zi1! zi 
现在 等 式 两 侧 同 时 乘 以 分 母 可 得 


z+2= A(z+1)+B(z—1). 
注意 对 于 等 式 右 侧 的 第 一 项 我 们 消 掉 了 (z-1) 因子 , 对 于 第 二 项 我 们 前 掉 了 
(z+1) 因子 . 无 论 如 何 , 现在 我 们 有 两 个 方法 可 以 继续 . 第 一 个 方法 是 替代 z. 如 果 
你 设置 = 1, 这 时 B(z-1) 这 项 就 消失 了 , 这 时 我 们 有 
1+2= A(l+1). 
也 就 是 说 4 3. 现在 如 果 你 把 > = -1 代入 原始 方程, 那么 A(z+1) 这 项 将 会 消 
失 : 
-1+2= B(-1— 1). 

所 以 电 = -5， 另 一 个 求解 4 和 B 的 方法 , 是 提取 我 们 的 原始 方程 2 + 2 = 
A(z 十 1) 十 B(x 一 1), 并 把 它 重 写 为 

r+2= (4+B)z+(A4—B). 
现在 通过 z 的 系数 相等 可 得 1 一 4+ B. 通过 常数 项 相等 可 得 2= 4 B. 同时 解 这 
两 个 方程, 我 们 可 得 4 = 到 = -3, 同 刚才 的 答案 是 一 样 的 ， 


你 可 能 已 经 注意 到 , 我 们 计算 4 和 B 的 这 两 个 方法 都 需要 两 个 条 件 . 对 于 替 
代 法 我 们 把 > =1 和 z = -1 分 别 代入 ; 然而 对 于 系数 相等 的 方法 , 我 们 让 z 的 系数 
相等 , 也 让 常数 项 相等 ,我 们 可 以 选择 其 中 的 任意 一 各 方法 例如, 如 果 代入 z =1 
你 会 发 现 4 = 了 ; 如 果 取 z 的 系数 相等 , 你 会 发 现 1= 4 上 + B, 所 以 B = -3. 在 通 
常情 况 下 , 有 多 少 个 常数 需要 求 出 , 就 有 多 少 次 需要 应 用 刚才 的 某 种 方法 或 者 你 
也 可 以 两 个 方法 混 着 使 用 . 

我 们 剩 下 的 工作 是 重 写 积分 表达 式 (用 分 部 的 形式 ), 但 这 次 需要 把 常数 项 加 
进去 . 所 以 我 们 的 例子 为 
z+2 4 B 3/2 一 1/2 
Z2 一 1 zl 7z+l zl zt+l 

现在 对 等 式 两 端 同时 积分 , 并 把 常数 项 移 到 等 式 的 外 边 可 得 
T+2 3 1 1 1 
| 到 iu- 3 | 二 dz 3 | 二 dz 

我 们 已 经 成 功 的 把 原始 的 复杂 的 积分 化 成 了 两 个 很 简单 的 积分 ， 我们 会 很 快 求解 
这 两 个 积分 的 . 

到 目前 为 止 , 我 们 看 到 除非 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 , 否则 我 们 都 要 做 一 个 
多 项 式 的 除法 ; 然后 对 分 母 进行 因 式 分 解 ; 再 写 下 它 的 每 一 个 分 部 ; 这 时 再 使 用 上 
述 两 个 方法 中 的 一 个 计算 这 些 未 知 的 常数 . 最 后 我 们 写 下 这 些 积分 的 各 个 部 分 . 我 
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们 将 在 18.3.3 节 中 看 到 另 一 个 解决 这 类 问题 的 例子 . 与 此 同时 , 让 我 们 做 一 些 积分 . 
18.3.2 ”对 每 一 部 分 积分 
我 们 需要 知道 在 把 原始 积分 分 成 小 部 分 后 怎样 求解 每 一 部 分 的 积分 ， 简 单 的 
积分 形式 是 
1 
| 二 十 7d7， 
为 此 , 我 们 可 以 设置 上 = az + 5b. 例如 , 在 上 一 节 的 最 后 , 我 们 看 到 
toa 3 | ids | La 
| 至 5 “1 1 
对 于 第 一 个 积分 表达 式 可 以 通过 设置 t = z-1 求解 , 而 第 二 个 可 设置 上 = x+1. 在 
这 两 种 情况 下 dt=dzx, 所 以 很 容易 得 到 
| + dy = Slogle 一 1| 一 ;loglz + 1| 二 C. 
还 有 另 一 个 例子 : 求解 


| dc 

4 和 十 5 

我 们 设置 t 一 全 +5 所 以 有 dt=4dz; 这 时 我 们 的 积分 转移 到 了 以 t 为 变量 的 状态 ， 
这 个 积分 变 为 了 1/tdt, 它 的 结果 为 zmlt+C. 最 后 再 用 x 替代 t, 上 述 的 积分 


结果 为 了 lz 十 5 上 + C. 
对 于 分 母 是 线性 因子 的 寡 的 形式 , 这 种 方法 也 是 适用 的 ; 例如 , 计算 


1 
| (Ar 5 
我 们 可 以 再 一 次 的 用 t 二 4z+5 换 元 , 这 样 这 个 积分 变 为 3 T1ytzdt, 它 的 积分 结果 


为 -J(1/0 + Ci; 再 换 回 到 以 > 为 变量 的 状态 , 这 样 我 们 就 证 明了 
1 1 1 1 
| Grr Aart Art + 
当 分 母 是 一 个 二 次 函数 时 , 情况 就 会 变 得 很 复杂 , 像 这 样 : 
Az+B 
| ari+brie 

请 注意 ! 如 果 分 母 可 以 被 因 式 分 解 , 那么 就 转化 为 第 一 种 情况 . 下 面 是 我 们 从 前 的 
一 个 例子 : 

| ZX 二 2 dx. 


zx2—1 
我 们 把 分 母 因 式 分 解 为 (z 一 1)(z+1); 这 样 我们 可 得 两 个 被 积 函数 的 分 母 为 线性 的 
积分 . 所 以 如 果 是 这 种 情况 我 们 就 没有 必要 对 分 母 为 二 次 函数 的 被 积 函数 求 积 分 . 


Sa 
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即使 是 上 一 个 例子 , 它 的 分 母 为 (4z + 5)2, 我 们 也 没有 必要 对 二 次 函数 求 积分 , 因 
为 它 是 线性 函数 的 平方 . 

还 有 什么 情况 没有 考虑 到 ? 可 能 情况 是 分 母 的 二 次 函数 不 能 被 因 式 分 解 . 也 就 
是 说 它 的 判别 式 刀 - 4ac 为 负 . 这 类 积分 的 一 个 例子 是 

ZX 二 8 
| po 
它 的 分 母 是 二 次 函数 并 且 它 的 判别 式 为 62 一 4 x (13), 它 的 结果 为 负 . 因为 这 个 分 
母 不 能 被 因 式 分 解 , 所 以 对 于 这 道 题 我 们 不 能 使 用 刚才 的 代数 运算 方法 . 我 们 没有 
必要 去 使 用 任何 分 部 ; 我 们 所 要 计算 的 就 是 求 这 个 积分 . 这 是 做 法 : 把 分 母 写 成 平 
方 的 形式 , 然后 再 换 元 . (参照 1.6 节 对 于 配方 的 讲解 .) 在 这 个 例子 中 让 我 们 完成 
配方 : 
Xz2+67+13=722+6r+9+13—9= (z+3)?+4. 


| | a 
x2+6rz+13 (z+3)2+4 


现在 换 元 t= z+3, 所 以 我 们 有 x =t-3 并 且 dz=dt: 
Z 十 8 2Z 十 8 _ [3)+8,, t+5 
|a -| awe-| 丰 十 4 dt =| Ta 
第 二 步 是 把 这 个 积分 分 成 两 个 积分 , 并 把 常数 5 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 上 述 积 
分 变 为 


所 以 我 们 有 


| 天- 一 一 d+ 十 5| 天 I 一 一 dt. 

t2+4 2+4 

第 一 个 积分 就 像 18.1 节 末 尾 的 那个 例子 . 分 母 分 子 同时 乘 以 2, 我 们 可 以 发 现 分 母 
的 导数 恰恰 为 分 子 , 所 以 我 们 得 到 了 一 个 以 分 母 为 对 数 的 结果 : 


1 ， 
4 -3| rt-3 mm| 姑 十 4 十 C. 


实际 上 , 因为 妇 十 4 一 直 为 正 , 我 们 可 以 把 绝对 值 符号 去 掉 . 现在 开始 计算 第 二 个 
积分 , 它 是 


1 
一 一 一 Qt 
| ’ 


1 1 1 At 
(你 应 该 通过 对 等 式 的 右 侧 求 导 证 明 这 个 结果 , 或 对 等 式 左 边 进行 换 元 t=au.) 无 论 
如 何 , 当 a =2 时 , 这 个 公式 为 
5| Ba = 5 x3 1 tan-! (3) +C. 
所 以 , 我 们 的 积分 结果 为 


仅仅 需要 记 住 这 个 有 用 的 公式 ; 


了 ln 人 ez 十 4) 十 3 tan™! (8) 十 C 


2 
现在 用 z+3 替代 t, 得 到 最 后 的 结果 为 
1 5 _,/z+3 
3ln((z 十 3)2 十 4) 十 3 tan 1 (于 ) +C. 


(zx 十 3)? 十 4 这 个 表达 式 可 以 被 化 简 为 zz + 6z + 13, 这 正 是 我 们 最 初 的 分 母 . 实际 
上 没有 必要 展开 它 一 一 仅仅 回 到 我 们 配方 的 地 方 你 就 会 发 现 需要 的 方程 了 . 所 以 ， 
我 们 最 终 证 明了 : 

2 十 3 


Z 十 8 _1 2 5 _1 
| int +6x+13)+ 3 tan ( 3 ) +c 


如 果 分 母 的 二 次 函数 最 高 项 的 系数 不 是 1, 我 建议 你 在 配方 之 前 把 这 个 系数 提 
出 去 . 所 以 , 计算 
Z 十 8 d 

| 252 十 127 十 26 
我 们 把 2 提出 来 , 可 以 把 这 个 积分 表达 式 写 为 
1 | I 十 8 dz 
2 z2+6rz+13 
这 同 我 们 以 前 的 积分 是 一 样 的 , 只 是 在 积分 符号 外 边 放置 1/2, 所 以 它 的 结果 为 


3 ln(z2 + 6z 十 13) 十 tan 一 1 (2 ) 十 C. 
现在 , 让 我 们 总 结 部 分 分 式 法 , 然后 看 一 个 更 完整 的 例子 . 
18.3.3 ”方法 和 一 个 完整 的 例子 


这 是 一 个 关于 有 理 函 数 积分 的 完整 方法 . 

第 一 步 先 看 分 子 分 母 最 高 项 的 次 数 ， 如 果 必 要 请 做 除法 .查看 分 子 的 次 
数 是 否 小 于 分 母 次 数 . 如 果 是 , 这 时 你 很 运气 一 一 直接 进入 第 二 步 ; 如 果 不 是 , 就 
要 做 一 个 多 项 式 的 除法 了 , 然后 再 进入 第 二 步 . 

第 二 步 对 分 母 进行 因 式 分 解 . 使 用 二 次 公式 ,或 猜想 一 个 根 然后 再 做 除 
法 , 以 便 因 式 分 解 被 积 函 数 的 分 母 . 


第 三 步 一 一 分 部 . 像 之 前 描述 的 那样 , 分 别 写 出 带 有 未 知 常 数 的 “分 部 ” 写 下 
一 个 像 这 样 的 等 式 ; 
被 积 函数 = 分 部 
第 四 步 一 一 计算 常数 的 值 . 把 方程 的 两 边 同时 乘 以 分 母 , 这 时 通过 任 一 方法 计 


算 常数 的 值 ， (a) 换 掉 x 的 值 ; (b) 系数 相等 法 ; 或 者 (a) 和 (b) 两 个 方法 结合 使 用 . 
现在 你 能 用 几 个 有 理 函 数 的 和 去 表达 这 个 被 积 函数 , 这 些 有 理 函 数 可 能 是 分 子 为 常 
数 分 母 为 线性 函数 的 寡 的 形式 , 或 分 子 为 线性 函数 分 母 为 一 个 二 次 函数 . 
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第 五 步 一 一 对 分 母 的 线性 项 次 寡 求 积分 . 求解 分 母 是 线性 函数 次 寡 的 积分 ; 答 
案 将 会 是 对 数 形式 或 该 线性 项 的 负 次 罕 . 

第 六 步 一 一 对 分 母 是 二 次 函数 的 项 求 积分 . 对 于 分 母 是 二 次 函数 的 不 能 因 式 
分 解 的 被 积 函 数 求 积 分 , 先 配方 , 然后 换 元 , 这 时 再 把 它 尽 可 能 分 解 为 两 个 积分 . 前 
者 将 会 是 关于 对 数 的 积分 , 而 第 二 个 是 关于 正切 函数 的 反 函 数 . 如 果 仅仅 有 一 个 积 
分 , 它 可 能 是 对 数 形式 又 可 能 是 正切 函数 的 反 函 数 形式 . 这 个 公式 通常 是 非常 实用 
的 : 


1 1 t 
—— dt= -tan ll|-— C. 
[a a™ (3) + 


记 住 你 不 需要 使 用 完全 的 六 步 . 有 时 你 能 直接 跳 到 最 后 一 步 , 来 看 我 们 上 一 节 
的 例子 : 


| _ 7Z+8 dr 
Z2 十 6z 十 13 
在 此 还 有 一 个 很 复杂 的 例子 , 它 用 到 了 这 六 步 的 所 有 步骤 : 
| 2Z5 一 7z4 十 19z3 — 10r?2— 19z+18 
24 一 5Z3 十 972 
下 面 详 细 介 绍 怎样 应 用 上 述 方法 解决 这 个 问题 . 
第 一 步 一 一 检查 最 高 项 的 次 数 ， 必 要 时 要 做 除法 . 在 上 面 的 积分 表达 式 中 分 
子 最 高 次 数 为 5, 但 分 母 最 高 次 数 为 4. 很 讨厌 一 一 我 们 要 做 多 项 式 的 除法 了 : 


dz. 


rw 5m3 + 9 )r T7197 —10r2-192+18 
2 一 524 二 923 
一 224 十 10z3 一 1072 
一 274 二 1023 一 187z2 
8z2 — 19z 十 18 


检查 细节 ! 无 论 如 何 , 我 们 已 经 看 到 


28 一 7z4 十 19z3 一 10z2 一 19z 十 18 ro 8z” 一 19z 十 18 
2Z4 一 573 + 972 加 2Z4 一 573 十 972 
现在 对 两 边 同时 求 积 分 可 得 


2Z5 一 7Z4 十 19z3 一 10z2 一 19z 十 18 8z2 一 19z 十 18 
| Z4 一 573 + 972 dz=|(z-。 生计] de 
等 式 右 侧 前 两 项 的 积分 很 容易 求 : 它们 的 积分 结果 分 别 为 3 一 2z( 我 们 将 在 最 后 


的 结果 中 +C). 所 以 现在 我 们 要 求解 这 个 积分 : 
8z2 — 19z 十 18 
| pir 9x2 


现在 分 子 的 次 数 仅 仅 为 2, 这 个 数 低 于 分 母 的 次 数 4. 我 们 准备 好 进入 下 一 步 了 . 
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第 二 步 对 分 母 进行 因 式 分 解 . 在 分 母 中 我 们 有 一 个 四 次 项 , 但 很 显然 我 们 

可 以 把 2 提出 来 . 所 以 我 们 把 分 母 因 式 分 解 为 
Z4 一 573 十 9z2 = Z2(z2 一 57 十 9). 

这 个 二 次 项 z? - 5z 十 9 的 判别 式 为 (-5)2 一 4 x (9) = 一 11; 因为 它 是 负 的 , 所 以 这 
个 二 项 式 不 能 被 因 式 分 解 . 我 们 已 经 完成 了 第 二 步 . 

第 三 步 分 部 . 我 们 已 经 有 两 个 因子 x? 和 zx? ~ 5z + 9. 不 要 把 第 一 个 因子 
z2 看 做 二 次 函数 ; 相反 把 它 看 作 一 个 线性 函数 的 平方 . 为 了 证 明 这 个 观点 它 可 以 被 
写 为 (z 一 0)?>. 所 以 z2 该 因子 可 以 被 写 为 


A.28 
2Z2 Zz 
另外 , x? 一 5x 十 9 这 个 因子 可 以 被 写 为 
Czx+D 
Z2 一 57Z 十 9 
放 在 一 起 , 我 们 有 
8z2 -19z+18 A B Czr+D 
z2(z2 52+9) 7X2 x 22 一 57 十 9 
第 四 步 一 一 计算 出 常数 的 值 . 现在 我 们 不 得 不 求 常数 A4、B、C、DD 的 值 . 首先 


我 们 把 上 述 等 式 的 两 边 同 时 乘 以 分 母 zz(z2 - 5z 十 9) 得 到 
8z2 — 19z+18= A(z?— 57+9)+ Br(z2 一 5z 十 9) 二 (Cz 十 D)z2. 
注意 , 出 现在 等 式 右边 每 一 项 的 分 母 部 分 恰恰 没有 出 现在 该 项 所 对 应 的 分 部 里 . 例 
如 , 当 你 用 zx2(z? - 5x 十 9) 乘 以 B/z 时 , 约 掉 了 一 个 z 得 到 Bz(z2 - 5z + 9). 
让 我 们 用 一 个 值 替 代 上 述 等 式 的 z. 要 消除 这 个 方程 , 唯一 的 > 值 是 x =0. 如 果 我 
们 把 z =0 代入 上 述 等 式 , 则 
18= A(9), 
所 以 马上 我 们 就 知道 4 =2. 我 们 仍然 需要 求解 另外 三 个 常数 的 值 , 所 以 我 们 最 好 
找到 这 些 x 帘 项 所 对 应 的 系数 . 让 我 们 从 扩展 上 述 方程 开始 , 再 把 x 的 不 同 次 窜 
合并 可 得 : 
8z2 — 19z7+18=Azx?— 5Ar+9A+ Br? — 5Br? + 9Br + Cr + Dr? 
=(B+O)r+(A-5B+D)r+(-54+9B)rz+94. 
现在 我 们 能 把 z3、xz?、z 的 系数 分 别 写 出 : 
7 的 系数 :0=B+C 
Zz2 的 系数 :8 二 4-5B+D 
zl 的 系数 : -19 = -54 ++ 9B. 
注意 za 的 系数 在 等 式 的 左 侧 为 0, 因为 等 式 左边 的 8z? - 19z + 18 并 没有 x3 项 . 
(顺便 说 一 下 , 如 果 你 用 系数 的 方法 , 可 得 到 18=94, 这 辣 我 们 把 z =0 代入 得 到 的 
结果 是 一 样 的 . 你 能 说 出 为 什么 这 样 吗 ? ) 
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无 论 怎样 , 我 们 得 到 一 些 方程 去 求解 ; 从 最 后 一 个 开始 然后 把 4 =2 从 后 向 前 代入 ， 
很 容易 就 可 得 到 B = 一 1,D = 1,C = 1. 把 这 些 值 代入 第 三 步 的 最 后 一 个 表达 式 中 
有 

872—19z+18 2 -1 z+1 

PH) Hs mrto 
这 也 就 是 说 

8z2 — 192 + 18 1 1 z+1 
| BE z+ou” -2| 志 az-| jaz+| 地 二 5 二 gdz 

这 样 我 们 把 一 个 很 复杂 的 积分 化 简 成 了 三 个 简单 的 积分 ， 让 我 们 分 别 对 它们 求 积 
分 


第 五 步 


对 分 母 的 线性 次 需求 积分 . 前 两 个 积分 是 很 容易 求 的 : 
2| 二 dz -|ias = -= -nlzl+C 


所 以 这 道 题 的 第 五 步 真 的 不 是 很 麻烦 . 很 不 走运 , 第 六 步 却 很 繁琐 .……… 


第 六 步 一 对 于 分 母 是 二 次 函数 的 被 积 函 数 求 积分 . 我 们 需要 计算 第 三 个 积 
分 , 它 是 
十 1 
| 7X2 一 52 十 gd 
通过 配方 可 得 : 
2 
5s+9= (5o+ 字 )+9- 和 = (s-3) + (##) 


现在 让 我 们 重 写 积分 表达 式 , 使 用 配方 的 劳动 果实 可 得 : 


| Z 十 1 az= | Zz 二 1 dz 
7Z2 一 5r 十 9” (一 人 2 十 其“ 


我 们 能 用 += z 一 > 做 换 元 . 的 确 , 这 时 z =t 上 十 3 且 dt = dz, 所 以 这 个 积分 变 为 
t+ 3+1 二 十 辽 
这 里 以 t 为 变量 , 现在 把 它 分 成 两 个 积分 : 
t 7 1 
| B+ 和 了 | BF 
先 计算 这 两 个 积分 中 的 第 一 个 , 分 子 分母 同 时 乘 以 2 可 得 
t 1 2t 1 
[gma|ar re 5 


再 一 次 提醒 , 这 个 绝对 值 符号 不 是 必要 的 , 因为 如 十 于 一 定 为 正 . 为 把 它 换 回 以 zx 


2+3|+e. 
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为 变量 的 状态 , 我 们 需要 用 z - 3 替代 +; 


2 
ym (e+ 时 ) C= jn((- 3) + +C. 
不 要 把 这 个 乘法 算式 展开 _ 仅仅 看 看 上 一 页 我 们 标记 为 (**) 的 方程 , 当时 我 们 
正在 配方 , 我 们 可 知 这 个 结果 可 以 化 简 为 In(z2 _5z+9)+C. 这 样 我 们 完成 了 这 


个 积分 的 第 一 部 分 . 
我 们 仍然 需要 考虑 第 二 部 分 , 即 


让 我 们 使 用 公子 


1 1 _1ft 
其 中 a 一 V1174, 事实 上 等 于 VI1/2: 
7 1 了 2 加 t 7 一 
3 | +0 ( 放 )+c 


现在 把 t=z 一 3 再 次 代入 可 得 


_ tan-! (和 5 + 
V1l Vil : 


最 后 两 个 积分 给 出 了 我 们 第 六 步 的 最 终 答案 : 
z++1 1 7 _1/27.—5 
猜想 我 们 将 要 做 什么 ? 我 们 正 准备 把 得 到 的 所 有 结果 放 到 一 起 ! 前 4 步 中 我 们 得 到 
[= — 774+197z3— 10z2 一 19z 十 18 
2Z4 一 573 十 97? 


2 1 ZX 十 1 
-|(s-2+ 训 -了 + a ) 
这 是 完全 的 分 式 分 解 形 式 . 现在 再 用 第 五 步 和 第 六 步 计算 这 个 积分 , 上 述 的 积分 结 
果 为 


dz 


£2 


py 一 2z 一 2 一 ma|z| 十 3 In(z? 一 57 十 9) 十 7 (3) +C. 
我 们 终于 完成 了 这 个 复杂 的 例子 . 它 确实 是 很 复杂 的 , 但 是 如 果 你 能 解答 这 么 难 
的 问题 , 那么 对 于 简单 的 问题 你 就 迎刃而解 了 . 作为 一 个 练习 , 看 你 明天 是 否 能 独 


立 做 出 这 道 题目 . 


Ws 
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在 这 一 章节 中 , 我 们 将 继续 介绍 积分 方法 一 - 用 三 角 函 数 求解 积分 的 方法 , 从 
而 结束 积分 方法 的 研究 . 有 时 我 们 需要 使 用 三 角 函 数 公式 解决 一 些 问题 ; 有 时 题目 
中 没有 三 角 函 数 , 所 以 在 计算 过 程 中 需要 使 用 三 角 换 元 法 . 介绍 完 三 角 函 数 的 积分 
方法 之 后 , 我 们 将 要 给 出 一 个 关于 这 一 章节 以 及 上 一 章节 的 积分 方法 的 一 个 总 结 . 
所 以 , 在 这 一 个 章节 中 我 们 将 要 学 习 如 下 知识 点 : 

。 关 于 应 用 三 角 函 数 公式 的 积分 ; 

。 关 于 三 角 孙 数 的 宪 以 及 递归 公式 的 积分 ; 

。 关于 三 角 换 元 法 的 积分 ; 

。 关于 到 目前 为 止 我 们 学 习 过 的 所 有 积分 方法 的 总 结 . 


19.1 应 用 三 角 函 数 公 式 的 积 


有 三 大 类 型 的 三 角 公 式 , 这 些 公式 被 广泛 的 应 用 到 了 我 们 的 积分 计算 当中 . 第 
一 大 类 型 是 关于 cos(2z) 的 倍 角 公式 . 在 2.4 节 中 , 我 们 知道 cos(2x) = 2 cos2(z) 一 1 
并 且 也 知道 cos(2z) = 1 -2sin? (xz). (请 记 住 , 其 中 的 一 个 可 以 由 另 一 个 应 用 公式 
sin2(z) + cos2(z) = 1 推导 出 来 对 于 在 计算 积分 中 的 应 用 , 使 用 该 公式 最 好 的 地 
方 是 当 被 积 函 数 中 出 现 sin2(z) 和 cos2(z) [ee 所 以 , 我 们 有 


了 个 全 要 向 记 全 在 具体 情况 下 , 如 果 需 要 求 oa 或 1_cos( 任 
何 值 ) 的 平方 根 , 这 个 公式 很 能 帮 上 忙 . 例如 
『 "VT oajdz 
这 道 例题 看 起 来 很 麻烦 , 但 实际 上 
| vi) Vi 
可 以 用 刚才 的 第 二 个 盒子 里 的 公式 导出 . (我 们 在 使 用 这 个 公式 前 需要 乘 以 2) 不 


管 怎样 , 如 果 直 接 用 V2sin(z) 替代 V2 sin?(x) 都 是 很 鲁莽 的 , 我 们 需要 做 一 个 检 
测 . 4 的 平方 根 不 一 定 是 4 本 身 , 而 是 |4|. 所 以 上 述 积分 变 为 : 
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x/2 
.| | sin(z)|dz. 
幸运 的 是 , 当 z 在 0 到 r/2 之 间 时 , sin(z) 的 值 一 直 大 于 或 等 于 零 , 所 以 我 们 最 终 
能 把 绝对 值 符号 去 掉 ! 我 们 已 经 导出 
T/2 
. va| sin(x)dz:; 
0 
我 把 这 个 积分 留 给 你 去 做 , 它 的 结果 为 V3. 
有 时 你 需要 更 灵活 . 考虑 
27n 
| V1 二 cos(z)dz. 

看 起 来 我 们 需要 使 用 刚才 第 一 个 盒子 里 的 公式 , 但 原始 公式 是 1 + cos(2z), 而 我 们 
的 被 积 函数 是 1+cos(z). 没 问题 一 一 如 果 你 用 xz/2 去 替代 zx, 然后 再 乘 以 2, 得 到 
2 cos? (=) = 1+cos(2). 

这 正 是 我 们 想 要 的 ! 检验 这 个 : 


厂 VT costz)dz = | Vaeos (2)az=v r eos (2) as. 


现在 我 们 不 得 不 非常 小 心 ! 当 xz 在 x 到 2 之 间 时 , z/2 是 在 x/2 到 x 之 间 , 但 
cos(z) 在 区 间 [x/2, 7 之 间 时 是 小 于 等 于 零 的 (可 以 画图 像 校 验 这 点 ), 所 以 上 述 积 


分 实际 上 等 于 
2 
.Ce 的)a 


元 


我 把 以 后 的 计算 工作 留 给 你 去 做 , 它 的 结果 为 2V2. 顺便 说 一 下 , 如 果 你 错误 地 用 
cos(z/2) 而 不 是 -cos(x/2) 替代 |cos(z/2)|, 你 得 到 的 答案 将 会 是 -2V3. 这 不 可 能 
是 正确 的 : 因为 原始 的 被 积 函 数 V1 十 cos(z) 一 直 为 正 的 , 所 以 这 个 积分 的 结果 也 
应 该 为 正 . 

让 我 们 接 下 来 讨论 第 二 大 三 角 公 式 类 型 . 这 些 是 毕 达 哥 拉 斯 等 式 : 


sin2(z) + cos2(£)=1| |tan?(z)+1= sec?(z)| |1+cot?2(x) = csc?(z)|. 


像 我 们 在 2.4 节 中 见 过 的 那样 , 这 些 等 式 对 于 所 有 的 x 都 适用 . 有 时 它们 是 很 
有 帮助 的 . 例如 ， 


V1 一 cos2(z)dz 
0 


| VWsin2(z)dz = | |sin(z)|dz. 


因为 当 z 在 0 到 7 之 间 时 sin(z) > 0, 我 们 可 以 把 绝对 值 符号 去 掉 : 


应 该 被 写 为 


YE 


的 a 


Sa 
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| sin(Z)dz， 
0 


结果 为 2. (你 自己 计算 一 下 ! ) 把 这 个 例子 Jo V1- cos2(z)dz 和 我 们 刚才 做 过 的 
例子 Jo V1 一 cos(z)dz 进行 比较 . 它们 可 能 看 起 来 很 相似 , 但 我 们 使 用 的 三 角 公 式 
是 不 同 的 . 

有 时 你 不 得 不 使 用 一 些 技 巧 才能 使 用 上 述 公式 . 如 果 你 看 到 1+trig(z) 或 1- 
trig(z), 其 中 trig 是 三 角 函 数 的 意思 (可 能 是 正弦 , 余弦 , 正 割 或 余 割 ), 在 一 个 积分 
的 分 母 中 , 考虑 用 这 个 积分 表达 式 乘 以 同 它 的 分 母 共 叔 的 表达 式 . 例如 , 计算 

1 - 


Sec(Z) 一 Id 


分 子 分 母 同 时 乘 以 分 母 的 共 搞 表达 式 , 在 这 种 情况 中 是 sec(z)+1. 也 就 是 


| 1 di | 1 x sec(z) 二 1 
Sec(z) — 1° | sec(z) 1 ”sectz) 二 1 
现在 可 以 在 积分 的 分 母 表达 式 中 使 用 平方 差 公 式 (a 一 中 (a 十 0) = 02 一 如 ,把 这 个 
积分 写 为 四 
Sec(2Z) 十 工 
| sec2(Z) 一 Id 
根据 我 们 刚才 盒子 里 的 公式 , 分 母 恰恰 就 是 tan?(z). 使 用 这 个 结果 重 写 这 个 积分 ， 
然后 再 把 它 分 成 两 个 积分 , 我 们 发 现 原始 积分 变 为 
sec(Z) 十 1， _[ sec(z) 1 

| tan? (2) d | tan? (x) ” | tan? (zx) de 
第 一 个 积分 看 起 来 很 不 容易 计算 , 但 可 以 用 正弦 和 余弦 的 形式 来 表示 它 . 具体 情况 
是 


sec(Z) ， 1/ cos(z) zj cos(Z) x 
| tan2(z) dr = | sin? (2)/ cos2 Ca) | sna(z) . 
下 一 步 是 替代 上 =sin(x), 因为 在 分 子 中 dt=cos(z)dz. 试 一 下 看 你 能 得 到 什么 . 更 
简单 的 方式 是 把 cos(x)/ sin2(z) 改写 成 csc(zycot(z), 所 以 
cos(z) 
[Ee 


因为 csc(z) 的 导数 为 - csc(z) cot(z). 现在 我 们 仍然 需要 计算 第 二 个 积分 : 


dz = | so) cot(x)dz = 一 csc(Z) + C， 


| Ed 
没 问题 一 一 把 这 个 积分 表达 式 改写 为 『 cot?(z)dzx, 这 时 使 用 刚才 盒子 里 的 另 一 个 
三 角 公 式 把 这 个 表达 式 改 为 
| — 1)dz = —cot(z)—Z£+C. 
(你 还 能 记 住 cscz(z) 的 积分 结果 吗 ?) 它 是 sec?(z) 的 积分 的 兄弟 , sec>(z) 的 积分 
的 结果 为 tan(z)+C. 仅仅 在 转换 过 程 中 加 一 个 负 号 , 就 得 到 了 csc?(zx) 形式 的 积分 
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结果 !) 在 任何 情况 下 , 我 们 把 这 两 个 积分 结果 放 到 一 起 得 到 
1 
| xD 二 TId 一 一 csc(Z) 一 cot(Z) 一 了 十 性 . 
以 上 确实 需要 一 些 技巧 . 
让 我 们 看 看 三 角 公 式 的 第 三 大 类 型 , 它 被 叫做 积 化 和 差 公式 : 


cos( A) cos(B) = 3 (cos(A _ B) + cos(A+ B)) 


sin(A) sin(B) = 3(cos(A _ B)— cos(A + B)) 
sin(A) cos(B) = 3 (ein(A — B)+sin(A + B)). 


这 些 公式 确实 不 容易 记 住 . 实际 上 它们 都 从 表达 式 cos(A4 + B) 和 sin(4 + B) 
而 来 (你 可 以 从 2.4 节 找 到 相关 知识 ), 如 果 你 已 经 掌握 了 这 些 公式 , 可 以 很 容易 的 
把 它们 转换 过 来 . 这 些 公式 对 于 像 

| cos(37) sin(19z)dz. 
一 样 的 积分 是 必 不 可 少 的 . 的确, 我们 可 以 使 用 第 三 个 公式 解决 这 个 问题 ,只 是 
4 =19x 和 B =3zx. (于 万 不 要 让 cos 和 sin 的 顺序 愚弄 了 你 ! 该 积分 同 | sin(19z) 
cos(3z)jdz) 是 一 样 的 .) 使 用 这 个 公式 可 得 
1 


| ssGa) sin(19z)dz = 3 (singe 一 3z) 二 sin(19z 十 3z))dz 


= 了 (sino) + sin(227))dz 
_1 (~ ee ) +6C 


2 
_ Cos(16x) ”cos(227) 
32 44 


19.2 ”关于 三 角 函 数 的 蝴 的 积 


现在 我 们 将 要 研究 怎样 求解 被 积 函数 是 三 角 函 数 的 寡 的 形式 的 积分 . 例如 , 求 
解 『 cos7(z) sinlo(z)dz 或 secs(z)dz. 很 遗憾 的 是 ， 根据 被 积 函 数 是 什么 类 型 的 三 
角 函 数 , 这 些 函 数 的 积分 要 求 不 同 的 积分 技巧 . 所 以 让 我 们 分 别 讨论 它们 . 


19.2.1 sin 或 cos 的 要 


我 们 刚才 的 例子 | cos7(z) sinlo(z)dz 属于 这 种 类 型 . 这 里 有 一 个 黄金 法 则 : 如 
果 sin(z) 或 cos(z) 其 中 一 个 的 寡 是 奇数 , 这 时 抓 住 它 别 让 它 跑 掉 一 一 它 是 你 的 


2 16 22 
十 C 
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朋友 ! (如 果 两 个 都 为 奇数 , 把 罕 低 的 那个 选 做 你 的 朋友 .) 如 果 你 已 经 抓 住 了 奇 次 
窜 , 这 时 需要 做 的 是 拿 出 一 项 同 dz 放 在 一 起 ; 这 时 再 用 下 列 公 式 其 一 处 理 剩 下 的 
项 (现在 是 偶 次 短 了 ) 


cos?(z) = 1 一 sin2(z)| 或 |sin?(z) = 1 — cos?(z). 
注意 这 两 个 公式 就 是 公式 sin2(z) + cos?(z) = 1 的 重 写 形式 ， 怎 样 使 用 这 个 方法 
请 看 这 个 例子 ， 在 这 个 例子 「 cos7(z) sinlo(z)dz 中 , 注意 7 是 奇数 , 我们 得 到 了 
cos7(z), 需要 移出 一 个 cos(z) 把 它 和 dz 放 到 一 起 . 我 们 得 到 

| era sinlo(z)dz = eos sinl0(z) cos(z)dz. 
这 又 能 怎样 呢 ? 很 好 , 我 们 需要 处 理 被 剩 下 的 这 个 coss(z). 现在 6 是 偶数 , 所 以 我 
们 可 以 写 为 cos6(z) = (cos?(z))’ = (1— sin?2(2))’, 这 样 该 积分 为 


(1 — sin? (7x))? sinlo(z) cos(z)dz. 


现在 如 果 我 们 设 t =sin(z), 这 时 dt=cos(z)dz, 所 以 很 容易 用 + 为 变量 来 表示 这 个 
积分 : 
ja — 2)3t10dt = ja — 3t2 + 3t4 —t6)t0dt = je — 3t1? + 3t14 — #16)dt, 
结果 为 
tl 3t13 415 17 
五 一 了 3 一 一 一 十 C. 
再 把 它 换 回 到 以 > 为 变量 的 积分 , 就 得 到 了 答案 : 
| ee sinl0(z)dz = sme) 3 加 + m (x) ee) +. 
你 看 到 了 怎样 借用 一 个 cos(z) 来 帮助 我 们 改变 被 积 函 数 , 从 而 使 被 积 函数 仅 
仅 是 关于 sin(z) 的 , 把 cos(z) 和 dz 结合 在 一 起 做 换 元 + =sin(z). 
如 果 它 们 的 宕 都 不 是 奇数 该 怎么 办 呢 ? 很 好 , 如 果 它 们 的 寡 都 为 偶数 一 一 例 
如 , 如 果 要 计算 | cos?(zx) sin4(z)dz, 应 该 使 用 倍 角 公式 .我们 在 上 一 节 中 见 过 这 些 
公式 , 但 在 这 里 我 们 再 一 次 要 用 到 它们 了 : 


cos2(z) = 30 + cos(2z))| |sin?(z) = 3(1 _ cos(27)). 


现在 你 可 以 直接 用 这 两 个 公式 做 蔡 代 , 你 将 会 看 到 关于 cos 的 赛 的 更 简单 的 被 
积 函 数 . 这 时 你 可 以 使 用 我 们 刚才 的 方法 计算 , 看 积分 的 每 一 部 分 是 奇 次 还 是 偶 次 
的 . 在 这 个 的 例子 中 , 我 们 需要 把 sin4(z) 用 (sin?(z))? 来 表示 , 所 以 有 
2 
| sea sin4(z)dz = | (1 十 cos(27)) (ia 一 cosl2o)】 dz. 
现在 我 们 把 它 展开 然后 得 到 
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| ame)az 一 | eee (z) 一 1)dz = tan(z)—Z£+C. 


但 对 于 更 高 次 寡 (n > 3), 你 不 得 不 把 tan2(z) 提出 来 然后 把 它 改写 为 (sec?(x) 一 
1). 这 样 你 就 有 了 两 个 积分 . 前 面 这 个 积分 可 以 通过 设置 1 = tan(z) 来 计算 并 使 用 
dt = sec*(z)dr. 第 二 个 积分 是 tan(7x) 的 更 低 次 宪 , 你 所 需要 做 的 是 重复 这 个 方法 . 
例如 , 怎样 计算 | tans (zx)dzx? 证 我 们 看 看 : 


| am (z)dz = | am tan2(z)dz = | aaGee (z) — 1)dz 
一 | am sec2(z)dz 一 | asejar 


所 以 现在 我 们 需要 计算 这 两 个 积分 . 为 计算 第 一 个 积分 我 们 设置 上 = tan(z); 像 我 
们 说 过 的 那样 dt = sec2(z)dz. 这 样 给 出 了 


5 
| aa sec2(z)dz = | xu 一 = 十 C 一 +C. 


现在 , 第 二 个 积分 为 tan4(z)dz,， 所 以 我 们 不 得 不 重复 这 个 过 程 ， 提 出 一 个 
tan2(z) 因子 , 然后 把 它 改 为 (sec2(z) -1): 


| tan4(z)jdz = | tan2(z) tan? (xz)dz = | tan2{z)j(sec2(z) — 1)dz 


tans (2) 


一 | am sec2{z)jdz 一 | anyan 
再 一 次 的 , 我 们 有 了 两 个 积分 . 为 计算 第 一 个 , 让 t= tan(z), 所 以 有 dt = sec2(z)dz( 看 
起 来 很 熟悉 ? ). 所 以 
| am sec2(z)dz = | au 一 和 十 人 一 四 +C. 
与 此 同时 , 我 们 看 到 
| etwas 一 | eee (z) 一 1)dz = tan(z)—Zz+C. 
把 这 些 计 算 结 果 合并 到 一 起 ( 记 住 不 要 忘记 负 号 ), 我 们 看 到 
| tanstzjdz = tan 人) _ tan? (x) 
确实 有 些 复杂 . 但 是 , 还 有 更 复杂 的 : 
19.2.3 sec 的 等 
这 种 类 型 的 积分 确实 很 难 算 , 只 有 当 n =2 即 sec2(z)dz 这 种 情况 容易 计算 . 
让 我 们 从 一 次 究 sec(z)dz 开始 . 计算 这 个 积分 有 许多 种 方法 . 最 容易 的 方法 要 用 
到 一 个 很 巧妙 的 技巧 , 这 个 技巧 很 值得 一 记 , 它 很 节省 时 间 . 不 走运 的 是 , 这 种 技巧 
完全 超过 了 我 们 正常 人 的 思维 , 很 少 有 人 会 在 第 一 时 间 内 想到 . 这 个 方法 是 分 子 分 
母 同时 乘 以 (sec(z) + tan(z)). 看 看 这 个 计算 过 程 , 它 真 的 很 奇妙 : 


十 tan(zZ) 一 了 十 性. 
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sec(z) + tan(x) ， _ { sec?(x) 十 sec(Z)tan(z) 
| soaz 二 | se x Betr) tan(z) = | 十 tan 
= ln|sec(z)+tan(z)|+ OO, 
因为 分 母 (sec(z) + tan(z)) 的 导数 恰恰 奇妙 的 等 同 于 分 子 . 
那么 sec(z) 的 二 次 守 该 怎样 计算 呢 ? 这 个 不 需要 太 费 力气 : 
| seeoar 一 tan(z) 二 C. 

这 个 很 容易 计算 . 不 幸 的 是 , 对 于 更 高 次 舌 就 很 难 计算 了 . 基本 思想 是 把 sec?(z) 
提出 来 (这 同 我 们 以 前 处 理 过 的 tan(z) 次 寡 很 相似 ) 用 分 部 积分 法 ,使 用 dv = 
sec2(zjdz 然后 把 wu 设 为 sec(z) 次 守 的 余下 部 分 . 这 也 就 是 说 v =tan(z)( 记 住 在 
这 里 不 需要 常数 项 ). 当 你 用 分 部 积分 法 时 , 自然 会 得 到 一 个 新 积分 ; 被 积 函数 是 一 
个 sec(z) 的 更 低 次 军 乘 以 tan2(z). 我 们 需要 再 一 次 使 用 tan2(z) = sec2(z) 一 1 并 
得 到 两 个 积分 ， 它 们 中 的 其 中 一 个 是 原始 积分 的 倍数 ! 你 需要 把 这 个 放 回 到 等 式 
的 左边 . 另 一 个 是 关于 sec(z) 的 更 低 次 赛 , 你 需要 重复 整个 过 程 直到 | sec(z)dz 或 
fsee2(z)dqz 被 剩 下 , 我 们 已 经 知道 这 两 个 积分 的 结果 了 . 

这 是 一 个 技术 上 的 解释 . 让 我 们 看 一 个 很 难 对 付 的 例子 : 计算 jsecs(z)dz. 我 
们 先 把 sec?(z) 提出 来 , 像 这 样 : 

| secs (zx)dz = | sect (xz) sec2zfz)dz. 
现在 , 使 用 分 部 积分 法 , 设置 v = sec4(x), dv = sec2(z)dz. 通过 对 v 求 导 和 对 dv 求 
积分 , 我 们 得 到 
du = 4sec3(z)sec(z)tan(z)dz = 4sec4(zZ)tan(z)dz 和 v = tan(z). 
现在 , 我 们 通过 分 部 积分 法 得 到 
udv = uv 一 | vd 
dv | | du 


一 一 人 一 一 ~ 
| sect (zx) sec2(Z)dz 一 sect(7x) tan(7x) 一 | tan(z) 4 sect (x) tan(z)dz. 


让 我 们 看 等 式 右 侧 的 积分 , 它 可 以 被 写 为 


4 | secd4(z)jtan2(zjdz = 4 | sect(z)(sec? (x) — 1)dz 


一 4 (| secs (x)dz 一 | se (ear) . 
把 这 些 放 到 一 起 , 我 们 有 


| sec6(z)jdz = sec4(zjtan(Z) 一 4 | sec6(z)dz + 4 | sec4 (x)dzx. 
现在 让 我 们 进入 吸引 人 的 一 步 : 把 第 一 个 积分 从 等 式 的 右 侧 移 到 等 式 的 左 侧 : 


Se 
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5 | see (x)dz = sec4(z)tan(z) 十 4 jie (z)dqz. 
等 式 的 两 侧 同 时 除 以 5 可 得 
| se (z)dz = sec4(z)jtan(Z) 十 4 |see (z)dz. 
我 们 做 完了 吗 ? 还 没有 , 我 们 仍然 需要 计算 | sec:(z)dz! 我 们 不 得 不 重复 刚才 
的 全 过 程 . 这 儿 正 是 你 需要 重复 上 述 步骤 的 地 方 . 如 果 你 没有 计算 错误 , 会 得 到 
seca)ae 一 3 sec? (x) tan(z) 十 3 | se (zx)dz. 
现在 我 们 需要 计算 | sec>(z)dz, 现在 我 们 已 经 把 情况 转移 到 了 我 们 力所能及 的 


程度 一 一 它 的 结果 是 tan(z)+C, 我 们 以 前 见 过 的 . 再 把 这 些 都 合并 到 一 起 , 我 们 
有 


sec (a)as = 5 sect(z) tan(z) 十 4 (3 sec2(z) tan(z) 十 jtanle)) +C 


| 4 0 2 8 
= sec (z)tan(z) 十 18 se (x) tan(zx) 十 15 tan(Z) 十 C. 


很 好 , 尽管 我 们 费 了 很 大 的 劲 , 但 我 们 已 经 算出 了 结果 . 看 , 解决 带 有 tan(z) 和 
sec(z) 的 宕 的 题目 的 基本 思想 是 , 先 降 2 次 寡 , 然后 再 重复 计算 ; 继续 这 个 计算 直 
到 最 后 降 为 一 次 戎 或 二 次 赛 , 这 样 我 们 就 可 以 直接 计算 了 . 顺便 想 一 想 , 怎样 计算 

dz 

| cos6 (7) ? 
当然 , 我 们 可 以 把 它 写 为 | secs(z)dzx( 我 们 刚刚 已 经 计算 出 结果 了 ! ). 那么 这 个 积 
分 怎样 计算 呢 ? 

sin2(z) 

| cos3(2Z) de? 

分 母 可 以 改写 为 1 - cos2z(z), 然后 把 这 个 积分 分 成 两 个 积分 : 
， 2 _ cog2(z 
| 2 dz = | de 一 | saman 一 | seeoan 

现在 使 用 上 述 方 法 我 们 可 以 求 出 关于 sec(z) 的 次 咽 的 积分 了 . 
19.2.4 cot 的 午 


我 们 可 以 用 tan(z) 的 千 的 方法 来 解决 它 的 问题 . 可 以 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 把 


cot2(z) 改写 : 

cos2(z) = csc2(Z) ~— 1. 
当 设 置 1 = cot(x) 时 , 有 dt = -csc2(z)dzx. 请 注意 , 不 要 忘记 负 号 ! 现在 多 做 一 些 
题目 来 练习 . 例如 , 试 着 计算 fcots(z)dz, 用 这 个 结果 去 和 19.2.2 节 中 | tans(zx)dz 
的 结果 进行 比较 . 你 会 发 现 它们 是 非常 相似 的 . 
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19.2.5 csc 的 震 


计算 这 个 就 像 计算 sec(z) 的 突 一 样 . 你 可 以 把 csc?(z) 提出 来 , 然后 用 分 部 积 
分 法 , 使 用 do = csc?(x)dzx. 请 注意 : 现在 有 w= 一 cot(z), 而 du 也 有 一 个 负 号 , 这 
是 你 需要 注意 的 地 方 . 再 一 次 提醒 多 做 些 练习 . 如 果 计 算 | cscs(x)dx, 用 这 个 结果 
和 secs(z)dz 的 结果 相 比 较 , 你 会 看 到 更 多 相似 的 地 方 . 

19.2.6 ”递归 公式 

这 后 四 节 的 方法 都 是 把 三 角 函 数 的 攻 降 低 2 次 , 然后 重复 计算 . 例如 , 在 19.2.2 
节 中 , 我 们 看 到 可 以 通过 提出 tan2(z) 然后 用 sec?(x) 一 1 替代 它 来 求解 tan(z) 的 
等 的 积分 . 让 我 们 尽量 把 这 个 方法 总 结 出 来 . 首先 , 我 们 来 计算 | tan"(z)dzx, 让 我 
们 给 它 起 个 名 字 : I,( 对 于 整数 n). 也 就 是 说 

In = | am"oas 
我 们 已 经 知道 
了 = iam? (oar = | ia 一 Z 十 C 


五 一 | tan)az 一 一 In|cos(zZ)| +C. 
当 n >2 时 , 我 们 可 以 从 tann(z) 中 提取 tan2(z), 这 样 tan"-2(z) 就 被 剩 下 了 ; 这 
时 我 们 可 以 使 用 三 角 函 数 公式 把 这 个 积分 分 开 : 
I = | am (z)dqz = | aa tan2(z)dz = | aeee (z) 一 1)dz 
= | aa sec2(zjdz 一 | amd 

在 等 式 右 侧 的 第 二 个 积分 | tan"-?(x)dz 就 是 I,_2; 对 于 第 一 个 , 如 果 设 置 t = 
tan(z), 你 会 得 到 dt = sec?(z)dz, 这 个 积分 就 变 为 如-2dt 它 的 结果 为 t*-!/(n 一 
1) 十 C. 用 tan(z) 回 代 六 这 样 我 们 证 明了 

I = ~ tann-1(z) — In_2. 

我 们 没有 必要 写 常数 , 因为 和 1,_2 都 是 不 定 积分 . 上 述 方程 被 叫做 递归 公 

式 , 因为 它 帮 助 我 们 把 整数 n 降 到 一 个 更 小 的 数 "一 2. 


让 我 们 看 看 怎样 使 用 这 个 公式 计算 | tan5(z)qdz, 这 就 是 I6. 所 以 把 ”=6 代入 
这 个 递归 表达 式 , 有 


Te 一 B tans(z) 一 La. 
很 好 , 我 们 需要 知道 &. 让 我 们 再 次 使 用 递归 公式 , 这 次 n =4: 


五 一 了 tana(z) —J. 


See 
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我 们 再 用 一 次 递归 公式 , n =2: 
Ls = J tan! (z) — 人 0=tan(z)—Zz+0O, 
在 这 个 结果 里 我 们 使 用 了 石 . 现在 我 们 知道 了 三 , 我 们 可 以 回去 求解 : 
I4 = 3 tana(a) — 了 = 3 tans(2) 一 tan(Z) 十 Z 十 C. 
最 后 可 以 求解 我 们 要 计算 的 积分 了 : 
| anse)az 一 06 = 5 tons(2) 一 五 = tan5(z) 一 3 tana(z) 十 tan(z) 一 Z 十 CC 

这 同 我 们 19.2.2 节 中 的 答案 是 一 样 的 . 现在 把 这 个 方法 应 用 到 求解 正 割 、 余 制 
和 余 切 的 窟 的 积分 当中 去 , 只 需要 把 它们 重 写 为 递归 公式 . 

这 个 方法 对 于 定 积分 也 适用 . 例如 计算 定 积分 1z/? coss(z)dz 的 值 . 像 19.2.1 
节 中 介绍 的 那样 , 你 应 该 使 用 倍 角 公式 ， 四 对 于 这 道 丰 用 这 个 公信 可 能 会 很 床 顶 
(不 信 你 可 以 试 试 ! ) 相反 , 我 们 设置 

n 一 三 cos"(z)dz 
0 
并 且 要 记 住 我 们 最 后 要 求 fs. 现在 的 技巧 是 我 们 需要 提出 一 个 因子 cos(z), 像 这 样 
nf nf 
1 = | cos"(z)dz = | cos" 1(z) cos(Z)dz. 
0 0 
现在 使 用 分 部 积分 法 , 设置 v = cos"-I(z),do = cos(z)dz. 这 也 就 是 说 , v =sin(z). 
(更 多 的 关于 分 部 积分 法 请 参考 18.2 节 .) 我 留 给 你 去 证 明 
于 uh 
I, = cos"-1(z) sn 十 | aa — 1) cos™-?(z) sin2(z)dz. 

如 果 n> 2 这 时 在 等 式 右 侧 的 表达 式 的 结果 是 0, 因为 cos(r/2) = 0, sin(0) = 

0. 另 一 方面 , 在 积分 中 我 们 可 以 用 1 - cos2(z) 替代 sin2(z), 可 得 到 
mT/2 
In = | (mn — 1)cos" 2(z)(1 一 cos2(z))dz 
0 


= (n—1) 三 cosn"-2(zjdz — (n —1) 三 cosn"(Z)dz. 
我 们 得 到 了 什么 ? 很 好 , 请 注意 这 后 两 个 积分 分 别 是 _s 和 I. 所 以 
t= (ns (nD. 
通过 把 等 式 两 端 同时 加 (n -1)1 再 被 n 除 , 我 们 得 到 了 这 个 递归 表达 式 : 
= 一 1 
这 应 该 使 我 们 的 计算 更 容易 ! 我 们 正在 求 1s 的 解 , 所 以 通过 一 次 又 一 次 的 使 用 上 
述 公 式 , 从 n =8 开始 , 然后 是 n =6, 接 下 来 n =4, 最 后 是 ”=2, 这 时 我 们 得 到 


BT 
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现在 我 们 需要 计算 1o. 因为 cos? 的 结果 是 1, 我 们 有 = [3 1dx = x/2. 化 简 上 
述 分 式 , 我 们 已 经 证 明了 


/2 7.5.3.1 35 
| coss (x)dz = TT 
0 


8.6.4.2” 2 256° 
作为 我 们 辛苦 计算 的 奖励 , 我 们 可 以 容易 的 计算 出 J cos (zjdz 的 值 (对 于 
任何 正 整数 n). (为 了 计算 奇 次 寡 的 值 , 你 有 必要 知道 五 = 2cos(z)dz — 1.) 
顺便 说 一 下 , 递归 公式 不 必 使 用 三 角 公 式 . 例如 , 如 果 计 算 
一 | eeran， 
这 时 你 需要 用 到 分 部 积分 法 , 通过 设置 v = zn,du = ezdz( 所 以 有 v = ez) 去 计算 


n= re 一 | ear 


这 样 有 了 递归 公式 五 = ze* 一 n,_1. 顺便 说 一 下 , 这 次 我 们 是 用 I_; 来 表示 ， 
而 不 像 前 几 个 三 角 函 数 的 例子 用 环 -。 来 表示 五 . 所 以 在 这 个 链 式 的 最 后 你 仅仅 需 
要 知道 0o, 不 难 发 现 五 = erdz = er 二 C. 


19.3 ”关于 三 角 换 元 法 的 积 


现在 让 我 们 看 看 怎样 计算 关于 二 次 函数 平方 根 的 奇 次 寡 的 积分 ， 这 是 一 些 典 
型 的 例子 : 


| 或 | 二 号 md 或 | + 15)-5/2qdz. 

基本 思想 : 有 三 种 情况 , 分 别 为 a2 一 22、x? + a2、z2 - a2, 在 这 里 a 为 常数 . 例 
如 前 面 的 这 个 积分 是 xz? - a? 当 a =2 时 的 情况 , 第 二 个 积分 是 a? - x? 当 a =3 时 
的 情况 , 第 三 个 积分 是 当 a = V15 时 z2 + a2 的 情况 . 这 三 种 情况 都 要 求 不 同 的 换 
元 法 . 大 多 数 的 情况 , 在 替代 法 之 后 , 你 都 会 得 到 一 个 关于 三 角 函 数 的 寡 的 被 积 函 
数 , 这 正 是 我 们 在 前 几 节 见 过 的 . 让 我 们 一 次 研究 一 种 情况 的 积分 , 然后 在 最 后 总 
结 整 个 情况 . 
19.3.1 类 型 1: waz3 一 z5 


如 果 你 遇 到 关于 Va? 一 z2 的 奇 次 寡 的 积分 , 正确 的 替代 法 是 使 用 x = asin(0). 
(如 果 你 喜欢 也 可 以 使 用 x = acos(9) 做 代 换 , 但 这 并 没有 任何 优势 , 所 以 我 们 依然 
坚持 sin. ) 原因 是 这 个 替代 法 是 很 有 效果 的 : 
a2 — 22 = a? — a? sin?(0) = a2(l — sin?(0)) = a2 cos2(0)， 
现在 你 能 容易 的 求 一 个 平方 根 . 请 记 住 , 如 果 你 正 把 变量 从 z 改 到 9, 那么 你 就 由 
从 以 zx 为 变量 转 到 了 以 6 为 变量 的 积分 ， 也 就 是 说 , 积分 符号 里 的 每 一 个 z 都 
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要 用 9 来 表示 . 具体 地 , 我 们 需要 用 带 有 6 的 变量 以 及 db 表示 dx. 没 问题 一 
仅仅 需要 对 方程 x = asin(b) 求 积分 就 可 以 得 到 dz = acos(9)d9. (这 种 类 型 的 替代 ， 
在 18.1.2 和 18.1.3 节 中 讨论 过 , 但 当时 是 以 x 为 变量 而 


不 是 以 这 个 替代 变量 求解 .) 无 论 如 何 , 现在 我 们 的 积分 是 
一 以 9 为 变量 , 但 在 最 后 我 们 需要 再 换 回 到 以 x 为 变量 的 
」 ”积分 . 为 此 , 我 们 画 一 个 其 中 一 个 锐角 是 9 的 正三 角形 将 


图 19-1 会 是 很 有 帮助 的 (如 图 19-1 所 示 ). 
我 们 知道 sin(9) = xz/a, 所 以 我 们 能 填充 这 两 个 边 的 边 长 
(如 图 19-2 所 示 ). 
最 后 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 得 第 三 边 边 长 为 Va? - zx3, 所 以 我 们 能 完成 这 个 三 角 
形 (如 图 19-3 所 示 ). 


| | 


19-2 图 19-3 
现在 我 们 使 用 这 个 三 角形 能 很 容易 的 计算 出 cos(9)、 tan(9) 或 其 他 任何 关于 9 的 三 
角 函 数 的 值 , 所 以 会 方便 地 转换 回 到 以 z 为 变量 的 积分 . 
让 我 们 看 看 它 怎样 应 用 于 实践 . 我 们 来 使 用 刚才 的 例子 : 
2 


| jd 
我 们 可 以 通过 设置 zx = 3 sin(0) 来 完成 替代 , 所 以 dz = 3cos(0)d9. 同时 我 们 
也 看 到 9 一 x? = 9 一 9sin?(9) = 9cos2(9). 所 以 这 个 积分 为 
| (3sin(0)) sin? (0) 
( 


2 32x3 ， 
(9 cos2(0))373 “3cos(g)d6 = -9572 全 cos(0)d0 = | 加 (20)d0， 


因为 93/2 = 27. 现在 我 们 使 用 19.2.2 节 中 的 方法 可 得 2 
| amoae 一 | eeeg) 一 1)d0 = tan(0) 一 0 十 C d 


V9 
现在 我 们 需要 做 的 是 换 回 到 以 z 为 变量 的 状态 。 因为 图 10.4 


sin(6) = z2/3, 这 个 相关 的 三 角形 如 图 19-4 所 示 . 
从 这 个 三 角形 中 可 得 tan(9) = x/V9 一 7x?， 同时 , 因为 sin(0) = z/3, 我 们 有 6 = 
sin-!(z/3). 把 这 些 换 回 到 答案 中 , 我 们 得 到 
2 了 ，_1 7 
| sse 一 Vo — SIN (3) 十 C. 
如 果 不 使 用 三 角形 , 你 可 能 会 把 tan(9) 写 为 这 样 繁琐 的 形式 : 
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工 7 工 
tan (sin- (3)) ) 
但 我 希望 你 能 认可 我 们 得 到 的 答案 . 

在 我 们 讨论 类 型 2 之 前 , 你 看 到 我 们 在 这 里 有 些 大 意 了 吗 ? 我 们 需要 计算 出 
(9cosz(b))22， 但 仅仅 说 它 等 于 27cos3(g)， 当然 93/2 = 27, 但 这 就 能 说 明 (cos? 
(9))3/2 二 cos3(9) 吗 ? 实际 上 仅仅 当 cos(9) > 0 时 才 成 立 ， 问题 是 对 一 个 数值 
求 它 的 3/2 次 宽 , 实际 上 要 求 这 个 数值 的 平方 根 . 的 确 对 于 任何 正 数 4, 我 们 有 
43/2 = (A112)3 = (V4)3. 所 以 我 们 真 的 应 该 写 为 

(cos?(0))3/? = (Veos2(0))? = |cos3(0)|. 

幸运 的 是 这 个 绝对 值 对 于 类 型 1 和 类 型 2 没有 必要 (但 对 类 型 3 就 不 是 这 样 

了 ), 所 以 我 们 所 做 的 一 切 是 正确 的 . 这 个 观点 将 会 在 19.3.6 节 中 详细 讨论 . 


19.3.2 ”类 型 2: Vx? 二 a> 

如 果 一 个 积分 是 关于 Vz 十 a2 的 奇 次 突 , 那么 正确 A 
的 替代 是 z = atan(b). 这 种 方法 很 有 效果 , 因为 S 
22 十 a2 一 a2tan2(g9) +a? = oa?(tan?2(0) + 1) = a2 sec2(0). 
并 且 我 们 需要 知道 dz = asec2(0)d6. 因为 tan9 = z/a, 这 19-5 
个 三 角形 如 图 19-5 所 示 . 

现在 我 们 来 看 这 个 例子 : 

|e + 15)™5/2dz. 

这 里 使 用 替代 方法 , 设置 x = V15tan(6)， 我 们 有 dx = V15sec?(0)d9, 并 且 注 意 
Z2 十 15 一 15tan2(b) + 15= 15sec?(0). 人 


|assee (9))- 5/2V15sec?(0)d0 = 一 也 33 |(eeclo )) $5 sec?*(0)d0 
= (15)- ?| ooss(0)ae. 


(我 们 又 再 一 次 的 做 了 一 件 有 风险 的 事情 : 我 们 用 15-5/2sec-5(0) 替 代 (15 sec0)) -5/ 2 
完全 忽略 了 绝对 什 符 号 . (如果 你 提前 阅读 了 19.3.6 节 , 就 知道 其 中 的 原因 了 .) 我 
们 仍然 需要 计算 15-? cos3(0)d0， 让 我 们 使 用 19.2.1 节 中 的 方法 . 我 们 注意 到 被 积 
函数 是 cos(0) 的 奇 次 等 ， 所 我 们 接 到 了 方法 提出 一 个 cos(9) 项 , 这 时 用 sin(9) 
做 换 元 : 


(15)7? | eoss(0)ao 一 (15)- ja _ sin?(0)) cos(0)d0 


= (15)™? (mg 一 0) +C. 
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(这 里 我 忽略 了 换 元 的 细节 一 一 我 确信 你 能 自己 做 出 这 道 
题 . ) 现在 , 回 到 以 x 为 变量 的 状态 . 因为 tan(6) = z/VI5， 


T 可 得 到 如 图 19-6 所 示 的 三 角形 . 
2 z ”从 这 个 三 角形 中 , 你 能 简单 的 发 现 sin(6) = z/Vzz 十 15, 也 


就 是 说 
v15 3 
19-6 |e 十 15)-5/2dz = (15)™? (am 一 2 十 C 


-+ 
(你 知道 为 什么 sin3(9) = zx3/(z? + 15)3/2 吗 ? 仅仅 把 里 面 的 sin(9) 用 z/(z2 十 15) 
替代 即 可 .) 
19.3.3 ”类 型 3: Vzz 一 az 
最 后 关于 Vr? - az 的 奇 次 宕 的 情况 怎样 呢 ? 这 个 正 


确 的 替代 是 x = asec(6), 因为 改写 
Z2 — Qa? = a?sec?(0) 一 a2 = a2(sec2(0) 一 1T) = a2tan2(0)， 7 


你 能 容易 地 发 现 平 发 根 . 为 了 做 这 个 替代 , 我 们 也 需要 这 加 19.7 
个 事实 dz = asec(9) tan(8)d9. 因为 sec(g) = z/a, 这 个 三 
角形 如 图 19-7 所 示 . 
例如 , 计算 
dz 
| Z3V2Z3 一 人 
设置 z = 2sec(9), 所 以 我 们 有 dz = 2sec(9)tan(9)db,z2 - 4 = 4tan?(9), 这 个 积分 
变 为 


| 2 sec(0) tan(0) qd0 = | 2sec(0) tan(0) 
(2sec(0))3 VAtan?(0) 8sec3(0) x 2 tan(0) 


3 | sam 可 99= 3 | cos2(b)d6. 

实际 上 如 果 这 次 用 2tan(6) 替代 V4tan2(9), 那 就 大 错 特 错 了 ; 像 我 们 将 要 在 
19.3.6 节 中 看 到 的 那样 , 只 有 在 z >0 的 时 候 才 是 正确 的 . 所 以 让 我 们 做 那个 假设 . 
现在 我 们 需要 计算 考 】cos2(9)d6. 因为 cos 是 偶 次 寡 , 所 以 我 们 需要 使 用 19.2.1 节 
的 倍 角 公式 : 

§ | coe)as 一 | ia 十 cos(20))d0 = 6 十 一 3 十 CC. 

很 好 , 我 们 只 需要 再 回 到 以 x 为 变量 的 状态 . 这 里 有 一 个 小 陷阱 , 让 我 们 使 用 三 角 
形 (如 图 19-8 所 示 ) 来 帮助 我 们 计算 . 


0 sin(20) 
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问题 是 我 们 需要 知道 sin(20) 的 值 . 为 了 计算 这 个 数值 , 我 
们 需要 使 用 三 角 公 式 : 


sin(20) = 2 sin(0) cos(0). 
这 时 我 们 使 用 上 述 三 角形 可 知 sin(9) = Vz? 一 4/zx,cos(0 Wa Vz 一 4 
= 2/z, 再 把 它们 带 回 到 原 结 果 中 , 可 得 


1 2—4 2 图 - 
| 二 = 让 we (外 + 让 2. .2+c 图 19-8 
rz3vVr2—4 16 2 32 Zz z 


请 记 住 , 仅 当 x > 0 时 才 成 立 . 在 19.3.6 节 中 我 们 将 会 重新 审视 这 个 例子 
考虑 z < 0 的 情况 . 
19.3.4 配方 和 三 角 换 元 法 
现在 , 在 我 们 总 结 这 种 方法 之 前 还 有 一 点 需要 说 明 . 有 时 , 你 可 能 需要 求解 关 
于 V 土 x? + az 十 的 奇 次 窜 的 积分 . 也 就 是 说 , 你 现在 有 了 az 的 线性 表达 形式 , 这 
样 情况 就 复杂 了 . 求解 这 个 积分 的 方法 很 简单 ; 我 们 可 以 配方 , 然后 做 替代 得 到 我 
们 刚才 介绍 的 三 种 情况 . 例如 , 计算 
|® — 4z 十 19)-5/2dz， 
首先 配方 (参照 1.6 节 的 配方 方法 ): 
X72—4z+19= (z2 一 47 十 4 一 4 二 19 一 (z 一 2)2 十 15. 
所 以 我 们 要 计算 的 积分 实际 上 是 这 种 形式 : 
| 一 2)2 + 15)-5/2dz. 
现在 设 += z-2, 所 以 dt=dz, 那么 这 是 一 个 以 t 为 变量 的 积分 了 : 
|e + 15)-5/2dt, 
这 样 我 们 得 到 了 一 个 在 19.3.2 节 中 已 经 计算 过 的 积分 ! 该 题目 的 答案 是 (再 换 回 到 
以 上 为 变量 的 状态 ): 


1 t 13 GC 
225 (a 3 十 1 
用 z-2 蔡 代 二 我 们 看 到 
_ 1 Zz—2 (z 一 2)3 
| 一 4 十 19)-5/2dz = 325 (2 30 7+ 二) 十 C. 
这 种 方法 的 准则 是 , 带 有 一 次 项 的 二 次 函数 可 以 通过 配方 然后 再 换 元 的 方法 求 
得 结果 . 


©O 


| 
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19.3.5 “关于 三 角 换 元 法 的 总 结 
为 总 结 我 们 刚才 使 用 过 的 三 种 类 型 的 积分 , 让 我 们 使 用 一 个 表格 : 


Set x = asin(0) 
dz = acos(0)d6 
a2 — z2 一 a2 cos?2(0) 


Set x = atan(0) 
dz 一 asec2(9)db 
x2 + a = a?sec?(0) 


Set x 一 asec(9) 
dz = asec(0) tan(0)d0 
22 — a? = a? tan?(0) 


下 一 节 我 们 将 要 介绍 当 遇 到 a? cos?(9) 和 a2 tan?(9) 情况 时 , 什么 时 候 (为 什 
么 ) 可 以 去 掉 绝对 值 符号 . 它 是 当 你 第 一 次 遇 到 这 种 情况 时 , 你 可 能 想 去 忽略 它 , 但 
后 来 不 得 不 回 过 来 重新 考 臣 的 问题 . 


19.3.6 ”平方 根 的 方法 和 三 角 换 元 法 


我 们 以 前 提 及 过 , 这 一 节 可 能 会 有 些 繁琐 ， 你 还 跟 得 上 吗 ? 很 好 , 现在 我 们 回 
到 类 型 1. 我 们 直接 把 Yai cos2(9) 化 简 为 acos(9), 完全 忽略 cos(0) 的 绝对 值 . 实 
际 上 当 我 们 写 z = asin(b) 时 , 我 们 实际 上 是 说 0 = sin-!(zx/a). 

但 9 在 哪里 呢 ? 很 好 , 从 10.2.1 节 中 , 我 们 知道 sin-: 的 范围 是 [-n/2, x/2]; 这 
也 就 是 说 9 是 在 第 一 或 第 四 象限 , 所 以 cos(9) 一 直 都 是 非 负 的 . 在 此 我 们 不 需要 任 
何 绝对 值 符号 ! 

对 于 类 型 2 也 是 同样 的 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 把 Va? sec2(9) 化 简 为 asec(9). 
我 们 可 以 不 使 用 绝对 值 吗 ? 我 们 设置 x = atan(9), 所 以 0 = tan-!(x/a)， 因 为 
tan-! 的 值 域 是 (-x/2, x/2), 所 以 这 次 的 9 在 第 一 或 第 四 象限 . 这 也 就 是 说 sec(9) 
一 直 都 是 正 的 , 所 以 此 次 我 们 不 需要 绝对 值 符号 . 

但 对 于 类 型 3, 我 们 就 不 这 人 么 走运 了 , 这 次 我 们 需要 化 简 Va? tan2(), 但 它 的 
结果 不 一 定 为 atan(9). 你 看 , 因为 z = asecf(6), 我 们 有 0 = sec ~!(zx/a). 如 果 你 看 


看 10.2.4 节 , 你 会 发 现 sec-! 的 值 域 是 [0, 可 , 但 不 
ei J 包括 x/2 这 一 点 . 所 以 6 是 一 二 象限 的 角 , tan(9) 
即 可 能 为 正 也 可 能 为 负 . 但 至 少 它 同 x 有 着 同样 的 

符号 , 你 可 以 通过 y = sec-1(x) 的 图 像 来 判断 . 
图 19-9 所 以 当 > >0 时 , 我 们 可 以 认为 Va2tan2(b) = 


atan(9). 但 另 一 方面 , 当 x < 0 时 , 我 们 需要 写 为 
-atan(9). 在 这 种 情况 下 , 三 角形 如 图 19-9 所 示 . 


19.3 关于 三 角 换 元 法 的 积分 391 


我 很 同意 一 个 三 角形 有 两 个 边 是 负 的 (分 别 是 x 和 一 Vz? - a2), 这 确实 有 些 
怪异 , 但 这 却 是 一 个 很 好 的 帮助 我 们 记忆 的 工具 , 因为 这 个 三 角 函 数 的 所 有 符号 都 
是 正确 的 . 在 我 们 19.3.3 节 的 例子 


dz 
| 2Z3V2Z2 一 4 
中 , 我 们 知道 当 x >0 时 , 这 个 积分 的 结果 为 
1 z Vx:—4 
8" (3) + Br 
( 当 x >0 时 , x 实际 上 要 大 于 2, 否则 在 分 子 中 的 Vx? 一 4 这 一 项 就 失去 意义 了 .) 
现在 让 我 们 重新 计算 当 x <0 时 的 情况 . 我 们 仍然 设置 x = 2 sec(9), 但 是 现在 我 们 
要 用 -2tan(0) 替代 wv4tan2(9). 这 同 之 前 唯一 的 不 同 就 是 负 号 : 
| dz =| 2 sec(0) tan(0) dg 
z3V2Z5 一 4 」(2sec(9))3V4tan2zfg 
加 2 sec(0) tan(0) 
-| st (— en) 


+C 


dg 


= seae= - _ 2sin( 9 co + 


我 们 在 回 到 以 z 为 变量 的 状态 ， 人 需要 使 用 个 
修正 的 三 角形 (如 图 19-10 所 示 ). -V4 
因此 实际 上 sin(9) = -Vx? 一 4/zx, cos(0) = 2/z. 注 


意 实 际 上 sin(9) 是 大 于 零 的 , 因为 x <0. 我 们 现在 


19-10 
在 带 回 到 原 积分 可 得 到 
dz Zz 1 一 VZ2 一 4 2 
| 1 本 地 “TtC 


这 就 是 当 x <0 时 的 答案 . 这 同 我 们 刚才 的 答案 几乎 是 一 样 的 , 只 是 sec 的 反 函 数 需 
要 一 个 负 号 . 当然 , 常数 C 同 xz >0 时 的 C 是 不 同 的 . 为 什么 呢 ? 因为 我 们 正在 寻 
找 一 个 函数 使 它 的 导数 为 1/z3Vz? 一 4, 它 的 定义 域 为 (-eo, -2) U (2,co). 所 以 它 
的 反 导 数 实际 上 分 为 两 部 分 , 每 一 部 分 可 由 另 一 部 分 上 下 平移 而 得 . 总 而 言 之 , 完 
整 的 答案 是 


1 1 /5 2Z2 一 4 
| dz -| 16sec (3)+ ga 二 OQ 当 z>2 时 
Z3VZ2 一 4 1 z Z2 一 4 
一 一 -1 [二 — 
16 sec (3)+ B72 二 Ca 当 z<-2 时 
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其 中 Ci 和 Ca 是 不 同 的 . 实际 上 我 们 遇 到 过 这 样 的 积分 , 例如 『 1/zdz, 它 的 
积分 结果 里 就 有 两 个 常数 . 参照 17.7 节 中 的 细节 . 在 实际 中 , 当 遇 到 类 型 3 的 问题 
时 , 我 们 常常 只 考虑 x >0 时 的 情况 . 这 样 可 以 使 我 们 避免 上 述 繁琐 的 情况 , 不 用 担 
心 取 平方 根 符号 . 但 当 x <0 时 , 你 需要 注意 更 多 细节 . 
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现在 ; 我 们 介绍 了 很 多 种 计算 积分 的 方法 . 但 问题 是 , 给 出 一 道 计算 积分 的 题 ， 
我 们 应 该 使 用 哪 种 方法 呢 ? 有 时 这 不 容易 , 你 可 能 在 发 现 正确 方法 之 前 要 试 很 多 种 
不 同 的 方法 . 有 时 你 甚至 需要 把 多 种 方法 混合 在 一 起 . 这 是 一 些 帮助 你 解决 问题 的 
技巧 . 

。 如 果 当 你 看 到 题目 时 , 会 发 现 一 种 显而易见 的 换 元 , 那 就 试 试 它 . 例如 , 如 果 
被 积 函数 中 的 一 部 分 是 另 一 部 分 的 导数 , 那么 就 使 用 t 做 换 元 . 

。 如 果 像 Waz 十 b 这 种 形式 出 现在 被 积 函 数 中 ， 像 在 18.1.2 节 中 那样 设置 
t= Vaz+b. 

。 对 于 有 理 函 数 的 积分 (也 就 是 说 , 一 个 多 项 式 的 商情 况 ), 看 分 子 是 否 为 分 母 
导数 的 倍数 . 如 果 是 , 你 可 以 通过 设置 t = 分 母 来 计算 . 另外 也 可 以 使 用 部 
分 分 式 法 (参照 18.3 节 ). 

。 通 过 观察 后 如 果 发 现 没 有 什么 明显 的 替代 方法 , 可 使 用 这 一 章 介 绍 过 的 方 
法 : 

。 关于 V1 一 cos(z) 或 V1+cos(z] 的 函数 : 在 这 种 情况 下 , 使 用 倍 角 公 
式 ; 

。 关于 1 一 sin2(z)、1 一 cos2(z)、1 十 tan2(z)、sec2(z) 一 1、 csc?(Z) 一 1 或 1+ 

cot?(z) 的 函数 : 在 这 些 情况 下 , 我 们 需要 使 用 毕 达 哥 拉 斯 公式 : sin?(x) 十 

cos2(z) = 1、tan2(z) 十 1 = sec2(z) 或 工 十 cot2(z) 一 csc2(Z); 

关于 1 士 sin(z)( 或 与 其 相似 的 情况 ) 在 分 母 时 的 函数 : 在 这 种 情况 下 , 分 

子 分 枉 同 时 乘 以 它 的 共 轿 表达 式 , 然后 尽量 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ; 

关于 cos(mz) cos(nz)、sin(mz) sin(nz) 或 sin(mz) cos(nz) 的 函数 的 积分 : 

在 这 种 情况 下 , 使 用 积 化 和 差 公 式 ; 

。 三 角 函 数 的 次 罕 的 积分 : 你 应 该 学 会 从 19.2.1 节 到 19.2.5 节 的 所 有 方法 . 

如 果 被 积 函数 是 关于 Vx? - a2 或 这 种 形式 的 奇 次 军 的 情况 (例如 (z2 一 

a2)3/2 或 (z? 一 2)5/2 等 等 ), 或 Vzz 十 oz 或 vaz 二 好 或 是 这 两 种 情况 的 奇 

次 寡 形 式 , 那么 使 用 三 角 换 元 法 (但 要 先 校 验 是 否 有 明显 的 换 元 ). 如 果 二 次 

函数 包含 一 个 一 次 项 , 那么 先 配方 . 更 多 细节 请 参照 19.3 节 ， 

。 如 果 被 积 函数 是 一 个 乘积 的 形式 , 同时 也 没有 明显 的 替代 可 用 , 那么 这 时 可 
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以 考虑 分 部 积分 法 . (参照 18.2 节 更 详细 的 介绍 .) 

。 如 果 没 有 可 用 的 换 元 法 , 被 积 函 数 又 是 In(z) 的 宕 的 形式 或 反 三 角 函 数 的 形 
式 , 那么 可 以 考虑 使 用 分 部 积分 法 . 在 这 种 情况 下 , 设 v 是 In(x) 的 宕 的 形 
式 或 为 适当 的 反 三 角 函 数 . 例如 , 计算 

ln(l 十 Z2) 7 
I2 | 
首先 校 验 没有 替代 法 可 用 ; 因为 没有 任何 灵感 , 所 以 让 我 们 用 分 部 积分 法 . 等 
一 下 , 它 不 是 乘积 的 形式 ! 再 等 一 下 , 商 也 可 以 写成 乘积 的 形式 ! 让 我 们 把 它 重 写 
为 
| ma 十 22) x 二 dz， 


这 时 再 用 分 部 积分 法 , 设置 v = In(1 + z2),du = (1/z2)dz. 现在 试 试 
会 得 到 答案 


你 


+2tan-i(z)+O. 

即使 你 掌握 了 所 有 的 方法 , 如 果 你 不 做 大 量 的 练习 , 那么 遇 到 实际 问题 时 , 你 
还 是 会 陷入 混乱 . 确信 通过 大 量 的 练习 后 , 你 能 应 付 各 种 各 样 复杂 的 积分 , 这 样 你 
才能 够 在 计算 中 有 自信 . 这 时 你 就 是 一 个 非常 好 的 积分 计算 者 了 . 


_ In 十 Z2] 
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这 是 一 个 很 难 的 话题 , 所 以 我 把 它 分 成 两 个 章节 来 讨论 . 本 章节 作为 反常 积分 
的 介绍 . 下 一 章节 将 会 给 出 更 详细 的 讨论 , 介绍 怎样 解决 关于 反常 积分 的 一 些 问题 . 
如 果 你 是 第 一 次 阅读 本 章节 , 那么 你 应 该 读 明白 这 里 的 每 一 个 知识 点 . 但 如 果 你 正 
在 准备 考试 , 我 建议 你 可 以 忽略 本 章节 , 但 请 注意 方 框 内 的 公式 和 标记 为 重要 的 部 
分 , 集中 精力 看 下 一 章 . 这 是 我 们 在 这 一 章 将 要 学 习 到 的 东西 : 

es。 反常 积分 、 收 敛 和 发 散 的 定义 ; 

。 关于 没有 边界 区 域 的 反常 积分 ; 

。 关 于 比较 判别 法 、 极限 比较 判别 法 、p 判别 法 和 绝对 收敛 判别 法 的 理论 基础 . 

在 下 一 章 中 我 们 将 要 再 次 介绍 这 四 种 判别 法 , 并 看 一 些 应 用 这 些 方法 的 例子 . 


20.1 ”收敛 和 发 散 
到 底 什么 是 反常 积分 昵 ? 在 第 16 章 , 我 们 见 过 积分 
b 


| f(x)dz 


该 被 积 函数 如 果 在 [a, 中 区 间 内 是 有 界 的 , 并 是 连续 的 (如 有 有 限 个 间断 点 也 可 )， 
那么 这 个 积分 是 有 意义 的 . 如 果 这 个 积分 有 无 限 多 个 不 连续 点 , 该 积分 也 可 能 是 有 
意义 的 (参照 16.7 节 中 的 例子 ). 但 如 果 函 数 f 不 是 有 界 的 , 情况 又 怎样 呢 ? 这 也 就 
是 说 当 z 在 区 间 [a, 9 内 时 , 函数 的 值 越 来 越 大 (正方 向 或 负 方 向 或 两 个 方向 ). 
当 函 数 /在 这 个 区 间 有 一 条 垂直 渐 近 线 时 会 出 现 这 种 情况 : 函数 在 渐 近 线 附 近 的 
位 置 会 变 得 很 大 , 没有 界限 . 这 导致 上 述 积分 成 了 反常 积分 . 

即使 函数 j 是 有 界 的 , 也 有 一 种 不 同类 型 的 无 界 . 这 个 闭 区 间 [a, 9] 实际 上 可 
能 是 无 界 的 一 一 如 [0，co)、[-7，co)、(-co, 3], 甚至 (-co，oo). 这 也 使 这 个 积分 
为 反常 积分 . 

所 以 , 如 果 随后 的 情况 出 现 , 该 积分 六 f(z)dz 就 是 反常 积分 : 

(1) 在 闭 区 间 [a, b] 内 函数 f 是 无 界 的 ; 

(2) b= 00; 

(3) a = 一 co. 

从 现在 开始 让 我 们 集中 精力 研究 第 一 种 情况 ， 在 随后 的 20.2 节 我 们 再 研究 
后 两 种 情况 . 像 我 以 前 说 过 的 那样 , 如 果 一 个 函数 在 某 个 位 置 有 恒 直 渐 近 线 , 那么 
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该 函数 在 这 个 位 置 是 没有 边界 的 , 尽管 有 时 可 能 会 有 一 些 奇怪 的 走势 . (例如 函数 
f(z) = 1sin (:), 当 xz 趋 于 0 时 , 它 的 图 像 是 大 幅 振 荡 的 .) 如 果 函 数 f(z) 在 > 接 
近 于 某 点 ce 时 是 无 界 的 , 那么 我 们 说 该 函数 在 x = e 点 处 有 一 个 破裂 点 . 这 种 类 型 
的 大 多 数 情 况 都 是 垂直 渐 近 线 . 

所 以 当 我 们 锡 函 数 在 > = a 点 有 垂直 渐 近 线 时 , 让 我 们 看 看 这 种 简单 的 情况 . 
这 种 情况 如 图 20-1 所 示 : 


a b 
20-1 

如 果 我 说 该 积分 『 f(z)dz 是 上 图 中 阴影 部 分 的 面积 (以 平方 为 单位 ), 那么 我 
是 在 说 谎 . 问题 是 该 块 区 域 一 直 延 伸 到 这 页 的 最 上 部 而 且 还 将 一 直 延 伸 下 去 . 由 于 
垂直 渐 近 线 的 原因 , 该 块 区 域 越 来 越 狭长 . 

由 于 该 块 区 域 不 停 的 向 上 延伸 , 那么 该 块 面积 是 无 限 的 , 这 个 结论 是 正确 的 吧 ? 
不 一 定 . 如 果 该 区 域 足够 狭长 , 那么 一 个 数学 奇迹 会 出 现 , 该 块 面积 就 是 有 限 的 了 . 
为 了 研究 什么 情况 下 一 块 无 限 的 区 域 的 面积 会 是 有 限 的 , 我 们 需要 使 用 极限 思想 . 
这 是 基本 思想 : 设 < 是 一 个 很 小 的 正 数 ; 这 时 在 区 间 [a + se, 可 上 函数 f 是 可 积 的 ， 
因为 函数 f 在 这 儿 是 有 界 的 . 你 将 会 得 到 一 些 有 界 的 数 . 现在 , 用 一 个 更 小 的 数 s 
去 重复 这 种 情况 , 你 会 得 到 一 个 新 的 有 限 的 数 . 这 种 情况 如 图 20-2 所 示 ， 


; otée 更 小 的 < 
图 20-2 
数 < 越 小 , 我 们 对 这 块 无 限 区 域 的 估算 就 越 接 近 于 真实 值 . 这 说 明 我 们 应 该 用 
越 来 越 小 的 < 来 重复 这 个 过 程 , 看 是 否 当 s 一 0+ 时 , 我 们 会 得 到 一 个 极限 L. 如果 
可 以 , 我 们 把 数 工 解释 为 我 们 正在 计算 的 这 块 区 域 的 面积 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 说 
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该 积分 [。f(z)dz 收 敛 于 数 L. 如 果 没 有 极限 , 对 于 这 块 区域 , 我 们 不 能 找到 一 个 有 
意义 的 答案 , 那么 我 们 就 放弃 寻找 , 而 说 该 积分 是 发 散 的 . 注意 ;如 果 积 分 不 是 反 
常 积分 , 那么 它 是 自动 收敛 的 ! 在 实践 中 , 只 要 这 个 函数 是 有 界 的 且 区 间 [a, b] 是 
有 界 的 , 那么 就 可 以 说 ; 这 样 的 积分 是 收敛 的 , 因为 它 甚 至 不 反常 . 它 仅 仅 是 一 些 
有 限 的 数 . 

现在 , 当 你 遇 到 在 > = a 的 破裂 点 时 , 这 是 关于 这 种 情况 的 总 结 : 


如 果 仅 仅 在 > 接近 于 a 点 该 函数 f(x) 是 无 界 的 , 这 时 设置 
b b 
| f(z)dz = lim, | f(z)dz. 


在 此 假设 这 个 极限 存在 . 如 果 能 找到 这 样 的 极限 我 们 说 这 个 积分 收敛 ; 否则 我 们 说 
该 积分 发 散 . 就 像 其 他 的 极限 一 样 , 由 于 极限 的 结果 可 能 为 oo 或 -co, 或 当 = 一 0+ 
时 它 的 图 像 上 下 振荡 , 这 个 极限 可 能 没有 意义 . 

这 带 我 们 认识 非常 重要 的 一 点 . 当 我 们 看 到 一 个 反常 积分 时 , 我 们 需要 知道 的 
一 个 非常 重要 的 事情 是 它 是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 对 于 这 个 积分 的 收敛 值 是 多 少 却 
不 是 很 重要 (假设 它 是 收敛 的 ). 在 实际 当中 , 如 果 你 知道 该 积分 是 收敛 的 , 可 以 通 
过 复杂 的 计算 求 得 收敛 值 . 如 果 积 分 是 发 散 的 , 如 果 你 使 用 计算 机 帮助 估算 这 个 积 
分 值 , 那么 你 可 能 会 得 到 意 想不到 的 结果 . 计算 机 还 不 能 真正 理解 无 限 或 疯狂 的 上 
下 振荡 . 
20.1.1 关于 反常 积分 的 一 些 例子 

考虑 这 两 个 积分 : 


11 1 1 
这 两 个 积分 都 是 反常 积分 , 因为 它们 的 被 积 函数 在 > = 0 点 都 有 垂直 渐 近 线 . 所 以 


我 们 可 以 使 用 刚才 盒子 里 的 公式 . 在 第 一 种 情况 下 , 我 们 有 
1 1 
| lqz = lim | lar 一 Lim, In 加 | 一 ,lim, (In(1) — ln(e)) = oo. 


(我 们 使 用 了 这 些 性 质 : In(1) = 0, 当 s 一 0+ 时 In(e) 一 一 co.) 因为 我 们 得 到 的 答 
案 是 正 无 穷 , 所 以 这 个 反常 积分 几 1 / zdz 是 发 散 的 . 那么 第 二 个 积分 的 情况 又 如 
何 呢 ? 我 们 可 以 再 次 使 用 公式 , 我 们 有 

| -da 一 lin, | zd im 27 . Lim (2VT 本 2Ve) =2. 
我 们 得 到 了 一 个 有 限 的 数 , 所 以 这 个 积分 是 收敛 的 . 我 们 已 经 证 明了 这 个 积分 收敛 
于 2, 但 像 我 在 上 一 节 最 后 部 分 说 的 那样 , 我 们 对 收敛 值 不 是 很 在 意 . 我 们 主要 研 
究 它 是 收敛 的 还 是 发 散 的 , 而 不 是 它 收 全 于 多 少 . 
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我 们 刚才 都 得 到 了 什么 ? 为 什么 反常 积分 门 1 / zdz 是 发 散 的 , 而 /1 / Vzdz 
却 是 收敛 的 ? 毕竟 , 当 你 考虑 这 两 个 积分 时 , 它们 的 图 像 y = 1/z 和 yy = 1/Vz 是 
非常 相似 的 (如 图 20-3 所 示 ). 

当然 ， 这 两 个 被 积 函 数 是 不 同 的 、 当 0< 
z <1 时 , 1/z 比 1/Vz 要 大 . 从 几何 角度 来 解 
释 , 1/Vz 的 图 像 实际 上 比 1/z 的 图 像 更 接近 于 
y 轴 . 可 以 说 1/V5 的 图 像 是 足够 接近 于 y 轴 
的 , 以 致 于 它 所 对 应 的 积分 是 收敛 的 ; 而 1/z 没 
有 那么 接近 于 y 轴 , 所 以 它 所 对 应 的 积分 是 发 散 
的 . 但 很 糟糕 的 是 , 对 于 所 有 在 z = 0 点 有 渐 近 
线 的 函数 , 很 难 区 分 哪个 函数 足够 接近 于 y 轴 ， 
哪个 足够 远离 于 y 轴 . 大 多 数 的 情况 , 你 需要 对 
每 个 积分 分 别 对 待 . 

”这 里 有 一 点 非常 重要 . 假设 你 中 到 这 样 一 个 反常 积分 『* f(z)dz, 它 的 被 积 函数 
只 在 z = a 点 有 垂直 渐 近 线 , 你 仅仅 需要 知道 该 积分 是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 这 时 6 
的 值 对 我 们 没有 影响 , 你 可 以 把 它 换 成 任意 大 于 a 的 有 限 的 数 , 只 要 你 不 选择 新 的 
垂直 渐 近 线 或 新 的 破裂 点 . 要 知道 这 样 说 的 原因 , 首先 请 看 (根据 定义 ): 


b b 
| fa = im | flo)ae, 


在 此 假设 这 个 极限 存在 . 现在 让 我 们 把 5 换 成 其 他 随便 的 什么 数 c, 但 要 比 数 a 大 . 
如 果 函 数 依然 在 xz = a 点 是 破裂 点 , 这 时 我 们 有 


| f(z)dz = lim - f(z)dzx, 
再 次 假设 极限 是 存在 的 . 我 们 可 以 在 x =b 点 把 最 后 一 个 积分 分 开 (在 16.3 节 我 
们 已 经 介绍 过 这 种 方法 了 ) 而 得 到 
C b c 
. f(x)dr = lm, (Us (zydqz 十 fa 


< 对 第 二 个 积分 没有 任何 影响 ; 实际 上 , 因为 函数 了 在 上 和 e 点 之 间 是 有 界 的 , 那 
么 这 个 积分 收敛 于 一 个 数 M. 所 以 我 们 已 经 证 明了 


ce b 
| Pe | f(z)Jdr + M. 
a < 一 0+ Ja+e 


如 果 右 侧 的 极限 存在 , 那么 积分 J* f(z)dz 收敛 增加 一 个 数 M 它 仍然 为 有 限 的 ， 
所 以 户 f(z)dz 还 是 收敛 的 . 如 果 相反 极限 不 存在 , 这 时 增加 一 个 数 M 对 情况 也 
没有 影响 , 所 以 | f(z)dz 和 人 (lz)dz 同时 发 散 . 

我 们 已 经 证 明了 一 个 反常 积分 在 有 界 区间 的 收敛 或 发 散 是 由 它 是 否 非常 接近 


图 20-3 


于 它 的 破裂 点 决定 的 . 在 具体 情况 下 , 因为 我 们 知道 积分 [61 / zdz 是 发 散 的 , 我 
们 也 可 以 得 出 
2 1 100 1 0.000 000 1 1 
| 工 dz， | -—dz, | zd7 


0 也 0 


所 有 的 这 些 积分 也 是 发 散 的 . 另 一 方面 , 因为 f 1 / Vzdz 是 收敛 的 , 我 们 也 可 以 


说 
2 100 0.000 000 1 
1 1 1 
——dzx | ——=dzx | ——dx 
| Vz o Ve 0 VT 


这 些 积分 也 是 收敛 的 . 所 有 的 这 些 都 是 发 生 在 z =0 时 的 垂直 渐 近 线 附 近 . 
20.1.2 ”其 他 的 破裂 点 


对 于 积分 [f(z)dz, 如 果 函 数 f 仅仅 在 积分 上 限 b 是 无 界 的 (而 不 是 a), 这 
时 我 们 可 以 应 用 刚才 用 过 的 方法 . 仅仅 的 不 同 是 这 次 我 们 需要 从 左 方向 而 不 是 右 
方向 趋 于 b. 所 以 


YY z 接近 于 5 点 该 函数 是 无 界 的 , 这 时 设置 | 


[ar = ,| fo), 


在 此 假设 这 个 极限 存在 ; 如 果 它 不 存在 , 那么 像 从 前 的 例子 一 样 , 它 是 发 散 的 . 
但 是 如 果 函 数 f 在 区 间 [a, 9] 内 有 无 界 点 c, 那 该 怎么 办 昵 ? 在 这 种 情况 下 , 如 
果 函 数 了 仅仅 是 在 该 区 间 (a, 5) 内 的 一 点 无 界 , 那么 我 们 需要 把 这 个 积分 分 成 两 
部 分 : 
c b 
| f(z)dx 和 | f(z)dz. 


c 


实际 上 我 们 知道 怎样 使 用 极限 定义 这 些 积分 一 一 使 用 刚才 盒子 里 的 公式 , 我 
们 可 以 发 现 上 述 积分 分 别 为 


CE b 
tm | fdr 和 lm, | f(ar 


E> 


关键 点 : 只 有 当 这 两 部 分 的 积分 都 是 收敛 时 , 这 个 积分 站 f(z)dz 才 是 收 敏 的. 如 
果 任 何 一 个 发 散 , 那么 整个 积分 就 是 发 散 的 . 毕竟 , 你 怎样 能 把 一 个 不 存在 的 东西 
加 到 另 一 个 上 去 呢 ? 无 论 另 一 个 是 存在 还 是 不 存在 的 , 它 都 不 能 这 样 做 . 

这 个 例子 激发 了 我 们 第 一 个 方法 的 灵感 : 为 计算 反常 积分 , 如 果 必 要 , 把 它 分 
解 . 每 一 部 分 最 多 只 能 有 一 个 瑕 点 ,而 且 该 点 要 在 积分 的 上 下 限 上 ，( 在 这 里 这 个 
瑕 点 指 的 是 无 界 点 , 但 在 后 面 的 章节 我 们 将 会 看 到 一 个 不 同 的 “ 瑕 点 ", 而 该 点 不 是 
“无 界 点 ”.) 

例如 , 来 看 这 个 积分 
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3 1 
{= | PE CE ECE) 

我 们 看 到 这 个 被 积 函数 的 瑕 点 是 z = 0, 1, 2 和 _1. 最 后 这 个 点 对 我 们 的 计 
算 没 有 影响 , 因为 我 们 的 积分 区 间 仅仅 是 在 0 到 3 之 间 . 但 另外 三 个 却 很 重要 . 我 
们 需要 在 这 些 瑕 点 之 间 选 择 一 些 数 ~ 我们 可 能 会 选 1/2 和 3/2, 因为 它们 对 我 
们 的 计算 不 会 产生 影响 , 现在 我 们 需要 把 原始 的 积分 分 成 下 列 5 个 积分 : 


1/2 1 1 1 

n=| re CE 可 9， p=|, CE 
3/2 1 、 2 1 

= | mere |, zr Ga) 


3 1 
= | ze ta) 
注意 这 五 个 积分 的 瑕 点 都 不 超过 一 个 , 而 且 这 些 点 都 在 积分 的 上 下 限 的 位 置 . 
积分 五、 五 和 无 的 瑕 点 都 在 积分 的 下 限 , 而 I 和 五 的 瑕 点 在 积分 的 上 限 . 原始 
积分 收敛 的 唯一 可 能 性 是 从 五 到 万 这 5 个 积分 都 是 收敛 的 . 如 果 它 们 都 是 收敛 
的 , 那么 积分 了 的 值 是 从 五 到 巨 的 和 (实际 上 , 这 5 个 积分 没有 一 个 是 收敛 的 ! 
在 21.5 节 , 我 们 将 会 看 到 为 什么 这 样 .) 


20.2 ”关于 无 穷 区 间 的 积分 


现在 我 们 将 要 研究 当 积分 上 下 限 有 一 个 或 同 是 无 穷 时 的 情况 ; 这 也 就 是 说 积 

分 区 间 是 无 界 的 . 为 计算 
| f(z)dz, 

其 中 a 是 常数 , 函数 f 在 区 间 [c，ce) 没有 破裂 点 , 让 我 们 使 用 另 一 个 极限 的 方法 . 
这 次 , 我 们 对 [a, N] 区 间 求 积分 , 其 中 N 是 个 很 大 的 数 . 这 会 给 出 我 们 一 个 非常 好 
的 值 且 是 有 限 的 . 我 们 可 以 重复 这 个 过 程 , 但 随 着 N 值 的 增 大 我 们 可 能 会 有 不 同 
的 计算 结果 . 继续 计算 , 看 最 后 的 积分 结果 到 底 是 多 少 . 如 果 极 限 确实 存在 , 那么 这 
个 积分 是 收敛 的 ; 否则 它 就 是 发 散 的 . 用 符号 来 表示 , 我 们 可 以 定义 为 


三 oa = 各 | va 


在 此 假设 这 个 极限 是 存在 的 ; 在 这 种 情况 下 , 这 个 积分 是 收敛 的 ; 否则 它 是 发 散 的 . 
同 20.1.1 节 中 最 后 描述 的 原因 是 一 样 的 , a 的 值 同 计 算 结果 没有 什么 关系 . 所 以 只 
要 你 不 重新 选择 函数 f 的 无 界 点 , 那么 a 的 值 对 广义 积分 的 收敛 还 是 发 散 没 有 任 
何 影响 . 仅仅 需要 考虑 的 问题 是 当 z 非常 大 时 , 函数 f(x) 的 走势 怎样 . 
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如 果 在 区 间 (-co, 9] 函数 f 没有 其 他 的 破裂 点 , 我 们 可 以 使 用 相似 的 定义 , 这 
时 


| f(z)dz = Aim | f(z)dz. 


oo 


如 果 函 数 f 在 整个 区 间 内 都 没有 破裂 点 , 且 我 们 想 要 计算 
| f(r)dzr? 


那 情况 又 会 是 怎样 呢 ? 

尽管 它 没有 破裂 点 , 这 里 仍然 有 两 个 瑕 点 : ce 和 一 co. 是 的 , 我 们 每 当 它们 出 
现时 都 把 co 和 -co 看 做 瑕 点 , 因为 我 们 需要 对 它们 分 别 对 待 . 所 以 我 们 需要 把 上 
述 积分 分 成 两 部 分 , 这 样 每 一 部 分 都 具有 一 个 瑕 点 . 选 一 个 你 喜欢 的 数 (我 这 次 选 
的 是 0), 考虑 这 两 个 积分 


0 ce 
| _ fajdz 和 | f(z)dz. 
我 们 知道 这 两 个 积分 都 分 别 意 味 着 什么 , 当然 只 有 当 两 个 积分 都 收敛 时 这 个 原始 积 
分 才 收 敛 . 如 果 你 选 了 一 个 不 同 于 0 的 数 , 对 我 们 的 计算 结果 没有 任何 影响 ， 因为 
积分 的 收敛 或 发 散 不 是 由 端点 值 决定 的 . 
这 是 一 些 关 于 无 界 区 间 的 积分 例子 . 考虑 这 些 积分 


| 5 和 | zaz 
1 工 1 T 


前 面 的 一 个 是 
lim | 二 dz = lim in|z|| = lim (In(N)— In(1)) = oo， 
No>00J1 TI 一 oo 1 人 一 cc 
而 第 二 个 是 
N 
1iN 1 
lim | 了 dz = lim 一 一 | = lim (- 坟 + 一 1. 
六 一 ce 用 ZX AN 一 co 211 六 一 oo N 


所 以 第 一 个 积分 是 发 散 的 , 而 第 二 个 积分 是 收敛 的 . 
这 里 有 一 个 问题 : 下 列 积分 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 
| Ldz 和 | do? 
0 I 0 I 
因为 这 两 个 积分 的 瑕 点 是 0 和 co, 所 以 我 们 需要 把 它们 分 解 开 . 对 于 第 一 个 ， 
我 们 可 以 分 解 为 


| zadz 和 | Ldz. 

0 J1 

注意 是 否 选择 1 作为 分 界 点 , 可 以 由 你 来 决定 . 你 选 什 么 并 不 重要 (只 要 它 是 一 个 
正 数 )! 无 论 如 何 我 们 已 经 看 到 两 个 积分 都 是 发 散 的 , 所 以 这 个 积分 [0 1/zdz 也 是 
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发 散 的 . 
对 于 Jo 1/z?dz 这 个 积分 , 我 们 把 它 分 成 下 面 两 部 分 
[ 已 dz 和 | dz. 

现在 我 们 已 经 看 到 第 二 个 积分 是 收敛 的 . 对 于 第 一 个 积分 , 我 们 可 以 使 用 关于 极限 
的 公式 , 但 还 有 一 种 不 是 很 显 见 的 方法 . 基本 思想 是 我 们 看 到 J01/zdz 发 散 到 无 穷 
大 . 但 是 如 果 你 仔细 考虑 , 你 会 发 现 当 z 在 0 和 1 之 间 时 , 1/z2 比 1/z 要 大 . (对 吗 ? 
因为 在 区 间 (0, 1) 之 间 , zx? 比 z 要 小 , 所 以 它们 的 倒数 正好 是 相反 的 .) 所 以 如 果 在 
[0, 1] 区 间 1/x 下 的 面积 是 无 限 的 , 那么 在 该 区 间 内 函数 1/z? 下 的 面积 会 更 大 一 一 
所 以 它 也 是 无 限 的 ! 不 需要 再 做 任何 额外 的 工作 , 我 们 就 可 得 出 结论 Jo 1/z2dz 也 
是 发 散 的 . 这 样 也 可 以 说 整个 积分 J?” 1/z2dz 也 是 发 散 的 , 但 它 发 散 的 原因 不 是 因 
为 积分 上 限 的 无 穷 大 , 而 是 因为 积分 下 限 的 0. 注意 我 们 比较 1/z? 和 1/z 的 方法 
是 比较 判别 法 , 我 们 在 下 一 节 要 开始 研究 它 . 
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假设 我 们 有 两 个 非 负 的 函数 , 至 少 在 某 些 区 间 是 非 负 的 . 如 果 第 一 个 函数 比 第 
二 个 函数 大 , 第 二 个 函数 的 积分 (在 这 个 区 间 内 ) 是 发 散 的 , 那么 第 一 个 函数 的 积分 
(在 同样 的 区 间 内 ) 也 是 发 散 的 ， 从 数学 角度 上 可 以 这 样 来 解释 ， 如 果 我 们 想 知道 
积分 作 f(z)dz 的 情况 , 但 现在 我 们 仅仅 知道 积分 作 g(z)dz 的 情况 .如果 在 区 间 
(a,8) 内 , 函数 f(z) > g(x) > 0, 而 且 我 们 知道 积分 | g(z)dz 是 发 散 的 , 那么 积分 
放 f(z)dz 也 是 发 散 的 . 事实 上 , 因为 f(z) > g(x), 我 们 可 以 写 为 


f(x)dz > | 9g(z)dz = oo. 


所 以 第 一 个 积分 也 是 发 散 的 . 在 我 们 上 述 的 例 
子 中 , 我 们 已 经 写 为 

[Ber>| la=w 

oz2 ~ Joz > 
并 知道 不 等 式 左 侧 是 发 散 的 . 当然 , 我 们 已 经 
知道 右 侧 也 是 发 散 的 . 

当 我 们 看 这 个 图 像 时 , 就 会 更 清楚 这 种 情 

况 了 (如 图 20-4 所 示 ). 
在 这 个 图 像 中 , 在 z = a 和 xz =5 之 间 的 y = 9(z) 的 面积 被 认为 是 无 穷 的 . 函数 
y = f(x) 的 图 像 在 函数 y = g(x) 的 上 方 , 所 以 它 的 面积 (在 z=a 和 zx =5 之 间 ) 
应 该 是 更 大 的 . 比 无 穷 大 仍然 是 无 穷 大 . 所 以 积分 | f(z)dz 也 是 发 散 的 . 


图 20-4 
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但 如 果 f(z) < g(z), 积分 用 g(z)dz 仍然 是 发 散 的 , 情况 又 会 是 怎样 呢 ? 你 会 
对 积分 族 f(z)dz 得 出 怎样 的 结论 昵 ? 答案 是 : 两 种 情况 都 有 可 能 . 也 就 是 说 什么 
结论 都 得 不 到 . 让 我 们 看 看 从 数学 角度 怎样 解释 这 个 问题 : 

b b 
| f(z)dz < 上 g(x)dz = co. 

所 以 我 们 正在 求 的 积分 | f(z)dz 小 于 或 等 于 无 穷 大 . 也 就 是 说 , 可 能 它 是 小 于 无 
穷 的 , 所 以 它 是 收敛 的 ; 也 可 能 它 是 等 于 无 穷 的 , 所 以 它 是 发 散 的 . 很 好 , 现在 我 们 
知道 它 既 可 能 是 收敛 的 也 可 能 是 发 散 的 . 我 们 并 没有 得 到 任何 结论 , 所 以 这 个 条 件 
什么 都 没有 给 我 们 . 

在 另外 一 方面 , 对 于 收敛 性 , 它 是 相反 的 方向 . 是 这 样 的 , 如 果 我 们 想 知 道 积分 
必 f(z)dz 的 情况 , 而 我 们 现在 知道 积分 J。g(z)dz 是 收敛 的 , 那么 我 们 希望 f(z) < 
g(z)， 你 可 能 会 说 我 们 希望 函数 f 是 由 函数 g 来 控制 的 ， 很 好 , 这 时 我 们 已 经 可 
以 确定 收敛 性 了 (仍然 假设 两 个 函数 都 是 正 的 )， 也 就 是 说 , 如 果 在 区 闻 (a,b) 内 
0 < f(z) < g(z), 且 积分 J]* g(z)dz 是 收敛 的 , 那么 积分 六 ftz)dz 也 一 定 是 收敛 的 . 
数学 上 的 表示 形式 是 


[ 六 | pe 


所 以 两 个 积分 都 是 收敛 的 (注意 左边 的 积分 是 正 的 , 所 以 它 不 可 能 发 散 到 一 00), 见 
图 20-5. 


图 20-5 


对 于 在 z =a 和 z 一 b 之 间 的 y= 9(z) 的 阴影 部 分 面积 , 我 们 假设 它 为 有 限 
的 . 你 可 以 清楚 的 看 到 , 我 们 所 要 研究 的 面积 , 即 函数 y= f(x) 在 za 和 z=b 
之 间 的 面积 比 有 限 的 阴影 面积 要 小 ， 因 为 我 们 想 要 的 面积 是 正 的 并 小 于 一 个 有 限 
的 面积 , 所 以 它 也 是 有 限 的 . 

请 注意 ;假设 你 知道 积分 J]? g(z)dz 是 收敛 的 , 但 相反 你 有 这 样 一 个 不 等 式 
f(z) > g(z). 现在 你 想 要 分 析 的 图 像 y = f(z) 在 另 一 条 曲线 y = 9(z) 的 上 方 . 这 
个 条 件 很 不 好 : 我 们 只 能 说 
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[ f(z)dz > [sar 


所 以 我 们 正在 分 析 的 在 不 等 式 的 左 侧 的 积分 大 于 或 等 于 一 个 有 限 的 数 , 我 们 的 积分 
可 能 是 有 限 的 也 可 能 是 无 限 的 . 相当 于 什么 结论 都 没有 得 到 , 我 们 又 白费 力气 了 ! 
到 目前 为 止 , 从 数学 角度 看 , 我 们 还 没有 正式 的 说 明 比 较 判 别 法 . 实际 上 , 这 种 
方法 并 不 是 很 复杂 的 . 有 时 把 积分 分 解 开 来 是 必要 的 , 但 是 我 们 已 经 看 到 了 基本 思 
想 . 例如 , 如 果 函 数 f 和 9 在 x = a 点 都 有 垂直 渐 近 线 , 而 在 其 他 的 地 方 没 有 无 界 
点 , 而 且 对 于 在 区 间 [a, 9| 内 的 所 有 xz 我 们 有 0 < f(z) < g(x), 这 时 我 们 有 
b 


b 
0< | ， f(z)dz < | ， g(x)dz 


对 于 任何 es > 0 成 立 . 现在 取 极 限 , 如 果 g(x)dz 这 个 反常 积分 收 伍 , 那么 不 等 式 
右边 就 是 个 有 限 的 数 . 现在 的 情况 由 中 间 的 那个 积分 来 决定 . 因为 函数 f(x) 一 直 
都 为 正 的 , 当 e 趋 于 0 时 , 这 个 中 间 的 积分 变 得 越 来 越 大 . 虽然 如 此 但 它 再 大 也 大 
不 过 积分 ]* g(z)dz, 而 这 个 积分 恰恰 就 是 一 个 有 限 的 数 . 所 以 唯一 的 可 能 性 是 : 当 
s 一 0+ 时 , 这 个 中 间 的 积分 收敛 于 一 个 有 限 的 数 ". 简 而 言 之 , 积分 作 f(z)dz 是 
收敛 的 . 这 样 我 们 从 收敛 角度 (我 们 已 经 证 明 过 的 第 二 个 反常 积分 ) 证 明了 比较 判 
别 法 , 在 上 述 这 种 特殊 情况 下 , 函数 f 和 9 仅仅 在 x = a 点 出 现 问题 . 现在 把 证 明 
发 散 的 部 分 留 给 你 去 做 , 而 且 也 要 说 明 在 * = 5 点 出 现 问题 的 情况 . 这 同 证 明 收 敛 
没有 什么 不 同 . 当然 , 如 果 瑕 点 出 现在 积分 的 中 间 , 或 有 多 个 甫 点, 在 使 用 比较 判别 
法 之 前 你 需要 把 积分 分 成 几 个 小 的 积分 . 

在 下 一 章节 中 , 我 们 将 会 看 到 应 用 比较 判别 法 的 更 多 的 例子 . 现在 我 们 需要 去 
看 另 一 个 判别 法 . 
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比较 判别 法 是 用 一 个 函数 的 反常 积分 的 结果 去 判别 另 一 个 函数 的 反常 积分 . 极 
限 比 较 判 别 法 是 类 似 的 , 但 实际 上 我 们 并 不 需要 一 个 比 被 判别 的 函数 更 大 的 函数 . 
相反 , 我 们 仅仅 需要 两 个 近似 的 函数 ， 这儿 是 基本 思想 : 假设 有 两 个 函数 在 破裂 
点 z = a 是 非常 接近 的 (它们 再 也 没有 其 他 的 破裂 点 )、 这 时 积分 六 Flz)jdz 和 
放 g(z)dz 同时 收敛 或 同时 发 散 . 它们 的 行为 是 相同 的 . 从 直观 上 来 说 , 这 个 说 法 很 
行 得 通 ; 让 我 们 再 仔细 说 说 什么 叫 两 个 函数 是 “非常 接近 ”的 . 
20.4.1 ”函数 互 为 渐 近 线 

假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 9 满足 


@ 事实 上 这 个 显而易见 的 陈述 非常 重要 ， 正 是 它 将 尺 从 包含 每 个 有 理 数 的 真子 集中 区 别 开 来 . 
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这 也 就 是 说 当 z 接近 于 a 时 , f(z)/g(z) 的 比值 是 非常 接近 于 1 的 . 如 果 比 值 是 1， 
那么 函数 f(z) 和 g(z) 是 相等 的 ; 因为 比值 仅仅 是 接近 于 1, 所 以 f(z) 是 非常 接近 
于 g(x) 的 . 这 并 不 意味 着 函数 f(x) 和 g(x) 的 差 是 非常 小 的 ! 例如 , 函数 f(z) 可 
能 是 万 亿 , 而 g(z) 可 能 是 万 亿 加 上 一 百 万 (对 于 同样 的 值 x); 在 这 种 情况 下 , 比值 
f(z)/g(z) 比 1 略 小 , 而 f(z) 和 9(z) 的 差 却 是 一 百 万 ! 但 从 另 一 个 角度 说 , 这 两 个 
数 是 非常 接近 的 , 因为 它们 之 间 的 差 一 百 万 相对 于 它们 自己 的 数值 是 非常 小 的 . 
所 以 , 我 们 说 如 果 比 值 的 极限 是 1, 那么 当 x 一 a 时 , f(x) ~ g(xz). 也 就 是 说 


攻 一 o 时 ,7G) vaGa 同 md = 1 有 着 同样 的 意义 


这 并 不 是 说 明 当 z 接近 于 a 时 , f(z) 大 约 等 于 g(z): 它 说 明 当 z 接近 于 a 时 ， 
f(z) 和 g(z) 的 比值 接近 于 1. 我 们 说 当 zx 一 a, 函数 f(z) 和 g(x) 是 互 为 渐 近 线 的 . 
当然 你 可 以 用 x 一 co 或 x 一 at 来 替代 zx 一 a; 你 只 需要 在 极限 中 做 同样 的 替代 . 

所 有 的 这 些 都 可 能 是 无 用 的 , 除非 我 们 有 这 样 形式 的 极限 
一 一 一. 


实际 上 我 们 已 经 见 过 很 多 这 种 形式 的 极限 ! 这 儿 有 些 例子 ?: 
| Jim 3 呈 一 1000z +52—7 _ 1 Jim sin(z) _ 1 


一 oo 3z3 Z 一 0 Zz 


zl 
lim © =1, jim PdL 二 2) _ 1 
2 一 0 Tr 2 一 0 I 


上 述 的 第 一 个 极限 可 以 被 写 为 当 z 一 co 时 3z3 一 1000z22 二 57 一 7 ~ 3z3. 也 就 
是 说 , 当 z 一 co 时, 37z3 ~ 1000z2 +5z 一 了 7 和 3z3 是 互 为 渐 近 线 的 . 同 理 , 第 二 个 
极限 表明 当 x 一 0 时 , sin(z) ~ z. 第 三 个 和 第 四 个 极限 表明 了 当 xz 一 0 时 , er 一 1 
和 In(1 +z) 同 > 是 互 为 渐进 的 ; 也 就 是 说 当 z 一 0,erz -1~z 和 ln(1+Tz) 一 7Z. 

我 们 只 是 以 一 种 不 同 的 形式 重 写 了 每 一 个 极限 , 但 它 是 一 种 很 方便 的 形式 . 的 
确 , 你 可 以 对 相互 渐进 的 函数 做 寡 运 算 然 后 得 到 一 对 新 的 . 例如 , 我 们 知道 当 x 一 0 
时 有 sin(z) ~ z, 我 们 立刻 可 以 写 出 当 z 一 0 时 有 sin?(z) ~ z3, 或 甚至 1/ sin(z) ~ 
1/zx. 你 也 可 以 用 其 他 像 x 一 样 趋 于 0 的 量 替 代 z, 比如 z 的 竹 . 例如 , 从 当 z 一 0 
时 , sin(z) ~ z 开始 , 我 们 可 以 用 4z7 替代 x, 可 看 到 当 z 一 0 时 , sin(4z7) ~ 4z7. 
你 甚至 可 以 让 两 个 渐 近 函数 相 除 或 相 乘 , 假设 它们 的 极限 对 应 的 > 值 相同 . 例如 ， 
我 们 知道 当 x 一 0 时 , tan(z) ~ z, 因为 


2 一 0 ri 


QD 这 些 例子 分 别 可 以 在 4.3、7.1.1、9.4.2 和 9.4.3 节 中 找到 . 
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所 以 我 们 能 把 sin(z) ~ x 和 tan(z) ~ z 乘 到 一 起 , 得 到 当 x 一 0 时 的 渐进 关系 
tan(z) sin(z) ~ 22. 

加 或 减 这 些 关 系 却 不 适用 上 述 规则 . 例如 , 如 果 当 z 一 0 时 , 你 以 tan(z) ~ zx 
和 sin(z) ~ z 开始 , 那么 你 不 能 从 第 一 个 中 减 去 第 二 个 得 到 tan(z) 一 sin(z) ~ z 一 z. 
的 确 , x - z 是 0, 没有 什么 能 同 0 是 相互 渐进 的 .为 什么 没有 呢 ? 因 为 , 如 果 当 
z 一 a 时 , 有 f(x) ~ 0, 这 时 我 们 有 


一 上. 


这 的 确 讲 不 通 , 因为 等 式 的 左边 没有 任何 意义 . 所 以 , 可 以 对 这 种 等 价 关 系 做 乘积 、 
除法 、 取 究 , 但 一 定 不 要 做 加 法 和 减法 . 


20.4.2 ”关于 判别 法 的 陈述 


好 了 , 现在 我 们 已 经 有 了 相互 渐进 的 两 个 函数 的 概念 , 我 们 也 有 一 些 例 子 ( 例 
如 当 z 一 0 时 , sin(z) ~ zx). 那 又 怎么 样 昵 ? 假设 你 有 某 函 数 f, 它 的 瑕 点 仅仅 在 a 
点 , 你 正在 研究 这 个 反常 积分 | f(z)dz 是 收敛 还 是 发 散 的 . 如 果 当 z 趋 近 于 a 时 ， 
你 能 找到 一 个 函数 9 的 走势 非常 接近 于 f, 这 时 你 可 以 用 函数 g 替代 函数 f, 判断 
积分 | g(z)dqz 是 收敛 还 是 发 散 的 . 无 论 你 得 到 关于 9 的 什么 结论 都 适用 于 /. 

更 正式 的 说 , 如 果 当 x 一 a 时 , f(z) ~ g(x), 这 时 这 两 个 函数 在 区 间 [a, bl 上 没 
有 其 他 的 瑕 点 了 , 这 时 积分 | f(z)dz 入 g(z)dz 是 同时 收敛 或 同时 发 散 的 ，( 如 
果 同 时 收敛 , 那么 它们 的 收敛 值 可 能 不 同 .) 这 就 是 极限 比较 判别 法 . 这 是 不 正式 的 
介绍 ; 我 们 将 要 在 下 一 章节 中 引入 更 多 的 例子 . 假设 我 们 想 要 知道 


1 1 
| sin(y3) 

这 个 积分 是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 看 起 来 求解 1/ sin VE 的 反 导 不 是 一 件 容易 的 事情 . 
很 幸运 , 我 们 不 需要 去 求 它 的 反 导 . 因为 当 z 一 0 时 , sin(z) ~ z 我 们 可 以 用 一 个 
更 小 的 量 Vz 替代 这 个 很 小 的 量 z, 这 样 可 得 当 > 0+ 时 , sin(V3) ~ Vz (我们 
需要 使 用 x 0+, 因为 仅仅 当 z > 0 时 , Vz 才 有 意义 .) 两 边 同时 取 倒数 , 我 们 有 

当 z 一 0+ 时， 一 一 ~ 上 

” sin(Vi) ~ VE 

也 请 注意 在 区 间 (0, 1], 1/ sin Vz 和 1/Vz 没有 破裂 点 . 所 以 极限 比较 法 告诉 我 们 
这 两 个 积分 


1 1 1 1 

| sn 和 | i 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 我 们 可 以 用 一 个 简单 的 积分 [6 1/Vzdz 蔡 代 了 一 个 较 难 的 
积分 . 从 20.1.1 节 中 , 我 们 已 经 知道 这 个 简单 的 积分 是 收敛 的 , 所 以 立刻 可 以 说 我 
们 想 要 计算 的 积分 (左边 的 那个 ) 也 是 收敛 的 . 


406 第 20 章 反常 积分 : 基本 概念 


当然 有 些 判 别 法 也 适用 于 当 破 裂 点 在 5b 点 或 积分 区 间 是 无 界 的 情况 . 在 21.2 
节 中 我 们 将 要 列举 所 有 的 情况 . 与 此 同时 , 让 我 们 看 看 为 什么 这 个 判别 法 适用 于 上 
述 的 例子 . 因为 当 z 一 a 时 f(x) ~ g(z), 我 们 知道 

-+ 
特别 地 , 假设 我 们 足够 趋 于 a, 那么 这 个 比值 f(z)/g(z) 至 少 是 1/2 且 不 比 2 大 . 也 
就 是 说 , 我 们 能 在 a 和 b 之 间 的 区 间 选 一 个 数 c, 满足 
5 < 2 < 2， Zz 区 间 为 (a, d]. 

这 个 不 等 式 可 以 被 重 写 为 


39(2) < f(z) < 29(z),z 区 间 为 (a,d| 


现在 我 们 能 使 用 比较 判别 法 了 .， 例如， 如果 积 分 | g(z)dz 是 发 散 的 ， 那么 积分 
J<g(z)dz 也 是 ( 像 我 们 已 经 见 过 的 那样 ). 事实 上 , 3 < 9(z)dz 也 是 发 散 的 , 非 正式 
的 解释 是 , 因为 无 穷 的 一 半 还 是 无 穷 ! 所 以 函数 f(z) 比 #g(x) 大 这 个 事实 说 明 积 分 
人 f(z)dz 是 发 散 的 , 这 说 明 人 f(z)dz 也 是 发 散 的. 另 一 方面 , 如 果 积分 [? g(z)dz 
是 收敛 的 , 那么 积分 2[< g(z)dz 也 是 收敛 的 , 且 我 们 能 再 次 使 用 比较 判别 法 去 证 明 
积分 2 f(z)dz 也 是 收敛 的 (可 以 自己 证 明 一 下 ). 

一 个 简短 的 解释 : 大 多 数 教材 关于 极限 比较 判别 法 都 有 不 同 的 陈述 . 特别 地 ， 
f(z)/g(z) 的 极限 可 能 实际 上 不 是 1 一 一 它 可 能 是 任何 正 数 , 这 时 上 述 陈 述 依 然 成 
立 (稍微 修正 之 后 ). 另 一 方面 , 允许 一 个 不 是 1 的 极限 并 没有 什么 实际 意义 , 它 失 
去 了 使 用 直观 的 ~ 表示 法 . 像 我 们 在 下 一 章 将 要 见 到 的 那样 , 我 们 将 能 非常 熟练 
地 使 用 这 个 判别 法 . 


20.5 PP 判别 法 (理论 ) 


现在 我 们 有 了 比较 判别 法 和 极限 比较 判别 法 , 我 们 需要 知道 怎样 去 使 用 它们 . 
我 们 的 基本 策略 是 (在 下 一 章节 中 我 们 将 要 非常 细致 的 讲解 ): 选择 一 个 函数 g, 能 
用 我 们 的 函数 /与 之 比较 . 我 们 希望 函数 9 足够 简单 , 以 致 于 我 们 可 以 判断 它 是 
收敛 的 还 是 发 散 的 . 

这 个 问题 是 , 什么 是 我 们 能 选择 的 g 函数 ? 最 常用 的 函数 是 1/zx? 其 中 p > 0. 
例如 , 我 们 已 经 看 到 一 些 关 于 1/z、1/Vz 和 1/z2 的 积分 , 这 些 积分 分 别 对 应 于 
2 = 1、 寺 和 2. 因为 这 些 函数 是 很 容易 求 积分 的 , 所 以 我 们 可 以 使 用 极限 公式 得 到 
2 判别 法 . 

。(p 判别 法 ,[” 的 情况 ) 对 于 任何 有 限 数 a >0, 这 个 积分 
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| 工 dz 
当 p >1 时 是 收敛 的 , p < 1 时 是 发 散 的 . 
。 (p 判别 法 , J 的 情况 ) 对 于 任何 有 限 数 a >0, 这 个 积分 
| 工 dz 
0 2? 
当 p <1 时 是 收敛 的 , p > 1 时 是 发 散 的 . 
注意 这 两 种 情况 是 相反 的 : 只 是 p =1 除外 , 其 中 的 一 个 积分 
| 工 dz 或 | 工 dz 
0 TP & TB 
是 收敛 的 , 而 另 一 个 积分 是 发 散 的 . p =1 的 情况 对 应 于 1/z, 我 们 已 经 见 过 , 这 两 个 
积分 在 这 种 情况 下 都 是 发 散 的 . 
2 判别 法 真 的 很 有 用 , 在 实际 中 的 应 用 很 广泛 , 所 以 千 万 不 要 把 这 两 种 情况 混 
淆 ! 要 记 住 这 种 方法 的 一 个 正确 的 情况 , 就 要 记 住 1/z? 和 1/Vz 的 情况 . 我 仅仅 记 
得 这 两 个 事实 : 


| 访 dz 收 全 ,而 且 | 超收 全 


依据 这 两 个 事实 , 我 能 记 住 整个 p 判别 法 ! 怎样 记 住 的 ? 从 第 一 种 情况 起 , 我 
们 所 掌握 的 知识 是 趋 于 oo 时 的 情况 同 趋 于 0 时 的 情况 是 相反 的 , 我 知道 
1 下 


| -一 QZ | 
0 Z2 ‘li 
这 个 积分 是 发 散 的 ; 同 理 , 从 第 二 种 情况 [il\ = 直 ，p < 1( 册 型 
我 们 知道 让 
| 了 dz 
元 


a VI 
这 个 积分 也 是 发 散 的 . 那么 其 他 指数 的 情 
况 是 什么 样子 呢 ? 任何 高 于 1 的 指数 ( 例 
如 3/2、2 或 70) 同 1/z? 的 趋势 是 一 样 
的 , 而 任何 低 于 1 的 指数 (例如 1/2、2/3 
或 0.999) 的 趋势 同 1/ Vz 是 一 样 的 ( 记 住 ， 
这 同 1/z1/2 是 一 样 的 ). 206 

观察 图 20-6 将 会 很 有 帮助 . 

在 这 个 图 像 中 , 点 状 线 和 虚线 是 典型 的 当 p <1 或 p >1 时 y = 1/z? 的 图 像 . 
实 线 是 y =1/z, 它 不 足够 接近 于 y 轴 使 积分 j 1/zdz 收敛 , 也 不 足够 接近 于 z 轴 
使 J]>1/zdz 收 敏 . 在 另 一 方面 , 对 于 任何 p <1, [5 1/zpdz 是 收敛 的 , 因为 点 状 线 
足够 接近 于 y 轴 . 当 你 查看 > 轴 时 , 这 种 情况 是 相反 的 : 这 时 我 们 需要 查看 虚线 ， 
表示 p >1 时 的 y= 1/z?, 它 足 够 接近 于 zx 轴 , 所 以 六” 1/zzdz 是 收敛 的 . 
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注意 , 因为 1.000 000 1 > 1, 这 个 积分 
co 1 
， X1000 0001 dz 


收敛 , 尽管 [1/zdz 是 发 散 的 ! 仅仅 把 z 的 寡 从 1 变 为 1.000 000 1, 这 个 微小 的 
变化 足够 引起 变化 了 . 这 说 明了 收敛 和 发 散 的 精妙 之 处 . 
现在 让 我 们 证 明 p 判别 法 . 幸运 的 是 , 这 仅仅 是 使 用 20.1 节 的 公式 . 首先 , 考 
虑 积分 _ 
| 工 dz 


a TP 
其 中 常数 a >0. 如 果 p =1, 该 积分 变 为 1/z, 我 们 已 经 知道 这 个 积分 在 这 种 情况 下 
是 发 散 的 . 另外 我 们 有 


ol N 1 
| 一 dz 一 lim | Z ?dzrz= lim rl? 
a TX? N—00 J 一 co 1 一 2 


(9 


N 


a 


现在 如 果 极 限 

Nm NT? 
存在 , 这 时 整个 积分 [>1/zrdz 是 收敛 的 . 如 果 这 个 极限 不 存在 , 那么 该 积分 是 发 
散 的 . 所 以 , 将 上 述 极 限 重 写 为 

Nm, Np 
如 果 p >1, 那么 p 一 1 > 0, 所 以 当 N 很 大 时 N?-! 非常 大 ; 它 的 倒数 变 得 很 小 , 所 
以 极限 是 0, 我 们 最 初 的 积分 是 收敛 的 . 另 一 方面 , 如 果 p <1, 那么 p 一 1 < 0, 所 以 
N1-? 非常 大 , 这 个 极限 趋 于 无 穷 大 , 说 明了 原始 的 积分 是 发 散 的 . 这 证 明了 p 判别 
法 的 一 半 . 证 明 的 另 一 半 与 此 类 似 ; 你 只 是 使 用 -0+ 而 不 是 N -， ce. 我 将 把 证 
明细 节 留 给 你 . 


20.6 ”绝对 收敛 判别 法 


对 于 比较 判别 法 的 一 个 假设 是 函数 f 和 g 都 是 非 负 的 . 但 如 果 你 想 判断 一 个 
负 函 数 的 走势 , 该 怎么 办 昵 ? 如 果 这 个 函数 一 直 为 负 , 你 可 以 把 负 号 提出 来 然后 把 
它 归 为 正 函 数 的 情况 . 在 下 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 一 个 例子 . 另 一 方面 , 如 果 这 个 
函数 在 积分 区 间 不 停 的 在 正 负 之 间 振 荡 , 你 可 以 应 用 绝对 收敛 判别 法 . 这 是 关于 这 
个 方法 的 陈述 : 


b 
各 果 | f(a)laz 是 收 全 的 ,那么 | f(z)az 也 是 收 信 的 
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这 对 于 积分 无 限 区 间 也 是 适用 的 (例如 Jo，co) 而 不 是 [a, b]). 注意 : 如 果 原 始 积分 
的 绝对 值 是 发 散 的 , 那么 这 个 原始 积分 可 能 还 是 收敛 的 ! 这 样 的 例子 是 很 酷 , 但 它 
超过 了 本 书 的 范围 . 另外 , 当 我 们 讨论 23.7 节 的 正 交 级 数 时 将 看 到 一 些 相 似 情况 . 

为 什么 上 述 的 方法 是 有 用 的 ? 首先 , |f(z)| 是 非 负 的 , 所 以 你 能 使 用 反常 积分 
的 比较 判别 法 . 例如 , 考虑 反常 积分 


| Sin(2Z) dz 
dr 


z2 
当 z 越 来 越 大 时 , 这 个 被 积 函 数 池 包 在 正 负 之 间 振 荡 . 所 以 我 们 不 能 使 用 比较 判 
别 法 “或 极限 比较 判别 法 . 让 我 们 首先 试 着 使 用 绝对 收敛 判别 法 . 
相反 , 我 们 需要 考虑 这 个 积分 : 


上 


”|sinko)| 


sin(Z) 
2Z2 qd 


这 能 被 写 为 
dz， 
1 
因为 z? 不 可 能 为 负 现在 我 们 能 使 用 比较 判别 法 了 ， 你 看 , 因为 对 于 所 有 的 x 
|sin(z)| < 1, 所 以 我 们 有 


ne 


对 于 所 有 的 z 成 立 . 比较 判别 法 表明 
oo |sinezjlaa <| 1 
x2 Z2 0 
因为 根据 p 判别 法 不 等 式 的 右 侧 是 收敛 的 ， 所 以 左 侧 的 积分 也 是 收敛 的 . 最 后 我 们 
使 用 绝对 收敛 判别 法 得 
| [snl lsin(2)| 1 收敛 所 以 | a, 也 收敛 . 


这 有 一 点 难以 琢磨， 但 你 真 的 需要 使 用 绝对 信 
这 儿 还 有 一 个 例子 : 


| cos(Z)dz， 
0 
这 个 被 积 函数 cos(z) 在 正 负 之 间 振 荡 , 所 以 可 能 我 们 应 该 先 研究 它 的 绝对 值 情况 : 
| | cos(z)|dz. 
0 
遗憾 的 是 ,这 个 新 的 积分 不 可 能 是 收敛 的 ， 想 要 知道 为 什么 ,你 画 一 个 y = 
| cos(z)| 的 图 像 , 然后 你 将 要 看 到 大 量 类 似 的 小 图 丘 , 一 个 接 一 个 . 要 把 这 无 限 个 小 
图 丘 加 到 一 起 得 到 一 个 有 限 的 值 是 不 可 能 的 .所 以 这 个 绝对 值 型 的 积分 是 发 散 的 . 


Q@ 直接 比较 是 不 行 的 ,因为 积分 [Ysin(x)/z2dz 并 不 随 N 变 大 而 变 大 . 20.3 节 结尾 处 的 结论 不 适 
用 , 因为 它 需要 在 不 触及 g(z) 的 积分 上 限时 f(x) 积分 越 来 越 大 . 


NS 
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这 说 明 我 们 不 能 使 用 绝对 收敛 判别 法 ! 只 有 当 该 积分 的 绝对 值 版 是 收敛 的 , 我 们 才 
能 使 用 这 个 方法 . 

从 这 些 胡 言 乱 语 中 我 们 什么 都 没有 学 到 ; 我 们 需要 重新 来 过 . 我 们 不 知道 最 原 
始 的 积分 是 收敛 还 是 发 散 的 . 所 以 , 让 我 们 使 用 瑕 点 在 ce 的 反常 积分 的 定义 : 


oo0 AN N 
| cos(z)dz = Aim_ | cos(Z)dz = Aim sin(Z) 。 


一 im (sin(N) 一 sin(0)) = Aim_ sin(N). 

最 后 一 个 极限 并 不 存在 , 因为 sin(N) 在 -1 到 1 之 间 反 复 振 荡 , 即使 N 一 直 
无 限 变 大 也 没有 变化 . 所 以 我 们 的 原始 积分 Jo cos(z) 发 散 的 原因 是 振荡 太 多 , 而 
不 是 因为 它 趋 于 oo 或 -co. 

振荡 的 积分 处 理 起 来 很 复杂 . 如 果 你 足够 幸运 , 你 可 以 像 上 面 一 样 使 用 标准 定 
义 . 大 多 数 情 况 下 , 这 根本 不 起 作用 . 很 多 数学 家 花费 了 大 量 的 时 间 想 要 和 弄 明 白 这 
一 点 . 此 刻 , 只 要 将 上 例 记 在 心间 就 可 以 了 ,下 一 章 中 我 们 将 有 很 多 事情 要 处 理 , 届 
时 , 我 们 将 再 次 讨论 判别 法 , 并 着 重 解决 反常 积分 相关 的 问题 . 

在 我 们 做 这 些 之 前 , 让 我 们 简单 看 一 下 为 什么 绝对 收敛 判别 法 可 以 起 作用 . 假 
设 我 们 知道 


b 

| alas 
收敛 . 有 一 个 很 好 的 技巧 : 设 对 于 f 的 z 的 定义 区 间 [a,8], 有 g(x) = | jz 十 jz). 
那么 9 有 两 个 重要 特性 : 首先 , g(z) > 0; 其 次 , g(z) < 2|F(z)| (两 种 情况 下 ,都 
有 xz 是 f 定义 区 间 [a,9] 中 的 任意 数 .) 实际 上 , 稍 考虑 一 下 你 就 可 以 知道 , 每 当 
f(z) > 0 都 有 g(x) = 2f(x), 而 且 每 当 f(z) < 0 都 有 g(x) = 0. 尝试 证 明 一 下 这 两 
个 特性 遵循 于 此 . 

无 论 如 何 , 我 们 现在 可 以 对 9 使 用 比较 判别 法 了 : 
b b 
Og | g(x)dz < 2| |f(z)ldz < oo. 

结论 是 

| g(x)dz 
也 是 收敛 的 . 那 又 怎样 昵 ? 注意 , f(x) = g(x) 一 |f(z)|, 所 以 


[ras = | star - | |f (a)ldz. 


右 侧 的 两 个 积分 都 是 收敛 的 一 一 第 一 个 我 们 已 经 证 明了 , 而 且 我 们 假设 了 第 二 个 
积分 收敛 所 以 , 左 侧 的 积分 也 是 收敛 的 . 
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我 们 实际 应 用 一 下 并 看 看 有 关 反 常 积分 的 例子 . 讨论 中 , 我 们 将 会 总 结 主要 的 
方法 . 在 上 一 章 中 , 我 们 介绍 了 一 些 很 有 用 的 判别 方法 . 为 了 更 加 有 效 地 利用 这 些 
方法 , 你 需要 了 解 一 些 常见 函数 的 性 质 , 特别 是 它 在 0 和 oo 附近 是 怎样 变化 的 , 所 
谓 常见 函数 是 指 : 多 项 式 函 数 、 三 角 函 数 、 指 数 函数 和 对 数 函数 . 下 面 是 这 一 章 的 
计划 : 

。 首 次 遇 到 反常 积分 时 需要 做 什么 , 包括 怎么 处 理 被 积 函数 存在 多 个 瑕 点 和 

函数 存在 非 正 值 的 情况 ; 

。 比较 判别 法 、 极 限 比较 判别 法 和 p 判别 法 的 总 结 ; 

。 常见 函数 在 oo 或 -oo 附近 的 变化 ; 

。 常见 函数 在 0 附近 的 变化 ; 

。 如 何 处 理 在 非 0 有 限 值 处 的 瑕 点 . 


21.1 如 何 开 始 


给 定 一 个 反常 积分 [f(z)dzx, (我 们 总 是 假设 是 连续 的 或 者 有 有 限 个 不 连续 
的 点 ). 这 个 给 定 的 积分 称 为 反常 积分 , 是 因为 被 积 函 数 f 在 区 间 [a,6] 上 至 少 有 一 
个 瑕 点 . 瑕 点 经 常 出 现在 f 的 破裂 点 , 如 有 垂直 渐 近 线 的 点 处 , 还 出 现在 oo 和 -oo 
处 . 例如 , 积分 

| -dz 
在 ce 和 一 oo 处 有 瑕 点 (只 要 包含 它们 , 就 一 定 有 瑕 点 ), 同样 z=1 和 xw = 一 1 处 
也 有 瑕 点 (因为 被 积 函 数 在 这 些 点 未 定义 ). 

如 20.1.2 节 所 说 , 每 次 只 关注 一 个 瑕 点 是 合理 的 . 同样 地 , 我 们 倾向 于 被 积 函 
数 恒 正 , 至 少 x 在 瑕 点 附近 时 函数 应 该 为 正 . 因此 , 我 们 的 第 一 个 任务 是 适当 地 拆 
分 积分 , 第 二 个 任务 是 处 理 f 存在 负 值 的 情况 . 


21.1.1 ” 拆 分 积分 


下 面 是 基本 的 对 策 : 
(1) 确定 区 间 [a,9] 上 的 所 有 瑕 点 ; 
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(2) 将 积分 拆 分 成 若干 积分 之 和 , 使 得 每 个 积分 至 多 有 一 个 瑕 点 并 使 这 些 下 
点 作为 相应 积分 的 上 限 或 下 限 ; 
(3) 分 别 讨论 每 个 积分 , 如 果 任 一 积分 发 散 , 则 整个 积分 发 散 . 原 反常 积分 收敛 
的 唯一 情形 是 每 个 积分 都 收敛 
如 何 将 一 个 积分 正确 拆 分 昵 ? 如 果 只 在 a 或 5 点 有 刺 点 , 则 什么 都 不 用 做 . 考 
多” 谍 如 下 的 经 典 例子 , 积分 


2 1 
| ET 
收敛 还 是 发 散 ? 被 积 函 数 在 z = 0 有 垂直 渐 近 线 ,co 总 是 瑕 点 , 所 以 我 们 有 端点 0 
和 oo 两 个 瑕 点 . 这 是 两 个 瑕 点 , 而 我 们 每 个 积分 只 处 理 一 个 瑕 点 , 所 以 可 以 在 0 和 
co 之 间 任 选 一 个 你 喜欢 的 数字 , 我 选 的 是 5, 然后 把 积分 拆 分 成 两 个 : 


5 1 cs 1 
| ra ET 
这 个 例子 将 在 21.4.1 节 完成 . 现在 , 注意 这 两 个 积分 都 只 有 一 个 瑕 点 , 并 且 孔 
点 在 积分 区 间 的 左 端点 或 右 端点 . 在 哪个 点 对 积分 进行 拆 分 是 没有 关系 的 , 这 点 在 
20.1.1 节 已 经 详细 讨论 过 了 . 你 可 以 用 20.1.2 节 的 例子 进行 验证 , 那个 反常 积分 需 
拆 分 成 5 个 积分 . 
至 于 上 面 的 第 (3) 步 , 本 章 余下 部 分 会 探讨 如 何 处 理 只 在 一 个 端点 处 有 一 个 瑕 
: 点 的 积分 . 为 了 让 原 积分 收敛 , 重要 的 是 拆 分 后 的 每 个 积分 必须 都 收敛 ， 所 以 车 你 
地] 将 一 个 反常 积分 拆 分 成 5 个 积分 , 发 现 有 -个 积分 发 散 , 则 不 需要 浪费 时 间 考虑 其 
他 4 个 积分 , 因为 你 已 经 知道 整个 积分 是 发 散 的 了 . 
有 一 个 重要 的 情形 : 如 果 没 有 瑕 点 会 怎样 呢 ? 也 就 是 说 , 假设 有 积分 1* f(x)dz， 
它 的 积分 区 间 [o, 引 是 有 界 的 ( 故 没有 oo 和 -co), 并 且 f 在 所 有 的 闭 区 间 lw, 中 上 
都 有 界 , 则 如 在 20.1 节 所 述 , f 没有 瑕 点 , 所 以 我 们 知道 积分 此 f(z)dz 收敛 . 总 之 ， 
人 如果 没 有 瑕 点 , 则 积分 收敛 ! 例如 : 
100 ln(z 十 了 
| 24 十 Z2 十 1 
收敛 , 因为 被 积 函数 在 有 界 区 间 [0,100] 上 有 界 , 也 就 是 函数 在 该 闭 区 间 上 没有 瑕 
点 . 对 形 如 上 例 的 积分 , 不 要 被 其 蒙 需 而 用 相关 的 判别 法 对 其 进行 积分 敛 散 性 的 判 
定 . 


21.1.2 ”如 何 处 理 负 函数 值 


如 果 f(z) 在 区 间 [a,5| 上 的 某 些 x 处 取 负 值 , 你 需要 特别 小 心 , 这 经 常 出 现在 
三 角 函 数 或 对 数 函 数 中 , 幸运 的 是 , 你 通常 能 够 将 问题 化 简 为 只 有 正 的 被 积 函 数 的 
积分 . 下 面 是 三 种 处 理 负 函 数值 的 方法 . 


dz 
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(1) 如 果 被 积 函数 f(x) 在 区 间 [fc, 蛋 上 既 有 正 值 又 有 负 值 , 你 应 该 考虑 使 用 绝 
对 收敛 判别 法 . 如 20.6 节 所 述 : 


如 果 | |f(z)ldz 收敛 ,那么 [ f(z)dx 也 二 | 


这 个 判别 法 特别 适用 于 讨论 当 积 分 区 间 不 是 有 界 的 , 且 包 含 三 角 函 数 的 反常 积 
分 , 20.6 节 的 例子 


就 是 这 种 类 型 的 . 记 住 要 从 积分 的 绝对 值 开始 考虑 , 即 
三 各 la 
1 2 | 
不 需要 在 分 母 上 加 绝对 值 , 因为 分 母 恒 正 ， 然 后 指出 这 个 新 的 积分 是 收敛 的 
( 详 见 20.6 节 ), 并 用 绝对 收敛 判别 法 得 出 原 积分 也 收敛 , 不 要 忘记 这 点 : 绝对 收敛 
判别 法 只 能 帮 你 判断 积分 收 伍 , 即 不 能 用 绝对 收敛 判别 法 判断 积分 发 散 ! 
(2) 假设 被 积 函数 f(x) 在 区 间 [a, 4 上 恒 负 (或 为 0), 即 在 [a,b] 上 f(x) < 0. 
如 果 是 这 样 , 则 


[ rou =- [reer 


又 会 怎样 ? 现在 -f(z) 非 负 所 以 你 可 以 用 比较 判别 法 或 p 判别 法 来 看 
放 (一 f(z))dz 收敛 还 是 发 散 . 当然 , 如 果 该 积分 收敛 , 则 人 f(z)dz 收敛 类似 地 ， 
如 果 族 ( 一 f(z))dz 发 散 , 则 放 了 (z)dz 发 散 . 例如 


1/2 1 
| Z2ln(z) dz. 


显然 在 x = 0 有 一 个 瑕 点 . 注意 In(x) 在 定义 域 0 和 1 之 间 是 负 的 , 所 以 最 好 


写成 
1/2 1 1/2 _1 
| 22 In(z) dr =— | Z2ln(z) dz 


事实 上 , 因为 In(z) 是 出 现 负 值 的 部 分 , 可 以 将 - In(z) 替换 为 |In(z)|, 如 下 所 
示 : 


1/2 1 1/2 1 
| Fm) | zn) 
现在 我 们 只 需 考虑 


1/2 1 
| TO 
遗憾 的 是 , 还 要 等 到 学 习 了 21.4.4 节 才能 最 后 知道 这 个 积分 是 发 散 的 ,结论 是 
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原 积 分 也 发 散 . 注意 绝对 收敛 判别 法 不 能 用 于 这 个 例子 , 因为 该 判别 法 只 能 用 于 反 
常 积分 收敛 的 判别 , 

(3) 如 果 上 面 两 种 情形 都 不 适用 , 你 可 以 用 反常 积分 的 正式 定义 试 一 下 . 例如 
20.6 节 的 


| cos(Z)dqz， 
0 


到 这 其 实 并 没有 完 , 还 有 一 些 特殊 的 反常 积分 收敛 , 但 不 绝对 收敛 ?. 这 些 类 
型 的 反常 积分 经 常 在 实际 的 物理 和 工程 应 用 中 出 现 ,不 过 这 在 本 书 的 讨论 范围 之 
外 . 现在 我 们 来 回顾 一 下 积分 判别 法 . 


21.2 积分 判别 法 总 结 


可 以 支配 的 最 有 价值 的 工具 是 比较 判别 法 、 极 限 比较 判别 法 和 p 判别 法 . 上 
一 章 我 们 从 理论 的 角度 讨论 了 这 些 判 别 法 , 现在 我 们 再 次 讨论 它们 以 供 参 考 . 在 下 
面 的 所 有 判别 法 中 , 被 积 函 数 /(z) 被 假定 为 在 积分 区 间 . 上 恒 正 . 
。 比较 判别 法 的 发 散 情形 : 若 认为 f(z)dz 发 散 , 找 一 个 积分 也 是 发 散 的 较 
小 函数 , 即 找 一 个 使 得 在 区 间 (a,5) 上 有 f(x) > 9g(z) 的 非 负 函数 g(z), 且 
户 g(z)dz 发 散 . 则 有 


| f(x)dz > | 9g(Z)dz = co 


因此 | f(z)dz 发 散 . 
。 比较 判别 法 的 收敛 情形 : 若 认 为 | f(z)dz 收敛 , 找 一 个 积分 也 是 收敛 的 较 大 
函数 , 即 找 一 个 使 得 在 区 间 (a,6) 上 有 f(z) < g(z) 的 函数 g(z), 且 [* g(x)dz 
收敛 . 则 有 
b b 
| f(z)dz < | g(zjdz < oo， 
因此 人 f(z)dz 也 收敛 . 
要 小 心 , 勿 做 无 用 功 . 在 20.3 节 中 讨论 过 , 车 搞 反 了 上 述 不 等 式 的 方向 就 会 做 
无 用 功 . 若 不 等 式 的 方向 是 反 的 , 就 不 能 发 挥 比较 判别 法 的 作用 . 
极限 比较 判别 法 是 比较 判别 法 的 替代 形式 . 使 用 该 判别 法 的 重点 , 是 能 找到 一 
个 和 被 积 函数 在 瑕 点 附近 敛 散 性 一 致 的 函数 . 在 20.4.1 六 中 我们 有 如 下 的 定义 
~ a 时 , f(z) ~ g(7), 等 价 于 lim 7 1 = 一 


中 例如 FY sin(z)/zdz 收敛 , 但 [了 |sin(z)| /zdz 发 散 . 如 果 你 能 对 它们 中 任 一 个 的 正确 性 加 以 说 明 ， 
你 已 经 相当 了 不 起 了 ! 
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若 将 z -= a 换 成 了 一 oo( 或 了 一 -oo), 上 述 定 义 仍 成 立 . 在 任何 情况 下 , 如 果 被 积 
函数 f 形式 复杂 , 而 又 能 找到 一 个 函数 9 使 得 当 x 趋 近 于 瑕 点 时 有 f(x) ~ g(z)， 
则 你 已 经 接近 成 功 了 ! 这 是 因为 根据 极限 比较 判别 法 , 9 与 f 敛 散 性 一 致 . 更 准确 
地 , 下 面 是 该 判别 法 针对 环 点 的 有 限 和 无 穷 两 种 形式 的 判别 : 
。 极限 比较 判别 法 中 瑕 点 为 无 穷 的 情形 : 找 一 个 在 区 间 [a, coo) 上 没有 瑕 点 的 
形式 较 简单 的 非 负 函数 g, 且 有 当 x 一 oo 时 , f(z) ~ g(z), 则 
(1) 若 fg(z)dz 收敛 , 则 [jz)dz 收敛 
当然 , 将 区 间 [a, oo) 换 为 (oo, 中 也 成 立 . 还 有 一 种 情形 也 成 立 , 该 情 
形 是 瑕 点 为 积分 区 间 左 端点 处 的 有 限 值 a: 
。 极限 比较 判别 法 中 瑕 点 为 有 限 值 的 情形 : 找 一 个 在 区 间 (a, 9| 上 没有 瑕 点 
的 形式 较 简单 的 非 负 函数 g, 且 有 当 z 一 a 时 , f(x) ~ g(z), 则 
(1) 车 放 g(z)dz 收敛, 则 六 f(z)dz 收敛 ; 
(2) 车 放 g(z)dz 发 散 , 则 放 f(z)dz 发 散 . 
不 用 说 , 对 唯一 的 瑕 点 在 右 端点 x = b, 且 有 当 x 一 X 而 不 是 a) 时 f(x) ~ g(x) 
的 情形 , 有 相同 的 结论 . 
因此 需要 我 们 找到 一 个 合适 的 函数 9 来 做 比较 . 通过 选择 g(z) 为 1/z? 的 形 
式 , 并 选择 合理 的 p 值 , 能 够 使 很 多 问题 得 到 解决 . 这 类 函数 积分 的 敛 散 性 可 以 准 
确 的 被 p 判别 法 描述 : 
。 p 判 别 法 , J” 的 情形 : 对 任意 有 限 值 c > 0, 积分 


上京 az 当 p > 1 时 收敛 , 当 p < 1 时 发 艇 
。p 判 别 法 [的 情形 , 对 任意 有 限 值 。> 0, 积分 


| 二 dz 当 p < 1 时 收敛 , 当 p > 1 时 发 艇 


好 好 学 习 所 有 这 些 判别 法 , 它们 都 是 你 的 朋友 . 


21.3 oo 和 一 oo 附近 的 常见 函数 


现在 是 回答 最 重要 问题 的 时 候 了 : 如 何 选择 用 于 比较 的 函数 9? 这 取决 于 瑕 点 
在 士 co、0, 还 是 其 他 的 有 限 值 处 , 所 以 我 们 将 分 别 对 它们 进行 讨论 . 在 几乎 所 有 这 
些 将 要 讨论 的 情形 中 , 我 们 要 重 述 之 前 见 过 的 极限 和 不 等 式 , 应 用 这 些 原理 来 讨论 
反常 积分 . 现在 我 们 开始 讨论 常见 函数 在 co 和 --co 附近 的 情形 . 
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也 发 散 . 对 上 面 第 二 个 积分 , 由 于 当 z 一 -co 时 , 有 z5 十 4z4 十 1 ~ z5, 则 对 倒数 也 
一 样 有 

1 ~、 工 

Z5 十 474 十 1 25 

这 里 需要 当心 ! 我 们 希望 讨论 的 积分 与 积分 [0 1/z5dz 表现 一 样 , 但 问题 是 这 个 积 
分 在 x = 0 还 有 一 个 瑕 点 . 事实 上 , 该 积分 只 因 0 点 的 瑕 点 而 发 散 , 这 将 导致 整个 
结论 错误 . 为 了 避免 这 些 错误 , 我 们 需要 将 原 积分 分 成 两 个 : 


当 z 一 -oo 时 ， 


1 2 1 
| ai | 2 dr 1 
这 两 个 积分 中 的 第 一 个 因 没 有 瑕 点 而 收敛 . 对 于 第 二 个 积分 , 我 们 有 
1 1 


rs Ar441 ws 


由 于 1/zx5dz 收敛 , 则 积分 


当 z 一 一 DO， 


2 1 
| ry pr 

也 收敛 . 

两 个 积分 都 收敛 , 所 以 原 积 分 也 收敛 . 由 于 这 种 情况 经 常 出 现 , 所 以 要 小 心 , 记 
着 要 确保 将 积分 进行 拆 分 . 基本 上 , 如 果 “极限 比 较 函 数 "g 有 原 函 数 没有 的 瑕 点 ， 
为 了 避免 产生 新 的 瑕 点 , 你 需要 将 原 函 数 进行 拆 分. 通常 新 的 被 积 函数 g(z) 具有 
形式 1/zz, 所 以 当 你 有 瑕 点 oo 时 , 就 像 我 们 例子 一 样 , 只 需 避 免 出 现 z = 0. 

我 们 来 看 另 一 个 例子 

| 3z5 十 2z2 二 9 
2 X64 2274 + V4r3 + 18z 

这 个 问题 有 点 复杂 , 唯一 的 瑕 点 是 oo. 被 积 函 数 的 分 子 很 容易 处 理 : 当 zz 一 co 有 
3z5 + 2z2 十 9 ~ 3z5.， 对 于 分 母 , 首先 注意 到 当 z 一 00, Vr 人 3 十 18z ~ V4z13 = 
2z13/2. 由 于 13/2 大 于 6, V4z13 + 18z 项 在 分 母 中 起 主要 作用 , 所 以 当 > oo, 整 
个 分 母 渐进 于 2z13/2, 综 上 , 我 们 有 


当 时 3z5 十 2z2 十 9 3z5 3 1 
TY p12 Vin Ti 22132 3733 
由 p 判别 法 可 知 积分 
3 | 1 dr 
2 J。 x3/2 
收敛 , 所 以 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积 分 也 收敛 . 
最 后 , 考虑 


上 5 
一 一 dz. 
9 TZ4 十 873 一 9 一 22 
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如 上 面 的 讨论 , 由 于 Vz? 与 z2 相 消 , 分 母 的 最 高 次 帘 难 以 确定 , 我 们 需 将 分 子 分 
母 同 时 乘 以 分 母 的 共 罗 表 达 式 . (之 前 已 用 过 此 法 多 次 , 更 多 例题 见 4.2 节 .) 我 们 
有 : 

『 1 『 1 、 VZ4 十 8z3 一 9 十 22 2 

9 V7z4 十 8z3 一 9 一 7Z2 9 VzZ4 十 8r3 一 9 一 z2  VZ4 十 873 一 9 十 2Z2 

你 可 将 其 自行 化 简 为 
cs Vz4 十 8z5 一 9 十 2 
| 873—9 全 

分 母 很 容易 处 理 ; 当 z 一 ce 时 , 8z3 一 9 ~ 8z3, 分 子 昵 ? 由 于 对 十 8z3 -9~z4 有 
Vz4 十 8z5 -9 ~ z2, 最 后 Vz4 十 8z35 一 9 十 xz? ~ 272( 全 为 xz 一 co 时 ). 最 后 的 结论 
有 点 难以 理解 , 因为 渐进 相关 不 能 相 加 或 相 减 . 为 了 确定 该 说 法 的 正确 性 , 我 们 需 
要 指出 Vz 十 8z3 -9+z2 和 ?2z2 的 比值 当 zx 一 oo 时 趋 于 1, 因为 : 


i Vz4 十 8z5 一 9 十 Z2 1 1 1/ Vz4 十 8z3 一 9 x2 
zd 222 一 3 x2 十 Z2 | 


将 分 母 上 的 zx? 拖 入 根 式 (为 z4) 并 化 简 , 上 述 极限 变 为 


.1 x4+873—9 .1 8 9 
(+) -中 让 :+ 
=3(VITOT0+1)=1. 


这 就 证 明了 当 z -oo 时 , Vz4 十 873 一 9 十 x ~ 27x2. 这 时 , 我 们 回 到 原 积分 , 得 到 


1  Vz4 二 8z3 一 9 十 2 2z2 1 当 
Vr Br 9 -xz2 8z5 二 9 和 


运用 极限 比较 判别 法 , 由 于 人 1/4zdz 发 散 , 原 积 分 发 散 . 顺便 说 一 下 , 你 能 猜 到 原 
被 积 函数 在 z 一 oo 时 渐进 于 1/4z 吗 ? 这 个 不 容易 想到 , 所 以 如 果 你 想 用 最 高 次 
罕 起 决定 作用 的 结论 , 要 保证 有 且 仅 有 一 个 单一 的 最 高 次 罕 . 
21.3.2 ce 和 一 oo 附近 的 三 角 函 数 

或 许 现在 我 们 能 说 的 唯一 有 用 的 结论 是 对 任意 实数 4 有 


和 
虽然 这 些 给 出 的 信息 不 多 , 但 总 比 没有 好 . (其 他 的 三 角 函 数 有 太 多 的 垂直 渐 近 线 ， 
所 以 它们 不 满足 类 似 的 不 等 式 .) 上 述 不 等 式 有 两 个 主要 的 应 用 , 一 个 是 可 以 在 很 
多 情况 下 使 用 比较 判别 法 . 例如 , 积分 

| lsin(z)| 

5 VE 十 2 
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收敛 还 是 发 散 呢 ? 我 们 从 |sin(z4g)| < 1 开始 , 注意 我 们 将 4 的 正弦 值 换 成 x4 的 正 
蓄 值 是 没关系 的 , 因为 任何 数 的 正弦 (或 余弦 ) 的 绝对 值 都 不 超过 1. 因此 , 我 们 有 
co |sin(z4 9 1 
ee 
太 棒 了 , 我 们 把 表达 式 中 的 所 有 三 角 函 数 都 处 理 完了 , 右边 积分 的 唯一 瑕 点 出 
现在 oo 处 . 由 于 对 大 数 z, 最 高 次 赛 起 主要 作用 , 我 们 有 当 z 一 co VZ 十 22 ~ 77. 
现在 取 倒 数 可 得 


J FA 1 1 
2 一 oo 时 ， 一 = 一 ~ 一. 
当 z 一 oo 时 VZ 二 2Z2 x? 


由 p 判别 法 , 我 们 知道 J> 1/z?dz 收敛 , 极限 比较 判别 法 告诉 我 们 


1 
| re 
也 收 和 敛 . 最 后 , 我 们 有 
ce |sin(z4 ”> 1 
| Ee “ | Vim 
所 以 由 比较 判别 法 知 原 积 分 收敛 . 
lsin(4)| < 1 和 |cos(4)| < 1 的 另 一 个 漂亮 的 应 用 是 , 相对 于 x 的 任何 正 数 次 
军 , 任何 数 的 正弦 或 余弦 值 都 可 忽略 , 至 少 在 x 一 co 或 x 一 -co 时 是 这 样 的 . 例 
如 


当 z 一 oo 时 ， 2z3 一 3z0.1 + sin(100z200) ~ 2z3. 
为 什么 ? 因为 当 x 是 大 数 时 , 正弦 项 与 2z3 相 比 相当 的 小 . 更 准确 地 , 我 们 有 


， 2z3 一 3z01 十 sin(100z200) . 3 sin{100z200) 
am。 273 dm, G ”272.9 十 273 ) 
项 3/2z29 当 x _， oo 时 趋 于 0, 关键 是 你 可 以 用 三 明治 定理 得 出 
， sin(100z200) 
J 


具体 过 程 留 给 你 来 完成 , 因为 在 7.1.3 节 我 们 讨论 过 类 似 的 例子 . 不 管 怎样 , 我 
们 已 经 得 出 
jm 2z3 — 3z01 十 sin(100z200) _ 
Z 一 oo 273 
当 z 一 co 有 时， 2z3 - 3z01 + sin(100z200) ~ 273. 
这 个 结论 对 于 要 了 解 下 面积 分 收敛 与 否 是 很 有 用 的 : 
?9 1 
D7 320T + sn(1O0z300) 


由 极限 比较 判别 法 和 上 面 的 渐进 关系 可 知 , 该 积分 与 [8 1/2z3dz 敛 散 性 一 致 . 
因为 据 p 判别 法 最 后 一 个 积分 收敛 , 则 原 积 分 也 收敛 . 


多 
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21.3.3 co 和 一 oo 附近 的 指数 


这 是 一 个 非常 有 用 的 原理 : 指数 比 多 项 式 增长 得 快 . 我 们 在 9.4.4 节 最 先 看 到 
这 个 结论 ， 汪 时 我 们 用 下面 的 形式 来 表示 这 个 原理 


lim 2 — 二 0, 
Z 一 Co GZ 


其 中 是 任意 正 数 , 甚至 很 大 的 数 . 现在 考虑 定义 为 f(z) = zm/ez 的 函数 f, 我 们 
可 知 f(0) = 0, 且 由 上 面 的 极限 有 当 z 一 ce 时 f(x) 一 0, 那么 当 z> > 0 时, f(z) 能 
有 多 大 呢 ? 函数 从 0 开始 , 中 间 没 有 垂直 渐 近 线 , 然后 又 折返 下 来 , 在 y = 0 处 有 水 
平 渐 近 线 , 所 以 y = f(z) 的 图 像 必 然 有 最 大 高 度 , 我 们 定义 为 C. 意思 是 对 所 有 的 
z > 0 f(z) = Zz"/er < C. (注意 对 不 同 的 ”有 不 同 的 C 与 之 对 应 , 但 这 并 不 影响 .) 
现在 , 将 1/ez 写 为 e-*, 并 两 边 同时 除 以 x", 我 们 得 到 一 个 有 用 的 不 等 式 


-< 全 
= pn 


如 我 们 在 9.4.4 节 所 见 , 如果 将 e-” 换 成 er?(z) 也 是 对 的 , 这 里 p(z) 是 当 
z 一 co 时 趋 于 无 穷 的 任何 一 个 多 项 式 型 表达 式 , 这 里 底数 e 也 可 以 换 成 其 他 大 于 
1 的 数 . 例如 , 若 将 e-? 换 为 ?-5= +vs 35, 上述 不 等 式 也 成 立 . 这 里 重点 是 你 可 以 
任意 选择 n, 但 要 注意 使 它 足够 的 大 . 例如 , 考虑 


| rT3e- ?dz. 
1 
好 消息 是 被 积 函 数 是 正 的 且 只 有 co 一 个 瑕 点 , 坏 消息 是 因子 za 在 z -oo 时 增长 


很 快 . 然而 因子 e-” 减 小 (到 0) 非常 快 , 其 速度 要 远 远 快 于 z3 的 增长 速度 . 为 了 
证 明 这 个 , 我 们 将 关注 


os< SS. 


这 正好 是 框 起 来 的 不 等 式 , 只 是 将 n 选 为 5 We 5 呢 ? 因为 它 能 起 作用 : 


| morde < | msde=0| 工 dz < oo0. 
1 1 2Z5 1 ZX? 


我 们 已 经 用 p 判别 法 得 到 C ”1/z2dz 收敛 .由 比较 判别 法 可 知 原 积分 也 收 
伍 . 我 是 怎么 知道 用 zx5 的 呢 ? 如 果 我 换 成 e-* < C/zt 会 发 生 什么 ? 它 将 不 会 起 作 


用 : 
oo oo Ce 
| = ze“az< | 2Z3 3C qr = c| : 一 dz 一 co 
1 4 1 XX 


现在 我 们 完全 白费 功夫 了 , 因为 我 们 除了 能 够 说 明 原 积分 有 穷 或 无 穷 外 , 其 他 
什么 都 没有 说 明 . 另 一 方面 , 如 果 我 们 之 前 用 了 x4%00 1 就 会 有 用 , 为 什么 ? 你 只 要 
保证 所 选 的 指数 为 比 4 大 的 任意 数 , 该 论证 就 能 有 作用 . 实际 上 , 最 好 选择 要 消除 
的 寡 加 2 的 数 . 这 里 我 们 想 消去 x3, 所 以 用 e-* < CVz5. 
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重要 的 一 点 : 车 说 当 z 一 co, zae-* ~ e-7 就 大 错 特 错 了 . 它 是 不 正确 的 .如 
果 是 正确 的 , 你 可 以 消 掉 正 项 e-* 而 得 到 结论 当 xz 一 co, zs ~ 1 这 就 是 睛 说 了 . 所 
以 你 应 该 对 前 一 个 例子 采用 比较 判别 法 而 不 是 极限 比较 判别 法 . 
现在 来 看 这 个 积分 : 本 
| (z1 000 + x2 十 sin(z))e-z +6dz. 
10 
我 们 要 做 一 点 小 小 的 工作 . 被 积 函 数 因 有 sin(z) 项 而 看 起 来 在 正 值 和 负 值 之 
间 振 荡 , 不 过 这 不 属实 , 因为 sin(z) 的 大 小 不 足以 影响 正 数 xz1 "9 + x?(x > 10) 的 
符号 . 不 管 怎样 , 第 一 个 观察 的 结果 是 当 x 一 co, zl 000 + z2 + sin(z) ~ zl 000, 因为 
2 和 sin(z) 项 的 作用 被 z: "90 冲 掉 了 . ( 若 想 知道 如 何 给 出 更 专业 的 解释 ， 见 前 一 
节 .) 故我 们 乘 以 e-=* +6 得 
当 z 一 co 时 ， (zl 000 + z2 十 sin(z))e-? +6 ~ zl 000e 一 z? 上 6 
利用 极限 比较 判别 法 , 我 们 只 需 知道 积分 
上 Z1 000e 一 z”+6d> 
10 
收敛 还 是 发 散 . 原 积分 也 需要 做 相同 讨论 . 现在 需要 小 心 了 ， 因 为 指数 项 e-” +6 
不 服从 渐进 原则 , 这 里 我 们 需要 采用 基本 的 比较 ， 你 知道 ,zl "9 确实 增加 了 , 但 
e-z” +6 的 的 确 确 在 减 小 . 我 们 用 
e 一 z2+6 < 
(看 , 1 002 比 1 000 大 2) 来 得 到 


2 
rx! 000e 一 z 十 6 Ee zl! 000 x 


故 用 比较 判别 法 有 


C 
zl 002 


C 
x1002 ”72 


,7 0006-—x? +6dz < co| 3 二 dz << oo 
10 
(其 中 最 后 那个 积分 由 p ) 判别 法 得 知 收 化 ) 解放 我 们 的 逻辑 思维 , 现在 我 们 知道 积 
分 
| zl 0006—2?+6gx 
收敛 , 因此 由 极限 比较 判别 法 知 
| (zl 000 + z2 十 sin(z))e- +6dz 

10 

也 收敛. 
ez 在 -ce 附近 是 什么 表现 呢 ? 这 与 讨论 e-? 在 ce 附近 的 表现 是 一 回 事 . 例 

如 , 考虑 


一 4 
| rz! 000erdz， 
一 oo 


的 eo 


Om 
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首先 做 变量 代 换 上 = -z, 由 dt = -dz, 我 们 有 
三 了 ZI 000 ezdr = — -| (— 人 1 000 etdt -| tl 000e -tdt. 
4 


这 里 我 们 用 由 dt 产生 的 负 号 将 积分 的 上 下 限 进行 了 调换 . 最 后 这 个 积分 的 敛 
散 判 别 留 给 你 们 自己 完成 . 

这 里 有 个 怪 题 : 积分 

| zl 000ezdz 
4 
收敛 还 是 发 散 呢 ? 被 积 函 数 的 两 个 因子 在 z 一 oo 时 都 无 限 增 大 , 所 以 它 当 然 发 散 ! 
更 准确 的 说 , 当 > > 4, 显然 zioocer > 1( 事 实 上 , 这 里 不 等 式 右边 的 1 是 保守 的 选 
择 ). 则 我 们 有 
| zl 000erdz > | ldz = co 
4 4 


一 定 要 保证 右边 的 积分 发 散 . (这 是 不 证 自明 的 , 不 过 你 可 以 用 正式 定义 或 p = 0 时 
的 p 判别 法 加 以 证 明 . 总 之 , 比较 判别 法 推出 了 原 积分 发 散 . 

现在 我 们 再 来 考虑 加 上 指数 和 多 项 式 后 会 发 生 什么 . 如 你 所 希望 的 , 如 果 指 数 
变 得 很 大 , 与 多 项 式 相 比 , 它 的 变化 起 决定 作用 . 例如 , 分 析 


| 区 . 尖 引 上 QZ 
9 ez 一 5z20 
先 看 分 母 e? 一 5x20, er 项 与 5z20 项 相 比 起 决定 作用 , 我 们 应 该 有 ez 一 5x20 ~ ez( 当 
z 一 co). 我 们 可 以 通过 讨论 如 下 商 式 的 极限 来 加 以 证 明 : 

lim © 2 = lim Q- 5 =1-0=1. 
(这 里 我 们 用 了 本 节 一 开始 的 那个 极限 ,) 总 之 , 由 er 一 5220 ~ e?( 当 z 一 oo), 我 们 
有 


z z 
当 z 一 co 时 ， 一 一 -一 -~ 


er 二 5720 er 


所 以 我 们 可 以 讨论 


来 代替 原 积分 . 接 下 来 可 用 不 等 式 e ”< Cja 和 比较 判别 法 证 明 该 积分 收敛 ， 这 
部 分 由 你 自己 完成 . 所 以 由 极限 比较 判别 法 知 原 积分 收敛. 
最 后 , 考虑 下 面 的 积分 : 
oo rx2 
| 


我 们 最 好 知道 分 母 77 -42 发 生 了 什么 . 这 里 7* 和 4 都 是 指数 , 但 具有 最 大 底数 
的 起 决定 作用 ; 也 就 是 说 , 当 x 一 co, 77 一 各 ~7? 为 了 说 明 原 因 , 看 它们 比 式 的 极 
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在 9.4.4 节 有 
车 0 <r<1， lim +” =0. 
这 是 我 们 证 明 当 z 一 co, (4/7)* 一 0 所 需要 的 , 只 需 将 > 换 成 4/7. 所 以 我 们 有 
7 一 4 . 4\” 
dim 7 = lim (人 )=1-0=1 


这 就 证 明了 我 们 想 要 的 当 z 一 co, 77 一 各 ~ 7 所 以 我 们 也 为 原 被 积 函 数 找到 了 
一 个 渐进 关系 : 


当 22 人 2 
_ _* ~ 
TI %， 去 元 : 


现在 请 尝试 着 用 不 等 式 7-* < C/z4 来 证 明 


收敛 , 故而 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 也 收敛 . 
21.3.4 ”oo 附近 的 对 数 


首先 注意 我 们 不 考虑 对 数 在 -oo 附近 的 情形 , 因为 负数 不 能 取 对 数 , 所 以 讨论 
当 zw 一 一 o0 时 的 In(z) 是 没有 意义 的 . 
另 一 方面 , 对 数 在 co 处 增长 的 很 慢 . 事实 上 , 对 数 比 z 的 任何 正 数 次 罕 增 长 都 
慢 . 用 符号 来 表示 就 是 , 若 a > 0 是 你 选择 的 某 个 正 数 , 则 不 管 它 有 多 小 , 都 有 
ln 


lim at) 一 0. 
To 


Too 


在 9.4.5 节 我 们 详细 讨论 了 这 个 原理 . 由 我 们 在 21.3.3 市 的 一 个 类 似 的 论述 可 得 ， 
必 有 一 个 常数 C 使 得 


| 对 所 有 2 > 1;, In(zZ) < Cze .| 


上 述 结论 对 任何 底数 大 于 1 的 对 数 或 最 高 次 项 系数 为 正 的 多 项 式 的 对 数 都 成 立 . 
例如 , 考虑 


| jn(z) 

2 T1001 

车 没有 In(z), 则 由 p 判别 法 可 知 该 积分 收敛 . 由 于 in(z) 增长 的 很 慢 , 它 基 本 不 会 
有 什么 影响 . 虽然 这 个 确实 是 概念 上 的 观点 , 但 不 够 精确 . 为 了 证 明 这 个 说 法 , 我 们 
要 用 到 In(z) < Czx*, 其 中 a 小 到 x? 不 会 影响 1.001 大 于 1 这 样 一 个 性 质 . 例如 ， 
如 果 采 用 In(x) < Cz05, 由 p 判别 法 可 得 


So 
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| ln(z) | Cz05 
z 


” 1 
。 Frdz=c| 一 dz 一 00 


7Z0.501 
又 是 白费 力气 . 我 们 讨论 的 积分 小 于 等 于 co, 没有 任何 意义 . 那 我 们 就 更 精细 一 点 ， 
采用 ln(z) < Cz0.0005. 0.0005 是 一 个 很 小 的 数 , 小 到 被 1.001 减 后 的 差 仍 大 于 1. 
我 们 看 一 下 这 个 不 等 式 的 应 用 结果 ， : 
co 1] oo 性 0.000 5 Oo 1 
| me) qs < | 0 dz = c| 0005dz < O00. 
上 面 右边 的 积分 根据 p 判别 法 可 知 是 收敛 的 , 因为 1.0005 大 于 1. 由 比较 判别 法 可 
知 , 左边 的 积分 也 收敛 . 你 看 到 有 多 精细 了 吗 ? 这 个 方法 与 21.3.3 节 处 理 指数 的 方 
法 类 似 . 
提醒 一 下 , 对 数 增长 缓慢 的 原理 并 不 是 对 每 个 含有 对 数 的 反常 积分 有 效 . 考虑 
人 下面 6 个 反常 积分 ， 
co ln 2 1 co ln(z 
| 了 dz， | 一 一 一 一 dz， | Im(z)dy 


ZL001 In(z) 加 


oo 1 ” In(z) 259 1 
| ia， | Z0.955 | 95 
© 我 们 只 看 第 一 个 , 发 现 它 是 收敛 的 . 看 第 二 个 例子 : 
°° 1 
| a 
这 里 车 没有 因子 In(z), 积分 仍 收敛 , 但 这 个 因子 在 分 母 上 其 实 是 有 帮助 的 . 也 就 是 
说 , 当 In(z) 在 分 母 上 时 , 分 母 变 得 比 原来 更 大 了 , 使 得 被 积 函 数 变 小 了 , 这 有 利于 
积分 收敛 . 如 何 更 有 效 的 把 这 些 写 下 来 呢 ? 随 着 x 的 增 大 , In(z) 有 下 界 . 这 时 , 积 
分 区 间 是 [2，co), 那么 In(z) 在 这 个 区 间 上 能 有 多 小 呢 ? 由 于 ln(z) 是 关于 z 的 增 
函数 , 我 们 有 当 z = 2 时 , In(x) 在 该 区 间 上 有 最 小 值 . 所 以 我 们 只 要 写 出 当 = > 2 
时 In(z) > In(2), 这 有 什么 帮助 吗 ? 两 边 取 倒 数 , 发 现 当 xz > 2 有 
1 1 
me ~ Iin() 
然后 两 边 同时 除 以 zol 后 , 左边 为 被 积 函 数 : 
1 


一 苹 一 -~ 
zx1:001 ln(z) 人 1.001 ln(2) 


现在 可 用 比较 判别 法 , 因为 


1 “[™ 1 1 ”> 1 
| TO | Fa 一 in) | ZL < oo 
要 知道 In(2) 是 一 个 常数 , 因此 可 被 提 到 积分 号 前 面 , 由 p 判别 法 可 知 原 积分 收敛 
因为 1.001 比 1 大 . 所 以 6 个 积分 中 的 第 二 个 积分 收敛 . 顺便 说 一 下 , 确定 值 in(2) 
是 不 相干 的 , 我 们 可 以 将 In(2) 换 成 任何 常数 C, 证 明 仍然 成 立 
那么 第 三 个 积分 昵 ? 看 
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上 (2) a, 


2 也 

如 果 把 分 子 中 的 In(z) 拿 掉 会 怎样 呢 ? 我 们 知道 [2%1/zdz 发 散 , 把 In(z) 放 回 
去 只 会 让 情况 变 得 更 糟 , 所 以 上 述 积分 应 该 发 散 . 为 了 加 以 证 明 , 我 们 使 用 不 等 式 
In(z) > In(2), 此 时 xz > 2( 或 者 ( 随 你 喜欢 ) 可 将 In(2) 换 成 任何 常数 C > 0). 可 得 


| zaz> | dr = nl) | lar = oo. 
2 Tr 2 I 2 I 


由 比较 判别 法 可 知 积分 发 散 . 
对 第 四 个 积分 


29 1 
| mg 


现在 需要 做 一 些 完全 不 同 的 事情 了 . 如 你 所 见 , 这 个 积分 任何 部 分 都 达到 了 完美 的 
均衡 . 如 没有 因子 In(z) 则 积分 发 散 . 由 于 ln(z) 在 分 母 中 , 又 会 给 积分 以 收敛 的 
机 会 . 它 的 作用 足够 使 积分 收敛 吗 ? 我 们 想 利用 In(z) < Czx*, 但 无 论 选 择 多 么 小 
的 a 都 找 不 到 一 个 有 效 的 比较 . ( 试 一 下 就 知道 了 ! ) 在 此 我 们 考虑 用 变量 代 换 . 令 
t=1n(2), 则 dt=1/zdz. 当 z= 2, 我 们 有 t= In(2), 且 当 z 一 ce 时 有 上 一 co, 所 


以 
”> 1 co dt 
| ZIn(Z) ln(2) t 


其 中 后 面 的 积分 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 则 原 积 分 也 发 散 . 另 一 方面 , 我 们 把 上 述 积 
分 的 上 限 由 oo 换 为 ee : 
° 1 
| zim) 

数 ee 其实 很 大 , 从 我 的 电脑 上 获知 它 的 值 接 近 于 4 x 101 294, 意味 着 4 后 面 跟着 
1 294 个 0. 这 是 一 个 难以 置信 的 大 数 , 相对 于 目前 我 们 人 脑 的 有 限 理解 能 力 来 说 ， 
这 个 数 就 是 无 穷 了 . 因为 当 积 分 上 限 为 oo 时 积分 发 散 , 则 你 可 能 认为 上 面积 分 的 
值 是 相当 大 的 . 我 们 来 把 它 计 算出 来 , 还 令 t= jn(z), 可 得 


ese8 1 es 1 8 
| zl) | 四 FE= In = ln(e8) — In(ln(2)) = 8 — In(ln(2)). 


这 里 我 们 用 到 了 一 点 , 即 当 z = er 时 有 +t 一 In(e”) = es. 总 之 , 最 终 的 结果 比 8 小 
一 点 点 , 一 点 都 不 大 . 这 会 使 你 认为 反常 积分 


E 5 qe 
收敛 , 但 如 我 们 刚刚 所 见 , 它 是 发 散 的 , 只 不 过 发 散 的 速度 非常 缓慢 
现在 考虑 
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| zn(z) 
如 果 还 用 代 换 1 = In(z), 可 得 


| ll dz- | 业 -oo 
2 Zz(In(z))™! In(2) £1 ， 
其 中 后 一 个 积分 由 p 判别 法 可 知 收敛 , 所 以 新 积分 也 收敛 . 只 需要 让 分 母 上 的 ln(z) 
的 过 增加 一 点 点 , 即 (n(x))%! 就 足够 让 积分 收敛 了 . 这 一 点 增加 真是 重大 的 改变 
啊 ! 

我 们 仍 有 两 个 积分 需要 考虑 , 第 一 个 是 


这 个 积分 与 第 三 个 积分 类 似 . 如 果 分 子 上 没有 因子 ljn(z), 积分 发 散 ; 加 上 ln(z) 只 
会 使 积分 更 加 发 散 . 我 们 不 能 说 对 积分 区 间 里 的 所 有 x 都 有 ln(z) > ln(2), 因为 现 
在 的 积分 区 间 是 [3/2，co). 不 用 管 它 , 只 要 换 成 In(z) > (8/2 就 行 了 : 
5 jn 5 ln(37/2 
| Pd >| 2 Oar -ne dr = oa 
由 > 判别 法 可 知 最 后 一 个 积分 发 散 . 又 根据 比较 判别 法 , 原 积分 发 散 . (同样 , 可 以 
将 In(3/2) 换 成 大 于 0 的 数 C.) 
最 后 , 我 们 考虑 本 节 的 最 后 一 个 积分 : 


” 1 
| 720.999 In(x) dz 
解 这 个 题目 的 一 个 方法 是 直接 利用 比较 判别 法 令 其 与 第 四 个 反常 积分 比较 .特别 
地 , 当 z > 2 时 z0.999 < x. 我 们 两 边 取 倒数 , 改变 不 等 式 的 方向 有 


2 20.999 In(z) 2 TIn(z) 
现在 我 们 已 经 知道 上 面 最 后 一 个 积分 是 发 散 的 , 所 以 由 比较 判别 法 可 知 原 积 分 也 发 
散 . 还 有 一 个 更 直接 的 方法 . 观察 原 积分 


1 
| T0999 mn) 
如 果 把 因子 jn(z) 拿 走 会 发 生 什么 呢 ? 根据 p 判别 法 可 知 它 会 发 散 . 把 因子 In(zx) 
放 进 分 母 会 使 积分 有 收敛 的 趋向 , 但 不 是 很 明显 . 事实 上 , 的 确 不 足以 使 积分 收敛 . 
你 可 以 运用 对 数 增 长 缓慢 的 原理 : 实际 上 jn(z) < Czx0000 5, 两 边 取 倒 数 , 我 们 有 
1 1 1 
In(x) ”C ”xz0.000 5° 


不 等 式 两 边 同 时 除 以 z%.9, 可 得 
1 1 


1 1 1 


之 x 一 X 一 Caoge， 
7Z0.99jn(z) CO ”209557z0.0005 GO 7z09595 
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最 后 可 得 


= 1 1P 1 
> Zn) > GO , P09 5 一， 


最 后 一 个 积分 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 故 原 积分 也 发 散 , 注意 我 们 仍 选择 足够 小 的 寡 
次 0.000 5, 其 实 我 们 还 可 以 用 任何 小 的 正 数 , 只 要 当 你 把 它 加 到 0.999 上 时 , 不 会 
得 到 大 于 等 于 1 的 数 . 否则 的 话 , 你 又 要 白费 力气 了 . 


21.4 ”常见 函数 在 0 附近 的 情形 


目前 我 们 已 经 知道 了 ce 附近 的 多 项 式 、 三 角 函 数 、 指 数 、 对 数 的 情况 . 现在 
来 看 一 下 它们 在 0 附近 的 情形 . 


21.4.1 0 附近 的 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 


对 多 项 式 , 最 低 次 宕 在 z 一 0 时 起 决定 作用 . 这 与 x 一 co 时 的 情况 正好 相反 . 
更 准确 的 , 假设 p 是 多 项 式 , 则 有 


若 p(z) 的 最 低 次 项 是 bz™, 则 当 x 一 0, p(z) ~ bz™. 


例如 , 当 x 一 0, 5z4 一 z3 十 2z2 ~ 2z2. 我 们 通过 证 明 它 们 之 比 的 极限 为 1 来 说 明 : 
4 3 2 2 
i 

对 于 多 项 式 型 函数 ,并 不 是 总 那么 容易 能 找到 最 低 次 项 , 不 过 该 原理 仍 适用 . 
例如 , 当 >z 一 0+, x2 十 Vz 人 ~ Vz, 因为 Vz = z12 而 且 1/2 小 于 2. (这 里 > 一 0+， 
因为 我 们 不 能 对 负数 开平 方 .) 该 原理 甚至 对 常数 也 适用 , 常数 其 实 是 z0 的 倍数 , 而 
2z0 是 次 数 很 低 的 项 . 如 , 当 x 一 0, 2zL/3 + 4 ~ 4, 因为 4z0 的 指数 低 于 2x1/3. 

我 们 来 看 一 些 关 于 反常 积分 的 例子 . 考虑 


5 1 
| a 
唯一 的 瑕 点 是 > = 0, 现在 我 们 知道 
、 1 1 
ON Fryi~ YE 


因为 fo 1/Vzdz 收敛 (p 判别 法 ), 则 


5 1 
| 22 十 vi” 
也 收敛 (极限 比较 判别 法 ). 因此 积分 收敛 , 这 主要 是 因为 Vz 项 . 如 果 没 有 它 , 被 积 
函数 为 1/z2, 则 积分 在 区 间 [0，5] 上 发 散 , 所 以 Vz 项 保全 了 积分 的 收敛 性 . 不 过 
等 一 下 , 关于 这 一 点 , 我 希望 你 回 到 21.3.2 节 看 一 下 积分 


© 
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| 1 dr 

5 22 十 VZ 

是 怎样 收敛 的 . 后 一 个 积分 收 和 敛 的 决定 项 是 z2, 而 不 是 项 Vz. 若 没有 z2, 后 一 个 
积分 将 会 发 散 . 故我 们 在 21.1.1 闻 开 始 部 分 看 到 的 积分 


0 72+ VT ye 
收敛 , 因为 以 下 两 个 积分 


「 1 qr | 1 dz 
0 T+ VT 5 TI+VT 
收敛 . 瑕 点 0 由 于 Vz 项 的 存在 没 问题 , 瑕 点 ce 由 于 z? 项 的 存在 也 没 问题 , 非常 
不 错 , 是 吧 ? 
这 个 积分 呢 : 


1 
| Z 十 3 dv? 
0 


下 点 还 是 x = 0, 现在 当 z 一 0,z+3~3 且 z+z5~z, 故 
~ T+3 3 
当 z 一 0 时 ， Zia5 Zz 


反常 积分 | 3/zdz 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 根据 极限 比较 判别 法 可 知 原 积 分 


1 z 十 3 
| T+ 
也 发 散 . 
21.4.2 0 附近 的 三 角 函 数 
这 是 些 很 有 用 的 结论 


当 z 一 0, sn(z) ~ zi tan(z) ~ 且 cos(x) ~ 1. 
这 些 只 是 我 们 在 第 7 章 讨 论 过 的 极限 的 另 一 种 描述 ; 


t 
lim smo) -1 lim ; Int) 


2Z 一 0 


(车 不 明白 余弦 的 极限 ， 将 cos(z) 写成 cos(z)/1 就 可 得 当 x 一 0, cos(x) ~ 1.) 注意 : 
这 些 渐进 关系 的 积 和 商 成 立 , 而 和 与 差 不 成 立 . 例如 , 你 不 能 说 当 z 一 0, sin(z) 一 zx ~ 
0. 更 彻底 的 讨论 见 20.4.1 节 末 . 

我 们 来 看 一 些 例子 . 考虑 


二 1， lim cos(Z) = 1. 


| 1 dz | la 

o tan(z) 0o Vtan(z) 

这 两 个 积分 看 上 去 很 相似 , 外 表 很 有 迷惑 性 . 我 们 对 两 个 积分 都 采用 tan(z) ~ x( 当 
z 一 0). 具体 过 程 可 以 自行 完成 , 下 面 是 基本 方法 : 对 第 一 个 积分 采用 1/ tan(x) ~ 
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1/z( 当 z 一 0), 并 由 极限 比较 判别 法 知 积分 发 散 . 另 一 方面 , 对 第 二 个 积分 采用 
1/ Vtan(z) ~ 1/Vz( 当 zz 一 0+), 并 由 极限 比较 判别 法 知 该 积分 收敛 . 
这 是 另 一 个 例子 : 积分 
[ sin(z) dz 
0 


Z3/2 
呢 ? 没有 因子 sin(z)j, 积分 根本 不 会 收敛 , 因为 3/2 大 于 1 由 bp 判别 法 可 知 积分 发 
散 . 但 因子 sin(z) 改变 了 这 种 状况 : 


sin(Z) 了 1 、 十 
73/3 312 二 72， 当 z 一 0 


因为 fo 1/zl/2dz 收敛 , 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 收敛 . 这 个 例子 有 意思 的 地 
方 是 积分 

| sin(Z) dy 

1 


£3/2 


也 收敛 , 但 原因 却 完全 不 同 . 这 里 瑕 点 在 co, 我 们 要 使 用 绝对 积分 , 对 绝对 积分 进行 


直接 比较 有 
『 |sin(z)ldn <| 1 do 
1 23/2 z ， 
所 以 原 积分 收敛 (这 里 我 们 用 了 p 判别 法 、 比 较 判 别 法 和 绝对 收敛 判别 法 ). 注意 
在 co 处 , 比较 好 的 究 次 为 3/2( 要 是 1/2 就 糟 了 ! ) 且 正 蓄 函 数 没 起 任何 帮助 作用 
(也 没 帮 倒 忙 ). 这 里 我 们 顺便 也 得 出 


『 sin(z) | 


7Z373 


收敛 , 知道 为 什么 吗 ? 
注 : 虽然 我 们 只 讨论 当 z 一 0 的 情况 , 这 并 不 意味 着 瑕 点 必须 在 0 处 , 也 可 能 
在 co 处 的 , 就 像 下 面 的 例子 : 


Ge 


这 里 瑕 点 在 ce 处 , 但 当 z 一 ce 时 1/z 变 得 很 小 . 所 以 在 关系 sn(z) ~ z( 当 z 一 0) 
中 ,将 z 换 为 1/z 可 得 当 lj/z 一 0 时 , sin(1/z) ~ 1/z. 当然 , 当 z 一 co 时 1/z 一 0， 


所 以 我 们 有 

sin (3) ~ >， 当 z 一 co. 
现在 可 由 极限 比较 判别 法 得 积分 发 散 , 因为 六 1/rdz 发 散 . 
21.4.3 0 附近 的 指数 函数 


感觉 上 , 指数 函数 对 0 没有 作用 , 更 准确 的 ， 
ezw1 和 ez~1， 当 z 一 0 
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这 其 实 是 
limerz=1 和 lime-7=1. 
Z 一 0 rz—0 


的 另 一 种 说 法 . 例如 , 反常 积分 


1 er 
| zcos(z) dz 
发 散 , 因为 
、 ef 1 1 
2 ON Feo) ~ FI 7 
( 剩 下 细节 自行 完成 .) 注意 : 这 只 对 指数 (如 z 或 -z) 很 小 的 情况 成 立 . 另 一 
个 容易 出 错 的 积分 是 
1 @—1/z 
| 5 dz. 
0 Zz 


写成 e-Vz ~ 1 就 错 了 , 因为 当 > 一 0+ 时 1/z ~ eco. 我 们 确实 需要 采用 21.3.3 节 
的 方法 . 特别 的 , 对 任意 ”有 
一 某 大 量 C 

。 < [同一 大 量 )" 

车 大 的 量 为 1/z( 因 x 很 小 且 为 正 , 所 以 1/z 很 大 ), 则 变 为 对 任意 n 有 
C 
e 一 1Vz < 一 Cozm 
sa 

现在 我 把 证 明 选 择 任 意 大 于 4 的 ” 均 成 立 的 任务 留 给 你 来 完成 . 例如 , 取 n=5 可 
得 


1 ~ 一 1/z 1 5 1 
| dz< | -ao=c| ldz < oo， 
0 2 0 2 0 


其 中 最 后 一 个 积分 由 于 没有 瑕 点 而 显然 收敛 (实际 上 积分 值 为 1). 顺便 说 一 下 , 这 
是 一 个 相当 难 的 问题 . 

这 是 另 一 个 可 能 的 陷阱 , 在 积分 

2 


| Ver 一 工 
中 , 你 可 能 会 试图 用 关系 当 x 一 0 时 有 ez ~ 1 来 得 出 当 z 一 0 时 有 er -1~0, 这 
后 一 个 关系 是 错误 的 , 因为 不 允许 除 以 0, 我 们 需要 更 聪明 点 . 在 20.4.1 节 , 我 们 应 
用 了 9.4.2 节 中 的 经 典 极限 


. er*—1 
lim 
zz—0 Tr 


[ 当 z = 0,e -1~z.| 


=1 
得 到 了 


据 此 可 得 
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、 1 1 
当 z 一 01 时 ， Ve i” VE 
现在 由 极限 比较 法 可 知 原 积 分 收敛 . 


21.4.4 0 附近 的 对 数 函 数 


这 里 的 原理 是 当 z 一 0+ 时 对 数 函 缓慢 趋 于 -co. 现在 我 们 通过 取 绝 对 值 让 对 
数 趋 于 co, 要 知道 当 0 < z < 1 时 对 数值 为 负 , 所 以 无 论 a > 0 有 多 小 , 都 存在 常 
数 C 使 得 


对 所 有 0 < x < 1 成 立 ， |hn(z)| < SC 
这 是 由 9.4.6 节 中 的 极限 (除了 将 a 用 a 代替 之 外 ) 


lim zc n(x) = 0, 

zx—0+ 
推出 来 的 . 这 与 21.3.3 节 开 始 采 用 的 论证 极为 类 似 . 

所 以 , 为 了 理解 
1 | 
[ le 
我 们 采用 之 前 用 过 多 次 的 讨论 方式 来 讨论 这 个 新 的 问题 . 车 没有 In |z|, 积分 将 收 
化. 我 们 要 找 一 个 很 小 的 窜 次 , 使 得 它 与 0.9 的 和 仍 小 于 1. 令 a = 0.05 看 一 下 , 由 
上 面 方 框 中 的 不 等 式 知 有 In|z| < C/z005， 故 
|In(z)| ~ C/z0.05 C C 


天 209 70.970.05 一 70.95 
现在 可 用 比较 判别 法 和 p 判别 法 来 完成 该 问题 , 结果 为 该 积分 收敛 . 你 应 该 相信 若 
选择 任意 大 于 等 于 0.1 的 数 作为 a 的 值 , 那么 就 无 从 得 到 结论 , 又 会 白费 力气 了 . 
顺便 说 一 下 , 现在 我 们 自然 可 知 


| ln(z) dz 


0 大 0.9 
收敛 , 因为 它 是 原 积分 求 负 得 来 的 . 
考虑 另外 一 个 例子 


1/2 1 
| a 
若 没 有 因子 nz|, 由 p 判别 法 可 知 积分 收敛 . |n z| 有 使 积分 收敛 的 趋势 , 但 作用 
不 大 , 因为 它 只 是 对 数 , 而 对 数 增长 缓慢 . 所 以 我 们 仍 预 期 积分 发 散 . 为 了 证 明 该 猜 
测 , 注意 |lnz| < C/z®, 取 倒 数 可 得 1/ |inz| > zc/C. 为 了 避免 徒劳 无 功 , 我 们 再 一 
次 选择 足够 小 的 a, 有 
1 ro 


-ai > 
zZ2| jn(z)| Cz? 
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所 以 只 要 a 和 1 就 可 以 . (为 什么 ? ) 实际 上 , 当 a = 工时 右边 变 为 1/Cz, 到 这 就 可 


1/2 1 
| In) 
也 发 散 ( 趋 于 co), 因为 它 是 原 积分 求 负 的 结果 . 
最 后 一 个 例子 : 那 积分 


1/2 1 
| aa” 

呢 ? 现 在 积分 在 没有 因 式 |in z| 时 收敛 , 但 将 这 个 很 大 的 量 放 到 分 母 上 只 会 使 积分 发 
散 的 更 快 , 所 以 我 们 只 需 找 到 lInzx| 在 (0, 1/2] 的 最 小 值 . 想 一 想 并 确定 当 x = 1/2 
时 有 最 小 值 , 所 以 当 0 < x < 1/2, 我 们 有 |in(z)| > |in(1/2)| = In(2). 最 后 , 两 边 取 
倒数 并 除 以 z09 可 得 对 所 有 0 < z < 1/2 有 

1 1 

zo5|In(z)| S 5 


成 立 . 现在 只 需 运 用 比较 判别 法 和 p 判别 法 可 得 原 积 分 收敛 . 
21.4.5 0 附近 的 更 一 般 函 数 


在 24.2.2 节 我 们 将 学 习 麦 克 劳 林 级 数 . 如 果 之 前 没 见 过 , 不 要 着 急 ! 记 下 返回 
本 节 的 标记 , 学 完 麦 克 劳 林 级 数 的 所 有 内 容 后 再 来 读本 节 . 不 管 怎 样 , 基本 观点 是 
若 一 个 函数 有 在 0 附近 收敛 于 该 函数 的 麦克 劳 林 级 数 , 则 函数 在 z 一 0 时 渐进 于 
级 数 的 最 低 次 项 , 即 
|f (2) = anz2 二 +anyiz?tl 二 …, 当 zz 一 0, 则 f(x) ~ anz". | 


考虑 下 面 的 例子 : 


1 dz 1 dz 
| 1 — cos(z) 和 | (1 一 cos(z))L3 
我 们 知道 当 x 一 0 时 cos(z) ~ 1, 但 这 并 没有 告诉 我 们 1 - cos(x) 怎样 . 讨论 这 个 
量 的 一 个 方法 是 运用 cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 : 


22 zx4 
cos(z) = 工 页 十 而 一 
它 可 以 男 号 为 
zx4 
1 一 cos(Z) = 可 区 十 


所 以 , 由 上 面 的 原理 知 右边 最 低 次 项 起 决定 作用 , 我 们 有 
当 z 一 0 时 ， 1 一 cos(z) ~ 2 


2 
这 与 我 们 在 7.1.2 节 讨 论 的 例子 
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1— 
mm cos(7) _1 
一 0 T2 


z 2 
一 致 . 我 把 利用 上 面 渐 进 关 系 证 明 上 面 第 一 个 积分 发 散 , 而 第 二 个 收敛 的 任务 留 作 
练习 . 


21.5 ”如 何 应 对 不 在 0 或 ce 处 的 瑕 点 


车 瑕 点 出 现在 有 限 值 而 非 0 处 , 做 换 元 . 具体 情况 如 下 . 
。 若 积分 人 f(z)dz 的 唯一 瑕 点 出 现在 zx = a 处 , 做 代 换 t+ = z 一 a, 注意 
dt 二 dz. 新 的 积分 则 只 有 0 一 个 瑕 点 . 
e 若 积分 人 f(z)dz 的 唯一 瑕 点 出 现在 z = 处 ,做 代 换 上 = 5b 一 zx, 注意 
dt = -dz, 用 多 出 的 负 号 来 做 积分 上 下 限 交 换 . 新 的 积分 则 只 有 0 一 个 瑕 点 . 
例如 , 在 20.1.2 节 , 我 们 讨论 了 
3 1 
| es 
我 们 将 该 积分 拆 分 成 了 5 个 积分 , 每 个 积分 只 有 一 个 瑕 点 , 并 证 明了 它们 均 发 散 . 
其 中 一 个 积分 (我 们 称 之 为 五 ) 为 


| 1 
2 X(T—1)(r+1)(r 2) 
这 里 瑕 点 在 xz = 2 处 , 故我 们 做 代 换 t = xz -2. 由 此 zx = 上 +2, 积分 变 为 
1 1 

| ra er 
积分 的 上 下 限 现 在 为 1 和 0, 正点 现在 变 为 0, 现在 我 们 可 运用 多 项 式 的 最 低 次 项 
在 0 附近 起 决定 作用 的 事实 得 

当 上 一 0，t+2~2，t+1~1 t+3~3. 


综合 以 上 事实 可 知 


1 1 
(TDTDCT3E 2x1x3xt 6 
由 极限 比较 判别 法 和 z 判别 法 知 上 述 积分 发 散 . 
另 一 个 由 原 积分 拆 出 的 积分 (我 们 称 之 为 五 ) 为 
2 


当 # 一 0. 


1 
| mr Dri 
现在 瑕 点 在 xz = 2 处 , 是 积分 的 右 极限 . 故 做 代 换 t 二 2 _ z. 当 x = 3/2 时 我 们 有 
t= 二 1/2, 且 当 x=2 时 +=0. 由 dt 一 -dz 和 z=2--t, 我们 有 


1 1 


2 0 
| T(x — (r+1)(r— 本 | (2—D(1 Ct)(3—D(-t) 和 
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1/2 1 
-| CE CE CE 


在 最 后 的 一 个 积分 中 , 我 们 用 等 式 dz = -dt 中 负 号 来 交换 积分 的 上 下 限 (如 16.3 
节 所 述 ). 总 之 , 很 容易 可 得 
1 1 


tN Ga ~ 
所 以 上 述 积 分 发 散 (还 是 根据 极限 比较 判别 法 和 p 判别 法 , 细节 自行 完成 , 处 理 被 
名 积 函数 的 负 号 时 要 小 心 ). 事实 上 , 你 现在 就 可 以 试 着 证 明 其 他 三 个 积分 (20.1.2 节 
YA 的 五 、 五 和 万 ) 发 散 . 


第 22 章 ”数列 和 级 数 : 基本 概念 


无 穷 级 数 和 反常 积分 非常 相似 , 这 是 一 个 好 消息 . 所 以 很 多 (但 不 是 全 部 ) 反 
常 积分 的 方法 都 可 以 用 于 讨论 无 穷 级 数 , 我 们 就 不 用 重新 寻找 方法 了 .为 了 定义 
无 穷 级 数 , 我 们 要 先 讨论 数列 . 跟 反 常 积分 的 讨论 一 样 , 我 用 两 章 来 讨论 数列 和 级 
数 : 本 章 主要 包括 一 些 原理 , 而 下 一 章 则 更 实际 , 包含 了 求解 问题 的 若干 方法 . 如 果 
你 是 第 一 次 阅读 本 文 , 那 就 去 看 一 下 本 章 的 详细 内 容 吧 . 如 果 说 是 为 了 回顾 , 快速 
的 浏览 一 下 主要 点 就 足够 了 , 然后 就 可 以 直接 看 下 一 章 的 具体 例题 . 下 面 是 本 章 的 
内 容 : 

。 数列 的 收敛 和 发 散 ; 

。 两 个 重要 数列 ; 

。 数列 极限 和 函数 的 极限 之 间 的 联系 ; 

。 级 数 的 收敛 与 发 散 , 以 及 儿 何 级 数 的 敛 散 性 讨论 ; 

。 级 数 的 第 ”项 判别 法 ; 

。 级 数 和 反常 积分 的 联系 ; 

e。 比 式 判 别 法 、 根 式 判别 法 、 积 分 判别 法 以 及 交错 级 数 判别 法 介绍 , 

本 章 主要 进行 理论 探讨 , 大 部 分 例题 在 下 一 章 . 


22.1 ”数列 的 收敛 和 发 散 


数列 是 一 列 有 序 的 数 , 可 能 有 有 限 项 , 也 可 能 有 无 穷 项 , 其 中 无 穷 项 的 数列 叫 
做 无 穷 数 列 . 例如 ， 
0, 1, —1,2, —2, 3, —3,.… 
是 一 个 包含 所 有 整数 的 无 穷 数 列 . 下 角 标 经 常 被 用 于 数列 中 , 其 中 ai 表示 数列 中 
的 第 一 项 , aa 表示 第 二 项 , as 表示 第 三 项 , 以 此 类 推 . (有 时 oo 是 第 一 项 , ai 是 第 
二 项 , 以 此 类 推 . 我 们 也 可 以 不 用 a, 如 用 b, 或 其 他 的 字母 都 可 以 .) 所 以 上 例 中 ， 
ai 二 0、a2 一 1、as = 一 1、 04 = 2, 以 此 类 推 . 数列 经 常用 表达 式 来 表示 , 如 


_ sin(n) 
一 一 


其 中 n= 1,2,…, 定义 了 数列 
sin(1) sin(2) sin(3) sin(4) 
112 2 3 2 
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给 定 无 穷 数 列 , 我 们 主要 讨论 当 nn 趋 于 无 准时 , 数列 的 极限 值 . 即 , 当 我 们 观察 

数列 中 越 来 越 靠 后 的 数 时 , 会 发 生 什 么 ? 数学 上 表示 为 , 极限 
lim an 
存在 与 否 ; 若 存在 , 值 是 多 少 . 虽然 我 们 还 未 给 出 上 述 极限 的 定义 , 不 过 它 与 函数 f 
的 极限 lim f(z) 差不多 . (定义 参见 附录 A 的 A.3.3 节 .) 基本 思想 是 
J = 

意味 着 o。 开 始 可 能 有 稍 许 徘徊 , 最 后 会 越 来 越 趋 近 于 工 并 一 直 保 持 这 种 趋势 . 若 
存在 这 样 的 二 则 数列 {an} 收敛 , 否则 发 散 . 与 函数 一 样 , 数列 也 可 以 发 散 到 oo 
或 -oo, 也 可 以 不 断 振荡 (可 能 会 很 疯狂 ) 而 不 趋 于 一 个 特定 的 值 . 如 , 上 述 数 列 
0,1, 一 1, 2, 一 2,.… 发 散 , 但 不 是 发 散 到 co 或 -oo0, 而 是 在 绝对 值 不 断 增 大 的 正 数 和 
负数 间 振 荡 . 

和 函数 一 样 , 有 时 也 可 说 当 n 一 00 时 a 一 了 这 与 lim an= 工 意思 一 样 . 


22.1.1 ”数列 和 函数 的 联系 
考虑 数列 


sin(n) 
n2 


之 前 我 们 见 过 该 数列 , 它 与 下 面 的 函数 
fo) = 型 名 

紧密 相关 . 事实 上 , 对 每 个 正 整数 n, a 都 等 于 f(n). 所 以 如 果 我 们 能 证 明 lm f(z) 
存在 , 我 们 就 可 说 数列 fa。} 有 相同 的 极限 . 数列 继承 了 函数 的 极限 性 质 . 在 水 平 渐 
近 线 上 , 二 者 也 有 联系 : 记 住 , 若 Jim f(z) = 工 , 则 y = f(z) 的 图 像 有 水 平 渐 近 线 
4 一 艺 . 

除了 上 述 讨论 外 , 我 们 还 可 以 很 容易 的 将 函数 极限 的 其 他 性 质 推 广 到 数列 极 
o 十 bn 构成 一 个 收敛 于 到 + 的 新 数列 , 对 于 差 、 积 、 商 (如 果 M 了 0, 因为 分 母 
不 能 为 0)、 与 常数 的 积 也 同样 适用 . 虽然 这 个 结论 意义 没有 那么 深远 , 不 过 的 确 很 
有 用 . 

另 一 个 重要 的 事实 是 三 明治 定理 , 亦 即 夹 蕊 定理 对 数列 也 适用 . (三 明治 定理 
内 容 参 见 3.6 节 .) 特别 的 , 假设 对 数列 {a,), 车 怀 疑 其 收敛 于 某 数 L, 则 要 找到 一 
个 比 {an} 大 的 数列 {b%} 和 一 个 比 其 小 的 数列 {cx}， 并 且 这 两 个 数列 均 收 敛 于 工 ， 
则 我 们 就 可 知 该 数列 的 确 收敛 于 L 了 . 用 数学 语言 描述 就 是 , 若 cn < on < bn, 且 
当 nn 二 00 时 , bn 一 Lcn 一 荆 , 则 当 n 一 co 时 , on 一 工 . 对 前 面 给 定 的 数列 


? 
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_ sin(n) 


nn 二 


nn2 
你 可 以 通过 将 经 典 不 等 式 -1 < sin(n) < 1 除 以 2, 并 利用 三 明治 定理 得 对 所 有 nn 
有 


—1 _ sin(n) 1 
一 广 乏 < 
7 


n2 n2 
数列 如 = 1/n2 和 cn = 一 1/r? 在 n 一 oo 时 均 收 敛 于 0, 所 以 夹 于 它们 之 间 的 数列 
an 也 收敛 于 0. 即 


另 一 个 可 由 函数 性 质 推 过 来 的 是 连续 函数 遵从 极限 . 这 是 什么 意思 呢 ? 假设 当 
n 一 co 时 an 一 工 , 则 如 果 函 数 f 在 z = 工 连续, 我 们 就 可 以 说 当 n 一 co 时 
f(an) 一 7) 如 对 任何 式 子 取 函 数 f, 则 该 式 子 的 极限 关系 不 变 . 如 求 


Sin 
lim cos (2 时 )? 
了 一 OO n 


当 n 一 oo 时; sin(n) 一 0 


n2 
由 于 余弦 函数 在 0 点 连续 , 我 们 两 边 同时 取 余 弦 , 可 得 


当 n 一 co 时 ; cos (3) — cos(0)=1 


还 有 一 个 我 们 可 以 从 函数 理论 中 借用 的 重要 的 工具 是 洛 必 达 法 则 . ( 见 14.1 节 .) 
应 用 该 法 则 的 一 个 问题 是 我 们 不 能 对 关于 n 的 量 an 求 导 , 因为 n 只 是 一 个 整数 . 


是 多 少 ? 我 们 已 经 有 


事实 上 , 当 对 函数 / 求 关于 变量 xz 的 导数 时 , 只 是 为 了 看 一 下 当 对 zx 在 其 周围 做 . 


极 小 的 变动 时 函数 f(z) 有 什么 变化 . 你 不 能 对 整数 在 其 周围 做 极 小 的 变动 , 因为 
极 小 变动 后 就 不 再 是 整数 了 . 所 以 若 想 应 用 洛 必 达 法 则 , 首先 需 将 数列 嵌入 到 一 个 
合适 的 函数 中 . 例如 , 若 on = In(n)/ vn, 你 可 通过 令 
ln(Z) 
f(7) = VE 
并 利用 洛 必 达 法 则 求 lim f(z) 的 值 来 求 im on. 注意 这 是 co/oo 情形 , 所 以 可 以 
用 该 法 则 . 对 分 子 和 分 母 分 别 求 导 可 得 
lim In(z) Jim lz = lim 2 = 
na VE od 12VE nd VE 
因为 函数 的 极限 是 0, 则 数列 an 当 n 一 co 时 也 收敛 于 0.( 我 们 也 可 以 采用 对 数 
在 ce 处 增长 缓慢 的 结论 来 求 上 述 极限 , 只 需要 应 用 21.3.4 节 开 头 部 分 的 公式 并 令 
a = 二 1/2 即 可 .) 


0. 


OO a 
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22.1.2 ”两 个 重要 数列 


取 一 些 常 数 + 并 考虑 从 ”= 0 开始 取 值 的 数列 a,, = r", 这 是 一 个 等 比 数列 . 
注意 每 一 项 都 是 前 一 项 与 一 个 常数 的 乘积 . 我 们 来 看 一 些 等 比 数列 的 例子 : 

。 车 7 二 0, 则 数列 为 0,0,0,.…… ,显然 收敛 于 0; 

。 若 7 = 1, 则 数列 为 1, 1,1…-， 显然 收敛 于 1; 

。 若 7 ==2, 则 数列 为 1,2,4,8,…, 明显 的 发 散 于 oo; 

e 若 7 = 一 1, 则 数列 为 1, 一 1,1, 一 1,1,.…, 发 散 , 但 不 是 发 散 于 oo 或 -oo, 因 
为 它 一 直 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 , 换 句 话说 , 极限 不 存在 ; 

e。 若 7 = -2, 则 数列 为 1, 一 2,4, 一 8,… , 与 上 面 数 列 发 散 方式 相同 (极限 不 存 
在 ), 事实 上 这 次 的 振荡 范围 更 宽 ; 

。 车 7+ = 1/2, 则 数列 为 1,1/2,1/4,1/8,…，, 收敛 于 0; 

。 车 7 == 一 1/2, 则 数列 为 1, 一 1/2,1/4, 一 1/8,… , 尽管 振荡 , 也 收敛 于 0, 因为 
振荡 最 后 变 得 越 来 越 小 . 

下 面 这 些 是 一 般 规则 的 特例 . 


=0 若 -1<r<1， 
,=1 车 r=1， 
n—00 一 CO 若 > > 1 


不 存在 若 r 芯 一 1. 


对 上 述 极限 进行 证 明 . 首先 , 当 > > 0, 极限 与 9.4.4 节 ( 见 中 间 的 图 框 ) 中 的 含 
有 7? 的 极限 相似 . 容易 出 错 的 情况 是 当 r < 0 时 , 这 是 因为 数列 振荡 , 为 了 解决 这 
个 问题 , 注意 对 所 有 ”都 有 


. 一 "和 rm < rl 
这 里 比较 好 的 情况 是 数列 {一 |rl*} 和 {lr|"} 都 不 振荡 ， 实 际 上 , 若 -1 < < 0， 
则 |r| < 1, 因此 我 们 知道 这 两 个 数列 都 收敛 于 0, 现在 我 们 可 用 三 明治 定理 推出 
mm 一 0. 最 后 , 车 "+ < -1 则 r" 不 可 能 收敛 , 因为 它 的 值 在 大 于 等 于 1 和 小 于 等 
于 一 1 的 数 之 间 来 回 跳跃 , 则 极限 因 这 些 振 落 而 不 存在 ，( 该 情形 与 3.4 节 的 极限 
,lim sin(z) 类 似 , 也 可 参见 附录 A 的 A. 3.4 节 .) 


等 比 数列 无 需 从 1 开始 , 车 令 an = ar", 其 中 a 为 常数 , 则 首 项 ao 等 于 a. 你 
可 以 通过 将 上 述 图 框 中 的 lim_r” 的 值 乘 以 a 来 求 lim ar" 的 值 . 最 重要 的 , 车 
一 1 <+ 过 1, 则 im or™ 为 0, 而 与 a 无 关 . 


把 大 量 时 间 用 在 等 比 数列 的 讨论 上 之 后 , 我 们 快速 的 来 看 另 一 个 数列 . 特别 的 ， 
车 为 任意 常数 , 则 
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这 就 是 根据 9.2.3 节 开 头 讲 的 那个 极限 而 来 . 在 数列 的 相关 内 容 中 , 知道 这 个 极限 
很 有 用 . 


22.2 ”级 数 的 收敛 与 发 散 


级 数 就 是 和 , 就 是 将 数列 a,, 的 所 有 项 都 加 起 来 , 把 各 项 之 间 的 喜 号 用 加 号 代 
替 . 如 果 是 无 穷 数 列 , 好 像 有 点 理 不 到 头绪 了 , 毕竟 将 无 穷 多 个 数 相 加 意味 着 什么 
啊 ? 例如 , 车 数列 a,, 是 等 比 数列 1,1/2,1/4,1/8,…, 则 相应 的 级 数 就 是 1 + 1/2 十 
1/4 十 1/8 十.…. 我 们 需要 做 一 些 不 同 寻 常 的 事情 , 来 处 理 那些 意味 着 级 数 不 断 加 
下 去 的 省 略 号 . 

一 般 的 , 我 们 想 理解 

41 十 2 十 03 十 … 
意味 着 什么 . 为 了 处 理 这 个 无 穷 项 之 和 , 我 们 把 前 若干 项 之 后 的 项 去 掉 , 称 这 些 项 
的 数量 为 N, 则 去 掉 后 面 那 些 项 的 级 数 为 : 
QQ 十 Q2 十 a3 十 …: 十 QN-1 十 QN. 


现在 只 是 有 限 项 之 和 , 变 得 有 意义 了 . 下 面 就 是 我 们 想 要 的 : 
Cl1 十 02 十 43 十 …… 王 


= _ lim 
AN 一 oo 
右边 看 起 来 有 点 奇怪 , 因为 随 着 N 的 增 大 , 项 数 也 在 增多 . 所 以 现在 我 们 定义 一 个 
新 的 数列 为 {An}: 
4N 一 al 十 az 十 aa 十 … 十 aQN_ 1 十 QN. 


这 个 新 的 数列 被 称 为 部 分 和 数列 . 那个 奇怪 的 等 式 现在 为 : 


4 十 02 十 03 十 一 im 4N， 


现在 右边 就 不 那么 奇怪 了 , 不 过 是 一 个 数列 的 极限 . 如 果 极 限 存 在 且 等 于 工 , 我 们 
就 说 左边 的 级 数 收 化 于 二 . 若 极限 不 存在 , 则 级 数 发 散 . 

这 里 有 一 个 理解 上 面 所 有 这 些 的 一 个 漂亮 的 类 推 . 现在 假想 你 站 在 一 条 又 直 
又 长 的 高 速 公路 的 休息 站 旁 , 该 休息 站 两 边 公 路 向 两 侧 延 伸 , 一 边 是 来 的 方向 , 男 
一 边 是 要 去 的 方向 . 休息 站 的 位 置 为 0.( 我 们 以 前 见 过 这 个 高 速 路 的 例子 , 例如 在 
5.2.2 节 就 见 过 .) 不 幸 的 是 你 已 经 失去 了 所 有 的 自由 意志 , 有 人 每 分 钟 都 用 扩 音 器 
告诉 你 走 一 定 的 英尺 数 , 只 有 当 他 让 你 动 才能 动 . 如 果 他 说 出 一 个 负数 , 你 就 往 回 
走 , 每 一 次 的 移动 都 称 为 一 步 . (希望 他 不 会 让 你 一 步 走 100 英尺 !) 

持 扩 音 器 的 家 伙 喊 的 第 个 数 为 a1, 你 从 位 置 0 移动 到 位 置 ol( 长 度 单位 是 英 


(al 十 az 十 as 十 … 十 GQN-1 十 ONv). 
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尺 , 以 后 不 再 做 声明 ). 第 二 个 数 为 oa, 则 向 前 走 aa 英尺 , 现在 到 哪 了 呢 ? 在 位 置 
al 十 aa 处 , 因 这 次 是 从 ai 开始 走 的 . 在 第 三 个 数 之 后 , 当然 这 个 数 是 os, 你 将 在 位 
置 cy + az + as. 形势 很 清楚 ; 在 a1, az, as 之 后 , 第 N 步 为 an, 你 将 会 在 位 置 
Q1 十 02 十 Q3 十 … 十 QN_1 十 GN. 
这 正好 是 上 面 我 们 定义 的 部 分 和 4w 的 值 . 换 名 话说 , 4w 是 第 N 步 后 你 的 位 置 . 
所 以 当 我 们 有 
Ql 十 42 十 a3 十 …- = lim Ax. 
意思 是 如 果 最 终 要 走向 高 速 路 某 个 特定 目标 的 话 , 你 可 以 将 所 有 的 步 都 加 起 来 . 你 
必须 要 非常 非常 接近 那个 点 , 决 不 能 离 那个 点 很 远 . 在 那个 点 附近 , 要 用 很 小 的 步 
子 踏 起 脚 走 , 否则 的 话 , 就 不 可 能 把 这 些 步 加 起 来 , 级 数 将 会 发 散 . 
现在 是 引入 求 和 号 的 时 候 了 . ( 见 15.1 节 .) Aw 表达 式 变 为 
N 
AN 一 al 十 02 十 as 十:… 十 QN-1 十 QN 一 > an. 
n= 二 1 
无 穷 级 数 可 写 为 _ 
ai 十 aa 十 aa 十 一》 on. 


因此 , 下 面 是 用 求 和 号 定义 的 无 穷 级 数 的 值 : 


1 


如 果 右 边 的 极限 不 存在 , 则 左边 的 级 数 发 散 . 右边 就 是 一 个 数列 的 极限 , 所 以 
上 述 等 式 并 不 像 符号 所 表示 的 那样 简易 明了 . 
让 我 们 在 往 下 学 习 之 前 再 回顾 一 下 . 我 们 从 无 穷 数 列 


{an} = at aa as 


开始 , 并 用 它 构造 了 无 穷 级 数 : 


co 
》 an 一 al 十 oz 十 aa 十 。 


n=1 


为 了 理解 级 数 的 极限 , 构造 了 一 个 部 分 和 新 数列 : 


N 
4w 一 >》 om 一 0 十 oa 十 og 十 :… 十 aN-1 十 CN 


n=1 
由 定义 , 级 数 的 极限 与 部 分 和 数列 的 极限 一 样 , 如 果 极 限 存在 ; 否则 级 数 发 散 . 鉴于 
在 这 里 有 两 个 数列 与 一 个 级 数 一 起 讨论 , 一 定 要 确保 能 将 它们 区 分 清楚 ! 
级 数 不 必 从 n = 1 开始 , 也 可 以 从 其 他 的 数 开始 , 甚至 ”= 0. 你 所 需要 做 的 仅 
仅 是 把 部 分 和 的 起 始 项 更 改 一 下 . 重要 的 一 点 : 级 数 收敛 还 是 发 散 与 起 始 项 无 关 ! 
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例如 : 我 们 将 在 22.4.3 节 看 到 如 下 级 数 
ol 
发 散 . 由 此 结果 ， NS 
2 1 
> 3 i 2 元 


n=5 7 n=89 也 n=1 000 000 也 


为 了 讨论 为 什么 第 一 个 级 数 发 散 , 只 要 将 原来 那个 级 数 的 前 四 项 取出 来 , 如 下 ; 
1 1 1 2 
DritD 


所 以 从 n = 1 开始 的 级 数 和 从 n = 5 开始 的 级 数 只 不 同 于 有 限 常 数 25/12. 由 于 从 
n 二 1 开始 的 级 数 发 散 到 oo, 故 减 去 25/12 对 其 不 会 有 任何 影响 , 从 n = 5 开始 的 
级 数 一 定 也 发 散 . 当然 , 5 没有 什么 特别 的 , 对 任意 的 起 始点 都 会 有 相同 的 结果 . 类 
似 的 , 我 们 将 在 22.4.3 讨论 


I 
实际 上 收敛 . 这 意味 着 如 果 能 将 原 和 式 进行 拆 分 并 证 明 的 话 , 下 面 的 所 有 这 些 
级 数 也 收敛 : 
| 2 1 2 1 
2 去 ， >, na >», na 
n=4 n=101 n=5 000 000 


在 我 们 讨论 几何 级 数 之 前 的 另 一 件 事 : 考虑 
1l 
我 们 欲 将 起 始点 换 为 n = 0, 但 令 人 讨厌 的 事 是 : 首 项 变 为 1/02, 但 它 并 不 存 
在 . 因此 上 述 级 数 不 是 发 散 , 而 是 没 意 义 , 因为 首 项 没有 定义 . 我 们 总 是 以 一 个 足够 
大 的 n 作为 起 始 以 避免 这 样 的 情形 , 这 样 级 数 的 所 有 项 就 都 有 定义 了 . 


几何 级 数 (理论 ) 


我 们 来 看 一 个 无 穷 级 数 的 重要 例子 . 假定 我 们 以 在 22.1.2 节 中 见 过 的 等 比 数 
列 1,7,72,73,… 开始 , 可 以 把 这 个 数列 作为 无 穷 级 数 


1 十 ?十 72 十 73 -mm 
n=0 


的 项 , 则 这 个 级 数 为 几何 级 数 . 问题 是 该 级 数 收 敛 吗 ? 若 收敛 , 收敛 于 何 值 ? 
为 了 求解 , 我 们 最 好 看 一 下 部 分 和 . 选择 数 N, 则 部 分 和 4x 为 


0 
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AN =1+47r+72 二 +r3 十 … 十 rN-1++rN. 


用 求 和 号 表示 为 
N 
4w = >》 r". 
n=0 
希望 你 在 前 面 数学 的 学 习 中 已 经 知道 上 述 表 达 式 可 化 简 为 : 
4Nw 一 1 二 十 r2 十 r3 十 .… 十 rN-1+Y7N = 一 


只 要 > 关 1. (不 管 怎样 , 后 面 会 给 出 其 证 明 .) 现在 我 们 要 求 当 NN 一 ce 时 4w 的 极 
限 , 首先 , 假设 -1 < > < 1, 则 由 前 面 22.1.2 节 中 图 框 中 第 一 个 情形 知 mr =0, 
所 以 将 N 换 为 N +1 也 得 到 dim rN 二 0. 所 以 


1— rN+tl 1 
lr lr 
该 几何 级 数 收 全 于 1/(1 一 7). 下 面 是 写 在 一 起 的 带 求 和 号 的 整个 论证 过 程 : 
. N 本 _ 1 一 N+1 1 
>"- x 2 = Hn, 7 Tr 
当 r 不 是 介 于 1 和 -1 之 间 呢 ? 结论 是 几何 级 数 肯 定 发 散 , 下 一 节 将 给 出 证 明 . 总 
结 如 下 : 


lim An = lim 
N—o0 人 一 co 


若 -1<r<l ym 


n=0 
否则 , 若 r > 1 或 r < 一 1, 级 数 发 散 . 


上 述 几 何 级 数 的 首 项 总 是 1, 因为 r? = 1. 如 果 用 其 他 的 某 数 a 代替 , 则 各 项 
为 w ar ar2 等 . 所 以 每 项 都 可 以 乘 a, 得 到 上 述 原理 更 一 般 的 形式 ， 


I 


若 -1<r<1， yar = 


n=0 


否则 , 若 > > 1 或 + < 一 1, 级 数 发 散 . 


我 们 将 在 23.1 节 讨 论 关 于 几何 级 数 的 更 多 例子 ， 同 时， 前 面 我 曾 答 应 过 要 
证 明 


I 


N N+1 
-三 
工 一 7 


n=0 


.证 明 如 下 : 首先 , 和 式 左 乘 (1 - >) 可 得 


N 
An(ll —7)= (1 —7) 》 rn 


n=0 
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将 因 式 (1 - ”) 移入 求 和 号 内 并 化 简 得 
N N 
An(l1—7)= Dr™(l 一 7) 一 >》 (rm —r"+t1). 
多 一 0 n=0 


右边 的 和 是 一 个 伸缩 级 数 ( 见 15.1.2 节 ), 所 以 和 为 "9 一 rNti 或 1 一 rN+tl. 
此 Aw(1 一 7) = 1 一 rN+1, 现在 为 证 得 结果 只 需 除 以 (1 一 7), 且 (1 一 7) 不 为 0， 
为 我 们 已 经 假设 + 关 1. 


22.3 ”第 n 项 判别 法 (理论 ) 


对 收敛 级 数 , 部 分 和 的 极限 必须 存在 . 要 知道 N 步 后 的 部 分 和 表示 你 按照 持 
扩 音 器 家 伙 的 指令 走 了 N 步 后 的 位 置 . (车 不 明白 我 在 说 什么 , 参见 前 面 22.2 节 ) 
总 之 , 车 你 的 位 置 随 着 你 步 数 的 不 断 增 加 逐渐 收敛 于 某 个 极限 位 置 , 则 每 一 步 需要 
变 得 很 小 很 小 , 否则 , 你 将 失误 且 不 能 待 在 与 特定 位 置 一 致 的 地 方 . 前 后 挪动 是 不 
好 的 , 要 接近 特定 位 置 , 你 需要 非常 靠近 , 驻 留 很 接近 的 位 置 . 

所 以 , 由 数列 {an} 给 出 的 每 一 步 到 最 后 要 变 得 很 小 很 小 才能 使 得 级 数 收敛 . 
数学 上 表示 为 当 n 一 co 时 on 一 0, 故我 们 有 第 n 项 判别 法 : 


第 n 项 判别 法 : 大 lim_an 关 0, 或 极限 不 存在 , 则 级 数 》` ov 发 散 


n=1 


若 lim an = 0, 则 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 需要 采用 其 他 的 方法 解决 该 间 


题 . 注意 : 第 n 项 判别 法 不 能 用 于 级 数 收敛 性 的 判别 ! 
这 个 判别 法 是 一 种 求 真 判定 : 车 an 不 趋 于 0, 该 级 数 发 散 . 否则 仍 需 采用 其 他 
方法 继续 讨论 该 问题 . 例如 , 我 们 马上 要 讨论 


cs、 1 ce 1 人 
2 二 收敛 , 但 2， 万 发 散 


这 两 个 级 数 的 通 项 都 趋 于 0: 
下 示 =0 十 六 -0 


第 ”项 判别 法 在 两 个 级 数 中 都 不 适用 ! 只 有 当 极 限 不 为 0 的 时 候 才 能 使 用 该 判别 
法 . 下 面 是 一 些 该 判别 法 适用 的 例子 : 
>》 2"，》 (-3)” 和 >》 1. 
n=0 n=0 n=0 


我 们 有 
Jim 2* = 00, lim (-3)" 不 存在 , 和 Jim 1=1. 


SO 
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根据 第 n 项 判别 法 ,上面 三 个 级 数 都 发 散 , 因为 每 个 级 数 通 项 的 极限 都 不 是 0. 事 
实 上 ， 这 些 级 数 都 是 几何 级 数 ， 公 比 分 别 为 2, -3 和 1. 一 般 的 , 对 于 公 比 > 兰 1 或 


r 委 1 的 几何 级 数 > rm" , 通 项 当 n 一 ce 时 不 趋 于 0. ( 见 22.1.2 节 图 框 中 公式 .) 所 
以 第 n 项 判别 法 告诉 我 们 , 任何 公 比 介 于 -1 与 1 开 区 间 的 几何 级 数 均 发 散 . 
在 收敛 级 数 中 , 虽然 通 项 a,, 要 收敛 于 0, 这 并 不 意味 着 级 数 的 极限 为 0. 例如 ， 
公 比 为 + = 1/2 的 等 比 数列 1,1/2,1/4,1/8,… 收 伍 于 0, 我 们 可 以 由 前 一 节 的 公式 
得 出 相应 的 级 数 的 值 ; 
/1N\" 1 1 
> (3) = Tr -> 


9 一 0 
所 以 数列 收敛 于 0, 而 级 数 却 收 敛 于 2. 所 以 不 能 说 车 数列 收敛 于 2, 则 由 第 ”项 判 
别 法 知 相应 的 级 数 发 散 . 
我 们 将 在 23.2 节 看 更 多 的 一 些 关 于 第 n 项 判别 法 的 例子 . 同时 , 现在 来 看 一 
下 其 他 的 判别 法 . 


22.4 “无 穷 级 数 和 反常 积分 的 性 质 


无 穷 级 数 和 反常 积分 之 间 是 有 一 些 联系 的 , 特别 是 当 反 常 积分 在 ce 有 瑕 点 的 
时 候 . 其 中 一 个 联系 就 是 积分 判别 法 , 将 在 后 面 的 22.5.3 节 讨论 . 本 节 , 我 们 主要 告 
诉 你 反常 积分 的 四 个 判别 法 对 无 穷 级 数 仍 适用 . 下 面 就 一 个 一 个 讨论 . 


22.4.1 ”比较 判别 法 (理论 ) 
假设 给 定 的 级 数 > an 的 每 一 项 都 为 正 , 若 怀疑 该 级 数 发 散 , 如 能 找到 一 个 比 


守 on 小 的 发 散 级 数 沁 5, 则 该 怀疑 即 可 被 证 实 . 即 , 若 对 所 有 n, 有 0 < bn < on， 
且 学 5 发散, 则 沁 an 也 发 散 , 若 你 怀疑 原 级 数 收敛 , 如 能 找 一 个 比 它 大 的 收敛 
级 数 2 jn, 则 该 怀疑 即 可 被 证 实 . 即 , 若 对 所 有 mw 有 bn > on > 0, 且 oo 收 笋 


则 沁 an 也 收敛 

基本 上 , 这 与 反常 积分 的 比较 判别 法 一 致 . 级 数 比较 判别 法 成 立 理由 与 积分 的 
比较 判别 法 一 样 , 若 有 兴趣 可 自行 证 明 . 

级 数 的 首 项 不 必 从 n = 1 开始 , 可 以 从 任何 数 开始 . 例如 , 考虑 
》， (3) |sin(n)|. 


?2 一 3 
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利用 比较 判别 法 很 容易 判定 . 要 知道 , 对 任何 n, 都 有 |sin(n)| < 1, 我 们 可 得 
Oo 1 TT . DO 1 nn 
》 (3) |sin(n)| < 2 (3) < co. 


n=3 
后 面 一 个 级 数 收敛 , 因为 它 是 公 比 为 1/2( 介 于 -1 到 1 之 闻 ) 的 几何 级 数 . 根据 比 
较 判 别 法 , 原 级 数 也 收敛 . 下 一 章 我 们 将 介绍 比较 判别 法 的 更 多 例子 . 


22.4.2 ”极限 比较 判别 法 (理论) 
在 20.4.1 节 , 我 们 有 如 下 的 定义 : 
当 z 一 co 时， f(z) ~g(z) 与 lm 1 = 工 含 义 一 样 
这 里 数列 也 有 类 似 的 定义 : 
当 n 一 00 时 , an ~ bn 与 Jim 到 =1 含义 一 样 


极限 比较 判别 法 为, 若 当 一 co 时 a ~ bn 且 a 和 bn 均 有 限 , 则 沁 on 与 bn 


同时 收敛 或 同时 发 散 , 两 级 数 缺 一 不 可 . 当然 , 没有 必要 必须 从 n = 1 开始 , 也 可 以 
从 n=0,n= 19 或 任何 其 他 的 n 的 有 限 值 开始 . 该 比较 判别 法 的 证 明 与 积分 的 极 
限 比 较 法 证 明 类 似 , 这 里 不 再 袭 述 . 读者 可 自行 证 明 , 若 当 n 一 co 时 an ~ bn, 我 
们 说 两 数列 彼此 渐进 . 
我 们 在 第 21 章 讨论 的 函数 的 所 有 性 质 对 数列 均 成 立 . 例如 , 考虑 
2 (去 ) . 

当 mn 很 大 时 , 1/2* 变 得 很 小 ( 即 , 趋 于 0)， 我 们 知道 当 z 一 0 时 sin(z) ~ x ( 见 
21.4.2 节 ), 将 > 用 1/2” 代 换 , 我 们 有 

wl . /1 1 

当 到 一 0 时 ， oin (去 ) ~ 
将 1/2" 另 写 为 (1/2)", 且 注 意 1/2" 一 0 也 等 价 于 n 一 co. 故 上 述 关 系 可 写成 


ss 


由 极限 比较 法 , 两 级 数 
> 1 /1\” 
sin | 一 ] 和 二 
> () 和 站 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 现在 我 们 知道 右边 的 级 数 收敛 , 因为 它 是 公 比 为 1/2( 绝 对 值 
小 于 1) 的 几何 级 数 , 所 以 左边 的 级 数 也 收敛 . 但 是 , 右边 的 级 数 收 敛 于 2( 如 22.3 


to 
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节 所 见 ) 并 不 意味 着 左边 级 数 也 收敛 于 2， 我 们 不 知道 它 收敛 于 何 值 ， 只 可 知 其 
收敛. 


22.4.3 pp 判别 法 (理论 ) 
级 数 也 有 p 判别 法 , 它 基本 上 与 反常 积分 在 瑕 点 oo 的 p 判别 法 一 样 . 特别 的 ， 
1 | 收敛 ， 若 p>1; 
| 发 散 ， 若 p <1. 
它 的 最 简单 的 证 明 要 用 到 积分 判别 法 , 所 以 将 推迟 到 22.5.3 节 进 行 讨论 . p 判别 法 
的 一 些 简单 例子 为 


2 1 1 人 
2 远 收 敛 ， 而 -广发 散 
第 一 个 级 数 中 和 究 次 2 大 于 1, 故 收 敏 . 另 一 方面 , 由 Vn = mn12 知 第 二 个 级 数 赛 次 


为 1/2, 因为 1/2 小 于 1, 级 数 发 散 . 
在 讨论 绝对 收敛 判别 法 之 前 , 先 看 一 下 所 谓 的 调和 级 数 


ol 

2 
由 p 判别 法 知 该 级 数 发 散 , 不 过 我 们 也 可 以 直接 证 明 它 发 散 . 方法 是 先 将 该 级 数 各 
项 写 出 来 , 再 把 它们 用 特殊 的 方式 组 合 . 特别 的 , 上 述 级 数 可 以 写 为 : 


1 /1 1 1 1 1 1 
1+3+ (3+3)+ (++3+) 
1 1 1 1 1 1 1 1 
+ (+ 高 + 讲 + 让 + 二 + 坪 + 吉 + 调 ) 十 … 
除了 开始 的 1 和 1/2 外 , 后 面 的 每 一 组 中 的 项 数 都 是 前 一 组 的 两 倍 . 下 面 为 主要 过 
程 : 每 一 组 的 最 后 一 项 是 该 组 中 最 小 的 项 , 故 上 面 的 和 式 大 于 
1+3+ (3+3)+ (B+ ts) 
2 \4 4 8 8 8 8 
1 1 1 1 1 1 1 1 
+ ( 亩 + 调 + 调 + 亩 + 亩 + 而 + 订 + 亩 )+… 
在 这 个 新 级 数 中 , 一 项 值 为 1, 一 项 为 1/2, 两 项 为 1/4, 四 项 为 1/8, 八 项 为 1/16,， 
以 此 类 推 . 也 就 是 说 , 除了 第 一 项 , 每 一 组 的 和 都 为 1/2, 所 以 上 面 的 级 数 等 于 
1 十 了 十 了 十 二 十 了 十 ， 
该 级 数 发 散 ! 最 后 根据 比较 判别 法 , 调和 级 数 发 散 , 因为 它 大 于 上 面 的 发 散 级 数 . 现 
在 我 们 可 以 轻松 的 知道 二 1 /np 当 p < 1 时 发 散 , 因为 1/np > 1/n, 这 里 可 再 次 应 


用 比较 判别 法 即 可 .( 细 节 试 着 自行 完成 .) 
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22.4.4 绝对 收敛 判别 法 
设 级 数 二 an 的 各 项 cs 有 的 为 正 , 有 的 为 负 . 这 种 级 数 使 问题 变 的 更 难 了 (或 


更 有 意思 了 ， 这 取决 于 你 怎么 看 ) 如 果 级 数 从 某 一 项 后 都 为 正 , 这 就 没 问题 , 可 以 
略 去 前 面 的 项 , 只 讨论 后 面 的 正 项 组 成 的 新 的 级 数 . 要 知道 , 级 数 的 前 面 有 限 项 不 
影响 级 数 最 终 的 敏 散 性 . 类 似 的 , 若 级 数 从 某 一 项 后 均 为 负 , 可 以 忽略 前 面 的 有 限 


项 , 只 讨论 由 后 面 的 负 项 组 成 的 级 数 . 然后 , 所 有 项 均 为 正 的 级 数 > (an): 才 该 


级 数 收敛 , 则 原 级 数 也 收敛 ; 若 它 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 . 这 是 因为 新 级 数 是 原 级 数 
的 负 . 
站 全 人 轴 如 下 的 例子 


上 而 第 一 个 和 第 三 个 级 数 实 际 上 是 奖级 意思 是 各 项 正 数 和 负数 交错 出 现 , 例 
如 , 第 三 个 级 数 可 展开 为 
1 1 1 


-1+ 工 一 二 二 一 工 十 
2 3 4 5 : 


可 以 清楚 的 看 到 每 隔 一 项 为 负 . 而 上 面 第 一 个 级 数 不 是 交错 的 . 虽然 sin(n) 有 时 为 
正 , 有 时 为 负 , 但 正 负 项 不 是 交错 出 现 . 例如 , sin(1)、sin(2) 和 sin(3) 都 是 正 的 ( 因 
为 1,2 和 3 都 在 0 与 x 之 间 ), 而 sin(4)、sin(5) 和 sin(6) 是 都 负 的 . 

不 管 怎样 , 我 们 将 在 22.5.4 节 专门 讨论 针对 交错 级 数 的 判别 法 . 现在 我 们 还 有 
绝对 收敛 判别 法 : 若 二 jan| 收敛 , 则 Sn 也 收敛 . 同样 , 级 数 可 以 从 n 的 任何 


值 开始 , 不 必 一 定 从 n = 1 开始 . 现在 我 们 利用 该 判别 法 讨论 上 面 的 例子 . 对 第 一 
个 , 即 


oo 1 nn 
2 sin(n) (G3) ， 
考虑 级 数 的 绝对 值 : 
Ce 1 nn 
1 si |] . 
2 sin(n)| (3) 
注意 我 们 只 需 对 sin(n) 加 绝对 值 号 , 因为 因 式 (1/2)" 恒 正 . 我们 已 经 在 22.4.1 节 
用 比较 判别 法 证 明了 上 述 级 数 是 收敛 的 , 则 由 绝对 收敛 判别 法 知 原 级 数 (不 带 绝对 


值 号 的 ) 也 收敛 . 实际 上 , 原 级 数 绝对 收 黎 . 更 多 信息 见 22.5.4 节 . 
对 第 二 个 级 数 , 即 
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加 绝对 值 后 为 


由 2 判别 法 知 该 级 数 收 敛 (因为 2 > 1), 故 由 绝对 收敛 判别 法 知 原 级 数 绝对 收敛 . 
对 第 三 个 级 数 , 即 


SC 
加 绝对 值 后 为 
由 2 判别 法 知 该 级 数 发 区 , 故 不 能 运用 绝对 收 和 判别 法 ， 即 不 能 得 出 原 级 数 


发 散 的 结论 . 只 能 说 该 级 数 不 绝对 收 伍 .实际 上 , 22.5.4 节 我 们 将 会 知道 该 级 数 是 
收敛 的 , 尽管 它 加 绝对 值 后 是 发 散 的 ! 在 讨论 这 些 之 前 , 我 们 还 有 一 些 其 他 的 判别 
法 要 讨论 . | 


22.5 ”级 数 的 新 判别 法 


我 们 来 看 四 个 与 反常 积分 无 关 的 级 数 收敛 性 判别 法 ; 比 式 判别 法 、 根 式 判别 
法 , 积分 判别 法 和 交错 级 数 判别 法 . 在 下 一 章 讨论 如 何 应 用 它们 之 前 , 现在 我 们 先 
分 别 来 看 看 它们 的 内 容 

22.5.1 ” 比 式 判别 法 (理论 ) 

这 是 一 个 只 能 用 于 级 数 而 不 能 用 于 反常 积分 的 非常 有 用 的 判别 法 , 被 称 为 比 式 
判别 法 , 因为 它 涉及 级 数 两 相 邻 项 的 比 . 问题 的 提出 :对 给 定 的 级 数 2 an, 若 使 
该 级 数 收敛 , 则 各 项 要 以 足够 快 的 速度 趋 于 0. 这 有 一 个 方法 : 考虑 一 个 新 的 数列 
bn, 定义 其 为 级 数 两 相 邻 项 之 比 的 绝对 值 , 即 , 对 每 个 n 令 


Cm 十 1 
b, 一 | 于 1 


Qn 


这 是 一 个 数列 , 所 以 他 可 能 收敛 于 某 数 , 结果 为 : 若 数列 {5} 收敛 于 一 个 小 于 1 的 
数 , 则 我 们 很 快 就 有 级 数 2 on 收敛 实际 上 它 绝对 收敛 , 即 lov| 也 收敛 . 另 
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一 方面 , 若 数 列 {6n} 收敛 于 一 个 大 于 1 的 数 , 则 级 数 汇 a 发散 . 若 数列 {6m} 收 


敛 于 1 或 不 收敛 . 则 我 们 对 原 级 数 得 不 到 结论 . 

下 一 章 我 们 将 讨论 比 式 判别 法 的 更 多 例子 , 现在 只 来 看 下 我 们 能 否 证 明 该 判别 
法 . 这 是 一 个 很 绕 的 论证 , 车 理解 不 了 , 不 要 着 急 , 直接 跳 到 下 一 节 , 现在 我 们 只 是 
来 试 一 下 . 这 里 也 假定 对 所 有 n 有 an > 0, 这 样 就 可 以 省 掉 绝 对 值 号 . 假设 tw 收 
和 伍 于 一 个 小 于 1 的 值 5, 即 , 假设 


> Q 
当 n 一 co 时 ， "Hl _ ,JL<1 
a 


这 意味 着 当 n 很 太 时 , 比 式 an+iy/an 近似 等 于 二 . 车 比 式 就 等 于 二 则 级 数 为 具有 
公 比 工 的 几何 级 数 , 且 当 工 < 1 时 级 数 收 敛 . 但 由 于 比 式 只 是 极限 等 于 工 , 我 们 要 
更 聪明 点 才 行 . 

可 令 r 等 于 工 和 1 的 平均 值 , 由 于 工 <1, 则 均值 7 介 于 工 和 1 之 间 , 所 以 
小 于 1, 即 工 <r<1. 然后 呢 ? 由 于 比 式 any1/an 收敛 于 工 , 最 后 该 比 式 会 总 小 于 
7. 也 就 是 说 , 该 比 式 一 开始 可 能 会 在 某 些 值 之 间 徘 徊 , 但 最 终 都 会 趋 近 于 L. 车 比 
值 不 小 于 7 就 不 能 趋 近 于 L, 因为 > 大 于 工 . 所 以 , 关键 点 是 若 刨 除 级 数 的 前 面 足 
够 项 后 , 总 能 有 aw41/an 小 于 r. 


看 一 下 现在 我 们 有 什么 结论 : 我 们 从 an 开始 , 但 我 们 去 掉 了 前 面 的 若干 


项 , 得 到 从 某 数 m 开始 的 > an. 去 掉 前 面 的 有 限 项 不 影响 级 数 的 敛 散 性 . 另 一 


方面 , 这 个 操作 是 有 帮助 的 , 因为 我 们 可 以 确定 对 所 有 n > m 有 anti/an <7, 换 
一 种 写法 为 对 所 有 n > m 有 Qn+1l < ran. 

现在 我 们 接近 问题 的 核心 : 数列 {an} 受 控 于 公 比 为 + 的 等 比 数列 . 毕竟 , 由 
an 推出 our 需 乘 以 一 个 小 于 > 的 数 (因为 ai < ran). 男 一 方面 , 要 从 公 比 为 
7 的 等 比 数列 的 某 项 推出 下 一 项 , 也 需 乘 以 ~. 所 以 若 等 比 数列 从 ww 开始, 则 该 数 
列 领先 于 数列 {a}, 且 保持 领先 . (所 有 这 些 都 可 用 推导 得 出 . 假设 a,, < 4r", 则 两 
边 同 习 7 可 得 ran < 4r"+1. 由 于 an+l < ran, 我 们 有 an+l < 4rn+l1. 现在 只 需 选 
择 使 得 cv < 4rm 的 4 即 可 ， 任何 大 于 amy/rm 的 数 都 行 .) 

好 的 , 我 们 已 经 得 到 对 某 数 4 有 on < 4r", 意思 是 


3 Qn 所 3 Ar™. 
因为 0< r < 1 右边 收敛 , 故 由 比较 判别 法 知 左边 也 收敛 ， 最 后 , 由 绝对 收敛 判别 
法 知 级 数 2 an 也 收敛 , 虽然 有 些 项 a 是 负 的 . 
真 不 容易 , 幸运 的 是 发 散 的 情形 不 会 这 么 麻烦 . 假定 比 式 |anj1/an| 收敛 于 一 
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个 大 于 1 的 数 二 若 我 们 删 掉 足够 的 项 之 后 ， 只 需 讨论 3 lanl, 其 中 m 是 使 得 
lantif/an| > 1 对 所 有 n > m 均 成 立 的 足够 大 的 数 . 也 就 是 说 , 对 于 所 有 的 n>m 
都 有 |an41i| > |anl. 项 lan| 随 着 n 的 增 大 而 增 大 , 所 以 我 们 不 可 能 有 im an =0. 


现在 我 们 只 需 运 用 第 ” 项 判别 法 证 明 尽 a 发 散 , 故 实 o。 也 发 散 . 
她 一 922 n=1 


剩 下 的 问题 就 是 证 明 L = 1 时 无 结论 . 这 里 有 一 个 反例 : 考虑 级 数 1/n?， 
n=1 
计算 相 邻 项 的 比 : 


Cn 十 1 


1 
an 十 (n+ 1)? nt+1/ 


我 们 可 以 去 掉 绝对 值 号 , 因为 各 部 分 均 为 正 . 当 ? 一 co, 显然 有 n/(n 十 1) 一 1, 所 
以 p 次 帘 仍 趋 于 1, 即 
a . n \? 
1 -J (a ) = 1? =1. 


所 以 比 式 的 极限 工 无 论 p 为 何 值 均 为 1 我们 知道 半 1/n? 当 p > 1 时 收敛, 而 


p < 1 时 发 散 . 比 式 极限 L = 1 对 这 两 种 可 能 都 不 能 判定 .这 个 例子 足以 说 明 若 
工 = 1, 则 原 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 只 是 无 从 判定 . 


22.5.2 ” 根 式 判别 法 (理论 ) 

根 式 判别 法 (也 叫 n 次 方 根 判别 法 ), 我 们 说 它 是 比 式 判别 法 的 表亲 . 这 次 不 考 
虑 相 邻 项 的 比 , 而 是 考虑 第 ”项 绝对 值 的 n 次 方 根 . 即 , 对 给 定 级 数 主 an, 构造 
新 数列 为 罗 


b, = lan|i/™. 
(要 知道 , 某 量 的 1/n 次 宕 与 其 n 次 方 根 是 一 回 事 .) 现 在 欲 知 数列 {bn} 收敛 与 否 ， 
并 要 求 极限 . 若 极限 值 小 于 1, 则 级 数 > an 收敛 (事实 上 , 绝对 收敛 ) 若 极限 值 大 
于 1, 则 级 数 发 散 . 若 极限 值 等 于 1, 则 我 们 对 原 级 数 得 不 到 结论 ， 需要 采用 其 他 方 
法 进行 讨论 . 

我 们 仍 采用 下 一 章 的 一 个 例子 来 证 明 该 结论 . 若 读 不 懂 , 可 直接 跳 过 该 节 到 下 
一 节 . 不 管 怎样 , 主要 思想 仍 是 通过 对 等 比 数 列 来 进行 讨论 . 假定 a = rm, 则 |an 
的 n 次 方 根 为 |r|, 所 以 当 |r| < 1 时 级 数 收敛, 而 当 Ir| > 1 时 级 数 发 散 . 这 里 我 们 
并 未 有 明确 的 几何 级 数 , 但 接近 于 有 这 样 一 个 级 数 . 我 们 从 假定 


当 n 一 oO 时， lim lan|*=L<1 
和 一 CO 
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开始 . 采用 与 比 式 判别 法 证 明 相 同 的 逻辑 , 令 7 等 于 上 和 1 的 平均 值 , 意识 到 最 终 
an <7, 即 , 在 级 数 中 的 某 一 点 n= m 后 , lan| < 7". 故我 们 有 


oo 


》 ,|an| < > mm 
因为 "< 所 以 右边 级 数 收敛 ,我 们 运用 比较 判别 法 可 得 左边 级 数 也 收 全 所 以 级 
数 > an 绝对 收 合 
另 一 方面 , 假设 极限 值 5 大 于 1, 即 
当 nn 一 co 时 ， im lan 人 =L>1 
对 最 终 足 够 大 的 mw 总 有 |an|/n > 1, 意味 着 |an| > 1. 故 由 第 n 项 判别 法 知 级 数 
二 on 发散, 因为 通 项 不 趋 于 0. 


若 极限 值 工 为 1, 判别 法 仍 无 效 , 还 是 用 例子 二 1/n? 来 讨论 . 由 你 自行 证 明 


i/n 


1 
= lim n-?/%=1. 
nO0 


1m 
no0 | nr 


(把 它 看 作 洛 必 达 类 型 的 问题 进行 讨论 , 该 类 型 问题 更 多 信息 参见 14.1.5 节 .) 我 们 
知道 沁 1/n? 对 某 些 p 值 发 散 , 对 其 他 某 些 p 值 收敛 ， 由 此 可 知 根 式 判别 法 给 不 
出 任何 有 用 的 信息 , 因为 上 面 的 极限 值 无 论 p 为 何人 都 为 1 
22.5.3 ”积分 判别 法 (理论 ) 

我 们 已 经 在 前 面 22.4 节 讨 论 过 反常 积分 和 无 穷 级 数 之 间 有 联系 . 积分 判别 法 
更 确定 了 这 种 联系. 特别 的 , 对 给 定 的 级 数 ov, 其 中 ov 为 正 且 递 碱 . 这 里 “ 闻 
减 ” 意思 为 对 所 有 mn 都 有 antt < an。 (更 专业 的 我 应 该 说 “ 非 增 "， 因 为 这 里 
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的 不 等 式 并 不 严格 .) 这 类 级 数 的 一 个 例子 为 1/mz, 其 中 p > 0: 各 项 当然 为 正 ， 


显然 各 项 递减 . 我 们 来 画 一 个 一 般 情形 的 图 像 ; 
坐标 轴 用 ”和 on 代替 xz 和 y. 数 ”上 方 相应 点 的 高 度 是 an 的 值 , 注意 所 有 的 点 
都 在 z 轴 (其 实 为 n 轴 ) 上 方 , 因为 所 有 的 on 均 为 正 . 另外 , 高 度 在 逐渐 变 小 , 因 
为 各 项 递减 . 

假想 能 找到 某 个 递减 的 连续 函数 7 并 把 点 连接 起 来 (如 图 22-1 所 示 ). 


图 22-1 
由 于 曲线 y= f(z) 穿 过 每 一 个 点 , 我 们 有 对 所 有 正 整数 n, f(n)=aa. 现在 考虑 积分 
| f(z)dz. 


车 该 积 分 收敛 ， 则 级 数 > an 也 收敛 ， 为 什么 呢 ? 我 们 在 图 像 上 画 一 些 线 (如 图 
22-2 所 示 ). 


22-2 
我 们 在 曲线 下 方 画 了 一 串 矩 形 . 每 个 矩形 的 底 长 为 1, 矩形 的 高 为 ca，as，oa4， 
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等 等 (这 里 a 没有 对 应 的 算 形 ) 所 有 秆 形 的 总 面积 (平方 单位 ) 为 2 an, 由 比较 
判别 法 , 该 面积 之 和 是 一 个 有 限 的 数 , 因为 
opm] f(x)dz < co， 


n=2 


所 以 级 数 2 on 收敛, 当然 2 on 也 收敛 (要 知道 ,级 数 的 前 几 项 不 影响 其 收敛 性 ) 
另 一 方面, 假设 /f(z)dz 发 散 . 这 次 我 们 要 画 不 同 的 矩形 (如 图 22-3 所 示 ) 


22-3 


这 次 矩形 延伸 到 曲线 上 方 , 每 个 矩形 底 长 仍 为 工 高 为 a1, az, as, 等 等 . (这 次 al 有 
对 应 的 矩形 0) 由 于 盾 形 在 曲线 上 方 , 我 们 有 


> f(z)dz = oo， 


由 比较 判别 法 可 知 级 数 > an 发 散 . 
综 上 , 我 们 有 积分 判别 法 : 车 f 是 使 得 对 所 有 正 整 数 n 有 f(n) = an 的 递减 正 
函数 , 则 要 
| f(z)dx 和 San 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 这 里 级 数 还 是 可 以 从 任何 数 开 始 , 不 必 一 定 从 n = 1 开始 , 只 
需要 改变 相应 的 积分 下 限 . 下 一 章 我 们 将 讨论 一 些 如 何 应 用 积分 判别 法 的 例题, 不 
过 现在 我 们 至 少 可 以 用 它 来 证 明 级 数 的 p 判别 法 , 该 判别 法 我 们 已 经 在 22.4.3 节 
见 过 . 

为 了 研究 三 1/m 的 收敛 性 , 首先 假设 p > 0 并 考虑 定义 为 f(z) = 1/27, 2z > 0 


的 函数 f. 该 函数 显然 当 x = n 时 等 于 1/z?, 且 它 也 递减 . (证 明 递减 的 一 个 方法 就 
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是 考虑 导数 . 在 这 个 例子 中 , f(z) = 一 px?-1, 当 xz > 0 时 为 负 , 故 f 递减 .) 我 们 可 
以 由 积分 判别 法 得 


| 二 dz 和 二 


同时 收敛 或 同时 发 散 , 到底 是 哪个 呢 ? 当 p > 1, 根据 积分 的 p 判别 法 知 积分 收敛， 
所 以 级 数 也 收敛 ; 当 0 < p < 1 根据 积分 的 p 判别 法 知 积分 发 散 , 所 以 级 数 也 发 散 
那 p < 0 的 时 候 呢 ? 这 时 不 能 运用 积分 判别 法 , 因为 定义 为 f(z) = 1/z? 的 函 
数 7 是 二 函数 你 知道 ,着 ? < 0, 则 我 们 对 茜 a> 0, 可 令 p 一 -4 则 
e 1 
-二 
最 后 一 个 级 数 根据 第 m 项 光量 法 可 知 发 散 因为 me 一 co (不 是 0), 当 n 一 oo. 最 
后 , 若 p = 0, 级 数 2 1/mz 为 二 1 = 1+1+1+…, 显然 发 散 . 综 上 , 我 们 知 级 数 
1/nz 当 p > 1 时 收敛 , 当 p < 1 时 发 散 , 就 是 级 数 的 p 判别 法 1 
22:5.4 ”交错 级 数 判别 法 (理论 ) 
假设 给 定 级 数 2 ow, 其 中 该 级 数 各 项 因 不 确定 是 正 还 是 负 而 正 负 交替 出 现 . 
我 们 已 经 在 22.4.4 节 见 过 一 些 这 样 的 例子 了 , 有 些 情况 下 , 绝对 收敛 羯 别 就 可 以 解 
次 问题 , 比如 当 级 数 》* lan| 收敛 , 则 原 级 数 收 剑 , 但 若 江 |an| 发 散 怎 么 办 呢 ? 你 
究竟 能 做 什么 呢 ? 
这 的 确 是 个 问题 , 通常 没有 简单 的 答案 . 这 个 有 点 让 人 困扰 的 问题 多 年 来 引起 
了 很 多 思考 和 讨论 . 令 人 振奋 的 是 有 一 个 简单 的 判别 法 经 常 被 应 用 ， 假 设 你 的 级 


数 是 交错 的 , 意味 着 每 隔 二 项 为 正 , 而 每 隔 一 项 为 负 . 若 令 每 个 正 项 级 数 各 项 乘 以 
(一 1)”, 则 可 得 到 一 个 交错 级 数 . (也 可 乘 以 (-1)"+!.) 前 面 我 们 讨论 过 的 两 个 级 数 : 


3 CD 和 CD"， 
都 是 交错 级 数 . 我 们 已 经 知道 (在 22.4.4 节 ) 第 一 个 级 数 绝对 收敛 , 即 收敛 . 第 二 
个 更 有 意思 , 它 不 是 绝对 收敛 , 因 它 的 绝对 什 形 式 芝 1/n 发 散 . 令 人 惊奇 的 是 原 级 
数 二 (-1)"/m 是 收敛 的 ! 当 一 个 级 数 收敛 而 其 绝对 值 形式 发 散 , 我 们 说 该 级 数 条 


疝 件 收 敏 .所 以 级 数 时 (1)"/n 条 件 收 伍 , 我 们 来 看 下 原因 
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交错 级 数 判别 法 表明 ,车 级 数 沁 an 是 交错 的 ， 且 各 项 的 绝对 值 递减 趋 于 0 
则 级 数 收敛. 即 , 需要 on 正 负 交 错 , |an| 递减 , 且 lim_ lan| = 0, 在 这 种 情况 下 级 数 
收敛 . 例如 , 前 面 的 级 数 汇 (1)"/m 收敛, 因为 它 是 交错 级 数 , 各 项 的 绝对 值 为 弟 


减 数列 {1/n}, 且 趋 于 0. 在 23.7 节 , 我 们 将 做 判别 法 的 总 结 , 并 讨论 更 多 关于 交错 
级 数 判 别 法 的 例子 . 

为 什么 该 判别 法 可 行 呢 ? 首先 我 们 做 一 个 可 信 度 验证 ， 其 中 一 个 条 件 为 级 数 
各 项 的 极限 趋 于 0. 如 果 不 是 这 样 的 , 则 根据 第 ” 项 判别 法 可 知 级 数 发 散 ! 所 以 该 
条 件 是 显而易见 的 . 下 面 看 剩 下 的 条 件 是 怎么 起 作用 的 . 考虑 部 分 和 {4w}, 其 中 


An = > an. 由 于 an 不 停 在 正 负 之 间 交 错 , 部 分 和 4w 则 来 回 游 移 . 回想 持 扩 音 


器 的 那个 家 伙 告 诉 你 来 回 走 : 每 一 秒 , 他 告诉 你 向 前 走 , 而 下 一 秒 他 告诉 你 向 后 走 . 
可 能 你 向 前 走 迈 右 脚 , 而 向 后 走 会 迈 左 脚 . 另 一 方面 , 步 长 (为 |a,|) 变 得 越 来 越 小 
且 趋 于 0, 所 以 你 发 现 自己 用 越 来 越 小 的 步 长 来 回 走动 . 这 意思 是 你 左 脚 和 右 脚 正 
向 一 起 靠近 . 每 次 迈 出 左 脚 , 就 会 比 原来 的 位 置 更 远 一 点 . 每 次 迈 出 右 脚 , 就 会 比 原 
来 更 回来 一 点 , 在 极限 情况 下 , 你 的 两 个 脚 并 在 了 同一 点 , 所 以 级 数 收敛 ! 

通过 假定 a1, as, a5,:+， 都 为 正 , a2, a4,06,-…. 都 为 负 , 我 们 可 以 用 数学 方式 表 
述 上 述 过 程 . 现在 考虑 奇 部 分 和 41, 43, 45, 等 等 . 那 是 你 右 脚 不 断 走 的 位 置 . 我 要 
求 其 为 递减 数列 . 实际 上 , 41 = ol, 而 4s = ai + as + a3, 也 可 写 为 41 + aa 十 as. 
现在 a。 是 负 的 ,as 是 正 的 ， 且 由 我 们 对 步 长 递减 的 假设 知 |az| > |as|， 这 意味 
着 az +as < 0, 即 4s = 4 +oaa+asa < 4. 现在 我 们 对 hs 重复 该 论证 , 我 们 
看 会 发 生 什 么 . 你 知道 , 45 是 前 五 项 a。 之 和 , 而 hs 是 前 三 项 之 和 , 故 可 以 写 为 
hs = hs 十 a4 十 as. (车 你 在 三 步 之 后 知道 自己 在 哪 , 即 4a, 则 只 需 走 下 两 个 带 符号 
的 步 a4 和 as 来 看 一 下 五 步 之 后 在 哪 , 即 45.) 不 管 怎样 , as + as < 0, 因为 aa 为 
负 , as 为 正 , 且 |a4| > las|. 这 意味 着 45 < 4s. 若 继续 该 过 程 , 则 你 会 发 现 

Al> As> As> Ar>.…, 

所 以 你 的 右 脚 实际 上 随 着 时 间 的 流逝 一 直 往 回 走 . 

你 可 以 对 偶数 项 4>, 44, 46 等 等 重复 相同 的 论证 (但 要 对 相反 的 方向 ). 做 一 下 
看 看 能 否 得 出 

A2 < As < Ae & Ae < .…, 

故 你 的 左 脚 随时 间 变 化 不 断 向 前 走 ， 这 里 是 关键 : 即 数 列 A1, h3, 45,… 递减 , 所 
以 它 要 么 趋 于 -oo, 要 么 收敛 于 某 有 限 值 . 不 过 它 不 会 趋 于 -co, 因为 所 有 项 都 大 
于 42， (为 什么 呢 ? ) 类 似 的 , 偶数 列 4z, 44, 46,…: 递增 , 故 其 要 么 趋 于 oo0, 要么 
收敛 . 他 不 会 趋 于 oo, 因为 所 有 项 都 小 于 A1. (为 什么 ? ) 所 以 奇 级 数 和 偶 级 数 都 收 


出 


456 第 22 章 数列 和 级 数 : 基本 概念 


敛 . 由 于 奇 项 和 偶 项 之 差 |an| 越 来 越 小 , 则 两 级 数 的 极限 一 定 相同 ! 即 , 奇 级 数 递 
减 于 偶 级 数 增长 到 的 值 : 你 的 两 只 脚 靠 得 越 来 越 近 直 到 任意 接近 . 这 就 证 明了 部 分 


和 数列 {Aw} 收敛 , 而 这 意味 着 原 级 数 on 也 收 化 


所 以 交错 级 数 判别 法 可 行 . 重要 的 是 你 只 有 当 验 证 了 给 定 的 级 数 非 绝对 收敛 
时 才 用 它 . 下 一 章 我 们 将 用 很 多 例题 来 讨论 它 的 用 法 . 
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问题 : 对 给 定 的 级 数 > an, 欲 确定 它 收敛 与 否 . 车 该 级 数 收 敛 , 则 可 能 你 会 想 


知道 它 的 值 ( 即 , 收敛 于 哪个 值 ). 要 想 求 得 一 个 具有 漂亮 表达 式 的 级 数值 , 那 这 个 
级 数 必须 很 特殊 . 当然 , 级 数 不 必 非得 跟 上 面 给 定 的 一 样 从 ”= 1 开始 , 它 可 以 从 
n= 二 0 或 n 的 其 他 值 开始 . 

本 章 主要 围绕 这 样 问题 展开 讨论 . 下 面 是 关于 级 数 展开 的 讨论 的 流程 图 . 

(1) 是 几何 级 数 吗 ? 如 果 你 的 级 数 只 包含 像 2” 或 ea 这样 的 指数 , 那 它 可 能 
是 几何 级 数 , 或 是 一 个 或 多 个 几何 级 数 之 和 . 关于 这 种 情形 的 讨论 , 见 23.1 节 . 

(2) 级 数 各 项 趋 于 0 吗 ? 如 果 不 是 几何 级 数 , 尝试 用 第 n 项 判别 法 . 检验 一 下 
各 项 是 否 趋 于 0, 如 果 不 是 , 则 根据 第 ”项 判别 法 知 级 数 发 散 . 详情 见 23.2 节 . 

(3) 级 数 中 有 负 项 吗 ? 如 果 有 , 你 可 能 要 用 绝对 收敛 判别 法 , 或 交错 级 数 判 别 
法 . 更 多 信息 见 本 章 最 后 的 23.7 节 . 

(4) 级 数 中 有 阶乘 吗 ? 如 果 有 , 用 比 式 判 别 法 . 该 判别 法 同样 适用 于 级 数 中 包 
含 指数 而 非 几 何 级 数 的 情形 . 见 23.3 节 . 

(5) 有 底 和 指数 都 包含 n 的 指数 吗 ? 如 果 有 , 试 着 用 根 式 判别 法 . 一 般 的 , 如 果 
容易 对 项 a 取 n 次 方 根 , 就 可 以 用 根 式 判 别 法 , 详情 见 23. 4 节 . 

(6) 项 里 面 有 因子 1/m 或 对 数 吗 ? 在 这 种 情况 下 , 积分 判别 法 可 能 就 是 你 想 要 
的 . 这 个 我 们 将 在 23. 5 节 讨 论 . 

(7) 上 面 的 所 有 判别 法 都 不 能 用 吗 ? 你 可 能 需要 用 比较 判别 法 或 p 判别 法 与 极 
限 比较 判别 法 联合 使 用 , 并 重 温 我 们 在 第 21 章 关 于 函数 所 有 表现 的 讨论 . 我 们 将 
在 23.6 节 应 用 这 些 判 别 法 . 

以 上 的 这 些 计划 将 引导 你 在 各 种 不 同 的 级 数 中 穿梭 . 上 述 这 些 其 实 并 不 完美 ， 
过 程 中 仍 不 时 会 有 陷阱 出 现 , 希望 这 些 情况 少 出 现 一 点 . 我 的 建议 是 掌握 这 些 所 有 
的 资料 , 然后 在 你 平时 的 学 习 中 时 刻 提防 这 些 不 常见 的 陷阱 . 现在 让 我 来 看 一 下 具 
体 细节 . 


23.1 ”如 何 求 几何 级 数 的 值 


如 果 级 数 只 包含 像 2” 或 e3" 这 样 的 指数 , 那 它 可 能 是 一 个 或 多 个 几何 级 
数 之 和 . 如 我 们 在 上 一 章 所 见 , 几何 级 数 很 简单 , 你 可 以 直接 求 它 的 值 (如 果 它 收敛 
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的 话 ). 几何 级 数 的 一 般 式 是 沁 or", 其 中 是 公 比 , 在 22.2.1 节 , 我 们 讨论 了 如 
何 求 该 级 数 的 值 ,我 推荐 用 文字 而 不 是 数学 语言 来 学 习 这 个 方法 : 


二 
1 一 公 比 ” 
如 果 公 比 不 是 介 于 -1 和 1 之 间 , 则 级 数 发 散 . 
我 们 来 具体 看 下 , 假定 要 求解 


无 穷 几 何 级 数 的 和 = 若 -1< 公 比 < 上 


这 是 一 个 几何 级 数 , 因为 我 们 有 


由 此 , 我 们 可 知 公 比 是 1/3, 介 于 -1 到 1 之 间 , 故 该 级 数 收敛 . 你 会 问 : 收敛 于 何 
处 ? 首 项 在 n = 5 时 为 4/35. 所 以 
1Y” 4/35 
二 去 -> (3) 1—1/3’ 
结果 为 2/81. 
这 有 一 个 极 具 欺骗 性 的 例子 : 
oo 22m _ (一 7)” 
2 117 
它 不 是 几何 级 数 , 但 可 以 分 成 两 个 几何 级 数 之 差 : 
ti 7)" 22m (一 7)” 
> -二 挟 117 -> ll® 
为 什么 分 开 后 两 个 都 是 几何 级 数 呢 ? 在 第 一 个 级 数 中 你 可 以 用 4" 替换 22", 然后 
将 47/11" 表示 成 (4/11)". 最 后 这 一 步 变换 同样 用 在 第 二 个 级 数 中 , 我 们 有 


00 22m” — (7)" Oo 4 AN oe _7\” 

2 11"7 -二 (于 ) -二 (五 ) ， 

由 于 这 两 个 级 数 的 公 比 分 别 为 4/11 和 -7/11, 都 介 于 -1 和 1 之 间 , 因此 都 收敛， 
故我 们 可 以 写成 上 式 . 当 n = 2 时 为 第 一 项 , 所 以 首 项 分 别 为 (4/11)? 和 (7/11)>. 
总 之 计算 出 来 为 


(4/11)? (-7/11)? 
1—(4/11) 1—(-7/11)’ 


23.2 如何 应 用 第 nn 项 判别 法 


化 简 后 为 -5/126. 
如 果 我 们 把 问题 稍微 变 一 下 会 怎样 呢 ? 考虑 
> 227 — (一 13)” 
ll" 
这 次 我 们 还 是 把 和 拆 成 两 组 , 另 写 为 
/4 之 /-13Y" 
二) -大 (去 ) 


ni 二 2 


459 


不 必 求 出 第 一 个 级 数 的 值 , 只 需 知道 它 收 敛 . 但 第 二 个 级 数 由 于 公 比 -13/11 不 是 


介 于 -1 和 1 之 间 而 发 散 , 则 收敛 级 数 和 发 散 级 数 之 和 一 定 发 散 ! 


如 我 们 所 见 , 几何 级 数 很 好 计算 . 如 果 给 定 的 不 是 几何 级 数 , 按照 下 面 的 顺序 ， 


从 第 n 项 判别 法 开始 进行 判断 . 
23.2 如何 应用 第 n 项 判别 法 
无 论 什 么 时 候 都 要 首先 考虑 第 n 项 判别 法 ! 内 容 为 : 


车 ,im an 关 0 或 极限 不 存在 , 则 级 数 >》 an 发 散 . 


n=l1 


若 级 数 通 项 不 趋 于 0, 则 级 数 定 发 散 . 若 通 项 趋 于 0, 则 级 数 可 能 发 散 也 可 能 收敛 : 
需要 进一步 的 判断 . 该 判别 法 不 能 用 于 级 数 收敛 性 的 判定 . 总之, 使 用 该 判别 法 不 
需 浪费 时 间 在 其 他 判别 法 上 , 只 要 快速 检验 一 下 通 项 是 否 趋 于 0 即 可 . 例如 , 考察 


级 数 


oo 


mn2 一 3m 十 7 
472 十 2 十 1 
n=]1 


不 需要 考虑 其 他 任何 的 判别 法 , 只 要 注意 
mn2 一 3m 十 7 1 


dm tanti a 
所 以 该 级 数 通 项 不 趋 于 0, 由 第 n 项 判别 法 可 知 原 级 数 发 散 . 


如 果 级 数 通 项 趋 于 0, 则 需要 尝试 用 其 他 判别 法 来 判别 . 在 进行 判定 之 前 , 一 定 
要 快速 看 下 级 数 是 否 有 负 项 . 这 种 情况 一 般 发 生 在 有 项 包含 负 号 、 因子 (1)" 或 三 
角 函 数 (尤其 是 sin(n) 或 cos(n) 时 ). 出 现 负 项 的 情形 参见 23.7 节 , 若 各 项 均 为 正 ， 


用 下 面 的 判别 法 进行 判定 . 
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23.3 “如何 应 用 比 式 判别 法 


若 级 数 中 包含 阶乘 , 用 比 式 判别 法 . 记 住 , 阶乘 包含 感叹 号 , 如 如 或 (2n+5)! 对 
于 含有 指数 的 级 数 , 如 2" 或 (二 5)s", 比 式 判别 法 同样 适用 . 下 面 是 我 们 根据 22.5.1 
节 总 结 的 该 判别 法 : 


QGm 十 1 


at | 则 = 》 on 在 工 < 1 时 绝对 收敛 , 在 三 > 1 时 发 散 ; 介 


当 工 = 1 或 极限 不 存在 时 , 比 式 判别 法 无 效 . 


可 用 下 面 的 框架 使 用 比 式 判别 法 判别 : 
Qn+1 = n 项 用 n+1 代 换 n 
Qn 第 ”项 
因为 可 能 会 是 分 式 比分 式 的 形式 , 这 里 要 用 稍 长 的 分 数 线 . 级 数 的 第 n 项 是 a,, 把 
nn 换 成 (n+1) 就 得 到 ay1. 总 之 , 现在 求 上 面 的 极限 , 假设 我 们 已 经 完成 这 一 步 并 
求 得 极限 值 5 则 有 三 种 可 能 : 
(1) 车 工 <1 则 原 级 数 二 an 收敛 , 实际 上 是 绝对 收敛 ; 


(2) 若 工 > 1, 则 原 级 数 发 散 ; 
(3) 若 工 = 1 或 极限 不 存在 , 则 比 式 判别 法 无 效 , 尝试 用 其 他 方法 . 
现在 来 看 一 些 例子 . 首先 , 考虑 


ce nl 000 

n=1 2" | 
由 于 分 子 是 多 项 式 , 所 以 该 级 数 不 是 几何 级 数 , 又 因为 指数 增长 速度 快 于 多 项 式 ( 见 
21.3.3 节 ), 可 知 第 ”项 的 极限 为 0: 


若 工 = lim 
名 一 DO 


lim 


R00 


= lim 
有 一 OOD 


则 我 们 不 能 用 第 ” 项 判别 法 . 因为 该 级 数 包含 指数 , 我 们 试 一 下 比 式 判别 法 . 根据 
标准 框架 , 有 
CE 一 


nl 000 
on 


注意 分 母 就 是 第 ”项 , 直接 将 其 从 原 级 数 中 挪 过 来 的 ; 分 子 除 了 将 n 换 为 n 十 1 外 ， 
跟 分 母 一 样 . 现在 通过 将 上 述 表 达 式 颠倒 相 乘 , 分 组 同类 项 , 得 到 下 面 结果 


1 000 
jp (n+ 1)! %0 on jim (至 1 _ 11ooo x 1 _ 1 
NnN—00 nl 000 2n+1 nN—+00 n 2 


1 . 
二 | = lim 
Qn 于 一 OO 
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注意 我 们 去 掉 了 绝对 值 号 (每 项 都 为 正 ), 把 1 000 次 方 的 项 也 写 在 一 起 , 同时 运用 
事实 lim (n+D)/n=1. 总 之 , 上 面 的 极限 为 1/2, 它 小 于 1, 所 以 由 比 式 判别 法 可 
知 原 级 数 收敛 . 解 题 完毕 . 

考虑 


Oo 37 

2, nn(n) 

应 该 能 够 得 到 当 一 ce 时 , 级 数 通 项 趋 于 oo, 所 以 由 第 n 项 判别 法 可 知 该 级 数 发 
散 . 假设 你 只 考虑 了 比 式 判别 法 , 同样 能 得 到 这 个 结论 : 


n+1 
PT EE EY 十 1 
tm [ti| lim HD (nFD) = im 3 n ln(n) 3 
多 一 CO nn n—00 nin(ny no00 3 nn 二 +1in(n+t 1) 


我 们 用 到 了 lim n/n+1=1 和 lim In(n)/In(n +1) ==1, 前 者 好 求 , 而 后 者 
就 不 容易 了 . 对 后 一 个 极限 , 可 用 洛 必 达 法 则 验证 是 否 极限 为 1. 总 之 , 上 述 比 值 的 
极限 是 3, 因 3 > 1, 原 级 数 发 散 . 所 以 虽然 我 们 没 用 第 ” 项 判别 法 , 比 式 判别 法 也 
能 判别 . 

当 过 到 含 阶乘 的 级 数 时 , 比 式 判 别 法 是 相当 有 用 的 . 记 住 , n! 是 从 1 到 n 的 自 
然 数 之 积 : 


04 一 1xX2x3x.…x(n 一 1)x7. 


当 用 比 式 判 别 法 对 含 阶 乘 的 级 数 判别 时 , 经 常会 需要 考虑 这 样 的 比 式 : 


nl! 
(n+ 1)! 
化 简 该 式 唯一 可 行 的 方法 就 是 将 阶乘 展开 并 做 相 消 : 
nl! lx2x:...x(n— 1)xn 1 


il) TIx2x xn 1)xnxmt1l) nil 
该 方法 还 可 以 , 不 过 当 过 到 类 似 (2n)! 的 式 子 可 能 就 会 有 麻烦 了 . (2n)! 与 2x ml 不 
同 这 是 个 常 犯 的 错误 . 考虑 比 式 
(2(n+1)! (2 十 2)! 
Qn nr 
分 子 是 前 2n 十 2 个 数 之 积 , 而 分 母 只 是 前 2n 个 数 之 积 . 故 , 比 式 为 
lx2x:... x (2n—1)x (2n) x (ni+1) x (2n+2) 
1x2x...x(2n—1) x (an) = (2% + Dl2n + 2). 
这 类 的 计算 经 常 有 , 例如 , 考虑 下 面 的 级 数 : 


> (2n)! 
2 (n!)2 


的 


© Eo 
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该 级 数 收敛 还 是 发 散 昵 ? 通 项 是 否 趋 于 0 并 不 清楚 , 但 级 数 中 含有 阶乘 , 所 以 我 们 
直接 考虑 用 比 式 判别 法 : 
(2 十 2)! nl! 2 
en) (rm) 


注意 我 们 对 比 式 和 知 次 进行 了 变形 , 上 述 结果 可 化 简 为 


2(n+1))! 
CQm 十 1 


Qn 


= lim 
nN—+00 


lim 
no0 


A4n?2+6n+2 加 


， 1 YY _, 
2n + 2)(2n + 1) (二 一 m2 十 2 十 1 


所 以 极限 值 大 于 1, 级 数 发 散 . 为 了 说 明 该 级 数 的 敏感 性 , 我 们 对 其 做 一 个 小 小 的 修 
改 , 在 其 通 项 的 分 母 上 加 一 个 因子 5", 为 : 


ce (2n)! 
5 (nl)2 


现在 试 着 计算 比值 , 将 额外 的 一 个 因子 1/5 提出 来 , 就 可 求 得 极限 为 4/5, 小 于 1， 
所 以 修改 后 的 级 数 收敛. 


考虑 级 数 
> nl! 
2 (n+ 3)" 
它 含有 阶乘 , 故我 们 用 比 式 判别 法 , 有 
jo on | jo er TDL (n+ 3)" 
如 一 oo | an 人 一 oo my Nn—00 nl! (n 十 4 和)m+1 “ 
可 将 上 式 中 的 (二 1)Vml 化 简 为 (n + 1), 因此, 上 式 结果 可 化 为 
(n+ 3)" 


iim (n 十 Dr 
现在 怎么 做 呢 ? 看 起 来 似乎 很 难 . 何不 把 分 母 变 为 十 和 x(n 十 名”, 以 使 其 与 分 
子 的 寡 次 一 样 呢 ? 然后 我 们 就 可 以 把 各 部 分 组 合成 这 样 : 


(n+ 3)" n+1l(n+3)" (a) 


(n+ 4)"+1 no nt 4 (ni 4d) no na nid 


现在 有 些 明朗 了 . 第 一 个 因子 (n+1)/(n 二 负 显然 在 ”一 co 时 趋 于 1, 但 第 二 个 
似乎 有 点 难 . 计算 它 的 一 个 方法 就 是 将 n 换 成 z, 考虑 极限 


lim 。 


根据 洛 必 达 法 则 第 三 类 (参见 14.1.5 节 ), 求 对 数 (经 过 某 些 代数 运算 后 ) 的 极限 : 


lim (n++1) 
人 一 DO 
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了 ln (2+3 
lim ]m (243) = lim zn ( 2) 一 lim ( 潮 ) 


并 一 Co 十 4 2 一 oo 十 4 1/z 
= jim In(z 十 3) 一 In(z 十 4 
了 一 DO 1/z 


分 子 当 rz 一 co 时 趋 于 0, 因为 (z + 3)/(z 十 外 一 1, 且 In(1) = 0. 分 母 也 趋 于 名 
0, 可 用 洛 必 达 法 则 证 明 x 


这 部 分 工作 留 给 你 自己 完成 . 取 备 并 将 zx 换 回 ”, 我 们 就 得 到 
， mL 二 3NV ” 
,im (23) el. 
现在 , 我 们 需要 的 每 一 部 分 都 已 得 到 , 上 面 比 式 的 极限 值 为 


.n+1l /n+3\" _1_1 
二 lim 一 Xe 一 一. 
m 一 oo 了 十 4 疏导 十 款 e 


CQm 十 1 
Qn 


由 于 该 极限 值 小 于 1, 故 原 级 数 收 敛 . 


那 级 数 SO 


Oo 


1 
2 nln(n) ? 


n= 二 2 


和 敛 散 性 如 何 昵 ? 通 项 显然 当 ”一 oo 时 趋 于 0. 我 们 试 一 下 比 式 判 别 法 : 
iT 
1 


nintny) 
(对 于 含 对 数 的 比 式 的 极限 , 你 仍 要 用 到 洛 必 达 法 则 ,) 我 们 已 经 得 到 比 式 的 极限 为 
1, 这 意味 着 什么 ? 这 就 意味 着 比 式 判别 法 不 能 给 出 任何 有 用 的 信息 . 除了 知道 比 式 
判别 法 无 效 外 , 与 刚 拿 到 级 数 时 状况 相 比 , 我 们 没有 得 到 更 多 关于 级 数 的 信息 . 我 
们 需要 试 一 下 其 他 的 方法 , 事实 上 积分 判别 法 是 判定 这 个 级 数 的 最 好 的 方法 , 稍 后 
我 们 将 在 23. 5 节 进 行 讨论 . 


. n in(n) 
一 1 一 1. 
no ntl In(n + 1) 


也 一 DO 


23.4 如何 应 用 根 式 判别 法 


当 级 数 通 项 的 指数 为 特殊 的 关于 7 的 函数 时 用 根 式 判别 法 . 当 通 项 具有 形式 
43, 其 中 A 和 B 都 为 关于 n 的 函数 时 , 根 式 判 别 法 尤其 有 用 . 下 面 是 根据 22.5.2 
节 新 推出 的 该 判别 法 的 内 容 : 


出 
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荐 工 = lim lanlym, 则 nn 二 了 an 在 工 < 1 时 绝对 收敛 , 在 工 > ! 时 发 散 ; 但 


n=1 . 
当 = 1 或 极限 不 存在 时 , 比 式 判 别 法 无 效 
使 用 根 式 判别 法 , 一 般 先 讨论 下 面 的 表达 式 : 
len, 
然后 将 on 代 换 为 所 研究 级 数 的 通 项 , 求 极限 (如 果 存 在 的 话 ), 并 称 之 为 L. 则 有 与 
比 式 判别 法 一 样 的 三 种 可 能 , 幸好 结论 也 是 一 样 的 : 
(1) 车 工 < 1 则 原 级 数 汇 ov 收敛 , 实际 上 是 绝对 收敛 
(2) 若 工 > 1, 则 原 级 数 发 艇 ; 
(8) 车 工 =1 或 极限 不 存在 , 则 根 式 判别 法 无 效 , 尝试 用 其 他 方法 . 
例如 , 考虑 级 数 
oo0 2 n2 
2 


n=1 


由 于 通 项 的 指数 包含 n 的 宽 次 , 该 级 数 就 是 能 用 根 式 判别 法 来 判别 的 . 应 用 根 式 判 


别 法 , 有 
| 


lim |an|t/*= lim 
nO0 n 


1/n 2、1 


2 nN Xi 9 n 
= lim (1-2) = lim (1-3) 
如 一 Oo 也 nNn—*00 nN 
=e ?<1. 


注意 我 们 把 绝对 值 号 去 掉 了 , 因为 该 式 为 正 , 并 应 用 了 22.1.2 节 最 后 的 那个 重要 极 
限 (把 换 成 -2). 所 以 极限 值 为 e-?, 显然 小 于 1; 由 根 式 判别 法 知 原 级 数 收 敛 . 


2 


23.5 “如何 应用 积分 判别 法 


当 级 数 同 时 含有 1/n 和 In(m) 时 可 用 积分 判别 法 . 由 22.5.3 节 知 , 车 六 为 任 
意 正 整 数 , 则 我 们 可 以 说 : 


a 连续 递减 函数 f 有 an = f(n), 则 > an 与 与 | 7 f(z)dz 同时 收敛 或 同时 发 散 
n=N 


下 面 是 积分 判别 法 的 实际 应 用 步骤 . 
。 将 nn 换 为 x, 将 by 换 成 | ， 并 在 后 面 加 dz 当然, 如 着 级 数 从 ”一 开 


| 
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始 , 则 用 [3” 代 换 . 

。 检验 被 积 函 数 是 否 递 减 ， 这 可 以 通过 验证 导数 是 否 为 负 或 直接 检查 被 积 函 
数 获 知 . 

。 现 在 讨论 第 一 步 中 的 反常 积分 . 用 积分 讨论 级 数 的 一 个 主要 好 处 是 可 以 对 积 
分 做 换 元 (或 改变 变量 , 如 果 你 喜欢 的 话 ). 本 文中 最 常见 的 换 元 是 1 = ln(z). 

。 若 反常 积分 收敛 ; 则 级 数 也 收敛 ; 若 积分 发 散 , 则 级 数 也 发 散 . 

例如 , 考虑 

一 1 

2 In(n) 

事实 上 我 们 已 经 讨论 过 该 级 数 了 , 在 前 面 23.3 节 我 们 试图 用 比 式 判别 法 进行 敛 散 

性 判定 , 但 没有 成 功 . 现在 我 们 换 作用 积分 判别 法 进行 判定 , 因为 它 包含 了 1/n 和 

in(n). 将 变量 n 换 为 = 和 式 换 为 积分 , 可 得 


”> 1 
| Zin(z) dr 


被 积 函数 1/(z In(z)) 关于 z 递减 , 这 可 以 通过 证 明 其 导数 为 负 得 到 ; 或 更 直接 地 ， 
观察 > 和 In(z) 均 关 于 z 递增 , 则 它们 的 乘积 也 递增 , 所 以 倒数 1/(z In(z)) 递减 . 
不 管 怎样 , 我 们 已 经 在 第 21 章 讨论 过 上 面 的 积分 , 不 过 这 里 也 给 出 大 致 过 程 : 做 换 
元 上 = In(z), 则 dt = 1/zdz, 积分 变 为 


oo 
1 

| lat, 
ln(2) t 


由 积分 p 判别 法 可 知 该 积分 发 散 . 由 于 积分 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 (积分 判别 法 ). 
男 一 方面 , 我 们 对 级 数 做 一 个 小 的 变动 : 考虑 
1 


Oo 


2 TO 
同样 包含 因子 1/n 和 对 数 , 所 以 尝试 用 积分 判别 法 . 将 ” 换 为 xz, 并 将 级 数 转换 为 
积分 可 得 
[ 了 dz 
2 Tn(z)2 
确保 被 积 函数 关于 zx 递减 . 做 换 元 1 = ln(z), 这 次 积分 变 为 
”> 1 
| 五 


根据 > 判别 法 , 该 积分 收敛 . 故 这 一 次 级 数 收敛 (积分 判别 法 ). 将 这 个 例子 与 前 面 
例子 一 起 来 看 , 我 们 看 到 了 级 数 收敛 的 整个 过 程 是 多 人 么 的 微妙 . 我 们 知道 随 着 的 
增 大 , In(n) 与 n 的 任意 正 数 次 寡 相 比 是 很 小 的 , 但 上 面 的 例子 共同 说 明了 对 数 会 
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带 来 很 大 的 不 同 .时 1/nln(n) 分 母 上 intm) 的 室 次 的 一 个 小 小 增加 都 会 将 一 个 
散 级 数 变 为 一 个 收敛 级 数 ，( 在 21.3.4 节 我 们 见 过 一 个 类 似 的 例子 .) 


23.6 ”如 何 应 用 比较 判别 法 、 极限 比较 判别 法 和 p 判别 法 


当 其 他 的 判别 法 不 能 使 用 时 , 对 正 项 级 数 应 用 这 些 判别 法 . 你 一 定 是 想 最 先 应 
用 第 ”项 判别 法 , 然后 对 包含 阶乘 的 采用 比 式 判别 法 , 对 包含 底 和 指数 都 为 n 的 函 
数 的 项 的 级 数 采用 根 式 判别 法 , 或 对 包含 因子 1/n 和 对 数 的 采用 积分 判别 法 . 那 还 
剩 下 什么 呢 ? 基本 上 与 积分 的 工具 一 样 : 比较 判别 法 、 极 限 比 较 判 别 法 、p 判别 法 
和 对 co 和 0 附近 的 常见 函数 的 理解 . 非常 有 必要 在 学 习 本 节 前 复习 第 21 章 , 因为 
方法 几乎 是 相同 的 . 不 管 怎样 , 这 里 再 一 次 讨论 那些 判别 法 (为 了 便于 对 比 , 这 里 
比较 判别 法 和 极限 比较 判别 法 中 的 oa 都 被 假定 为 非 负 .) 


(1) 比较 判别 法 的 发 散 情形 ; 若 认为 an 发 向 找 一 个 同样 发 散 的 较 小 的 级 
数 . 即 , 找 一 个 使 得 对 所 有 都 有 ov > bu 的 正 项 数列 fbn}, 使 得 级 数 2 tn 发 散 . 则 


所 以 级 数 an 发 表 
(2) 比较 判别 法 的 收敛 情形 :; 若 认为 2 on 收敛, 找 一 个 同样 收敛 的 较 大 的 级 
数 . 即 , 找 一 个 使 得 对 所 有 n 都 有 ov < bn 的 数列 {bo}, 使 得 级 数 bn 收敛 . 则 


Oo oo0 


Dj an < Ybn <o0, 
= n 二 


n=1 1 
所 以 级 数 2 an 收 全 
(3) 极限 比较 判别 法 : 找 一 个 使 得 当 n 一 co 时 ,an ~ 如 的 简单 级 数 2 bo. 则 
车 六 6 收敛 ， > an 也 收敛 . 另 一 方面 , 若 > b 发 散 , 则 > an 也 发 散 . (要 知 
n=1 n 二 n= 7 二 


道 “on ~ bn, 当 nn 一 00” 与 “lim_an/bn 一 1 意思 一 样 ) 
(4) p 判别 法 : 车 a > 1, 级 数 
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发 散 ， 若 p< 1 

这 与 积分 的 p 判别 法 中 J” 情形 一 样 

现在 来 看 一 些 例子 . 在 下 面 的 每 个 例子 中 , 你 可 以 用 积分 代 换 和 式 得 到 一 个 反 
常 积分 (有 瑕 点 oo) 来 代 换 级 数 ， 反 常 积分 问题 的 解 就 是 相应 级 数 的 解 、 对 每 种 情 
形 , 应 该 试 着 写 下 对 等 的 反常 积分 的 问题 和 解 . 返回 到 第 21 章 , 并 试 着 将 每 个 瑕 点 
为 oo 的 反常 积分 转换 成 级 数 也 是 一 个 好 办 法 . 它们 几乎 都 可 以 用 上 述 判别 法 求解 
( 解 中 包含 变量 变换 + = Iin(z) 的 问题 是 个 例外 . 对 于 这 些 问题 , 为 了 求解 相应 的 级 
数 问题 , 你 需要 用 积分 判别 法 .) 考虑 级 数 

< 2n2 十 3 十 7 


| 收敛 ， 车 p > 1; 


为 了 检验 这 个 说 法 , 注意 每 个 多 项 式 的 最 高 次 项 起 决定 作用 , 由 于 ” 变 得 越 来 越 大 ， 
( 详 见 21.3.1 节 .) 我 们 有 


2 2 9 
当 n 一 0o0 时 2 十 3 二 7 2n 


74 十 275 十 1” ne na 
由 了 判别 法 知 学 2/n2 收敛 (常数 2 不 相关 ); 故 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 
收敛 . 
在 近似 于 一 样 的 例子 
2n2+ 3n+7 
中 , 需要 采用 一 点 小 小 的 技巧 . 该 级 数 与 前 面 例子 中 级 数 的 唯一 区 别 是 现在 和 式 从 
n = 0 开始 . 若 采 用 与 前 面 级 数 相 同 的 讨论 方法 , 就 会 发 现 需 将 上 述 级 数 与 > 2/n2 
进行 比较 . 后 者 显然 没有 被 定义 好 , 因为 它 的 第 一 项 看 似 为 2/0, 显然 没有 意义 . 你 
可 以 通过 如 下 两 方法 之 一 来 避免 这 样 的 问题 : 可 以 改变 首 项 n = 0, 如 换 成 n = 1 
这 样 并 不 改变 原 级 数 的 敛 散 性 . 或者, 将 首 项 从 和 式 中 提出 来 . 事实 上 , 当 m” = 0， 
(2n2 十 3n 十 7)/(ns 十 2m3 十 2) 为 了 所 以 
2np2 十 3m 十 7 2np2 十 3m 十 7 
3 =7+ 的 
右边 的 级 数 收敛 , 故 左边 的 级 数 也 收敛 . 加 上 有 限 数 7 并 没有 什么 不 同 . 通常 , 若 和 
式 从 ”= 0 开始 , 且 你 想 应 用 极限 比较 判别 法 , 就 可 将 首 项 提出 来 , 这 样 就 可 以 考 
虑 从 n= 1 开始 的 级 数 了 . 
现在 来 看 


SO 


468 第 23 章 如 何 求解 级 数 问题 


> WY27n6 十 9n2 十 4 
ee 73 十 9n2 十 4 
根据 我 们 关于 较 高 次 寡 起 决定 作用 的 标准 观点 , 我 们 有 

当 n_o0 时 27n6 十 9n2 十 4 ~、 V27ne6 _ 3n2 


73 十 9n2 十 4 n3 73 


3 
元 
由 p 判别 法 知 3/n 发 散 , 故 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 发 艇 
屠 
> 9o—nnl 000? 
昵 ? 在 前 面 23.3 节 , 我 们 运用 了 比 式 判别 法 来 解 这 个 问题 (事实 上 我 们 将 2-"ml %00 
写成 了 nl %00/2", 不 过 它们 当然 是 一 样 的 ) 现在 我 们 用 比较 判别 法 来 解 这 个 问题 


用 这 种 方法 解 题 , 我 们 需 用 到 指数 增长 较 快 的 观点 . 用 21.3.3 节 描述 的 方法 , 我 们 
有 


一 中 。 
2 "< nl 002， 


这 里 我 们 选择 指数 为 1 002, 因为 它 比 问题 中 的 指数 1 000 大 2. 现在 我 们 有 
2 000 < > san 000 -二 一 < co， 
n= 二 n=1 


最 后 的 级 数 由 p 判别 法 可 知 收敛 , 故 由 比较 判别 法 知 原 级 数 也 收 全 
现在 考虑 


co] 

DR 
这 恰恰 是 21.3.4 节 中 例子 的 级 数 形式 . 事实 上 , 你 可 以 用 积分 判别 法 将 该 级 数 问题 
转化 为 反常 积分 问题 , 因为 被 积 函 数 是 递减 的 , 但 问题 是 什么 ? 我 们 可 以 直接 解 该 
题 , 与 我 们 在 反常 积分 中 的 方法 一 样 , 我 们 采用 In(n) < Cn0-%00 5, 这 里 我 们 通过 巧 
妙 地 选择 如 此 小 的 指数 0.000 5 以 使 得 原 指 数 ( 原 级 数 中 的 指数 )1.001 减 去 它 后 仍 
大 于 1. 故我 们 有 | 

] cm0.000 5 00 1 
> < L001 = C2 ros <%, 
最 后 的 级 数 由 p 淹 曙 法 可 知 收 全 故 根据 比较 判别 法 知 原 级 数 收 敛 . 
级 数 
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相当 容易 求解 . 要 知道 |sin(n)| < 1, 我 们 知 
2 |sin 0 1 


故 由 比较 判别 法 知 级 数 收敛 . 

现在 考虑 级 数 

2 (2) » 

该 级 数 似 乎 有 些 项 为 负 , 不 过 那 只 不 过 是 表面 现象 . 事实 上 , 当 mn 从 1 开始 随 
者 正 整数 的 不 断 增 大 , 数 1/n 从 开始 则 不 断 减 小 并 趋 于 0. 即 , 1/n 总 是 介 于 0 
和 1 之 间 . 由 于 sin(z) 在 0 和 1 之 间 恒 正 , 则 级 数 所 有 项 均 为 正 . 那 又 怎样 ? 我 们 
还 没 解决 该 问题 , 下 面 该 怎么 做 昵 ? 在 21.4.2 节 , 有 当 z 一 0 时 sin(z) ~z. 用 1/n 
替换 zx, 则 当 lm 一 0 时 sin(1/n) ~ 1/n. 等 一 下 , 当 1/n 一 0 必须 使 mn 一 oo. 即 ， 
我 们 已 经 证 得 当 ”一 ce 时 sin(1/n) ~ 1/n, 这 正 是 我 们 需要 的 ! 由 于 级 数 2 1/n 
发 散 , 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 发 散 . (将 这 个 例题 与 21.4.2 节 中 最 后 一 个 例题 
比较 一 下 ,) 

另 一 方面 , 级 数 

> 1 
in2 | 二 

收敛 , 因为 当 n 一 ce 时 sin2(1/m) ~ 1/n2, 具体 过 程 自行 完成 . 

最 后 来 看 一 个 很 让 人 头疼 的 一 个 级 数 : 

Se 2 (n2 + 4n— 3)In(n) 
2 oo (n) tan (se ) . z 
如 何 讨论 呢 ? 分 开 考 虑 该 级 数 . 当 nn 一 co, 因 式 (mw? + 4m 一 3) 渐 近 于 n?, 且 因 式 
Vn7 了 十 2n4 十 3n 渐 近 于 Vn7, Vn7 就 是 ”2. 所 以 我 们 可 以 说 
当 n 0 时 (n2 + 4n— 3)In(n) 区 niin(n) _ In(n) 


Vn + 2n4 + 3n m7[2 nn3/2 
另 一 方面 , 当 n 很 大 时 , 上 述 关 系 式 两 边 都 趋 于 0( 要 知道 , 对 数 增 长 缓慢 !)， 所 以 
我 们 可 以 运用 关系 当 z 一 0 时 tanz ~ z, 将 xz 换 成 这 长 串 (n2 + 4n 一 3)ln(n)/ 
Vn? 十 2n4 十 3mn, 可 得 
、 ， (+dn -nm (十 可 二 3)Inz) In(n) 
当 ?” 一 ce 时 ， | Vn’ + 2n4 + 3n ) Vn’ + 2n4 + 3n n3/2 


现在 我 们 来 关注 
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这 里 我 们 需要 运用 对 数 增长 缓慢 的 事实 , 即 In(n) 较 之 na/2 不 重要 ( 详 见 21.3.4 节 ). 
特别 的 , 我 们 需要 分 母 中 的 守 次 3/2, 不 希望 其 为 1 或 更 小 .故我 们 采用 In(n) < 
Cnl4( 这 里 宕 次 仅 需 小 于 1/2) 可 得 

In(n) = Cn GC 

Nn ~ na2 ”16514- 


因此 , 把 所 有 项 加 起 来 , 由 p 判别 法 可 得 


所 以 


由 比较 判别 法 可 知 收敛 . 现在 回 到 前 面 的 渐进 关系 , 现在 由 极限 比较 判别 法 可 推 得 


> (n+ 4n — 3)In(n) 
2 ( Vn’ + 2n4t + 3n ) 
也 收敛 ， 太 好 了 , 我 们 就 要 成 功 了 . 那 因子 cos?(n) 呢 ? 这 个 因子 不 起 什么 帮助 作 
用 , 因为 它 一 直 在 振荡 . 我 们 知道 该 因子 小 于 等 于 1, 且 为 正 (因为 是 平方 ). 所 以 我 
们 只 需 看 看 由 cosz(n) < 1 能 得 到 什么 . 事实 上 


oo 


2 _ OO 2 一 
3 cosz(m tan (® 二 + 4n 3) 0 ) < > tan ( + 4n— 3)In(n) ) < oo， 
全 Vn’ 十 2n04 十 37 人 Vn’ 十 2724 十 37 


如 我 们 刚刚 证 得 的 , 右边 的 级 数 收敛 , 所 以 根据 比较 判别 法 可 知 原 级 数 收敛 . 这 个 
问题 中 , 我 们 用 了 两 次 比较 判别 法 , 一 次 极限 比较 判别 法 和 两 次 p 判别 法 . 很 让 人 
迷惑 的 一 堆 判 别 法 . 不 过 如 果 你 能 够 独立 完成 这 类 问题 , 你 就 能 够 解决 任何 一 个 涉 
及 这 三 个 判别 法 的 问题 . 


23.7 ”如 何 应 对 含 负 项 的 级 数 


假设 给 定 级 数 的 某 些 项 为 负 , 这 里 有 解决 这 类 问题 的 一 些 方法 . 

《D 著 所 有 项 都 为 负 ， 则 可 通过 在 所 有 项 前 面 如 负 号 来 修改 级 数 : 修改 后 的 级 
数 器 as 所 有 项 均 为 正 . 然后 就 可 以 运用 前 面 所 学 的 正 项 级 数 判 别 法 来 判定 级 
数 的 效 艇 性 若 修改 后 的 级 数 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 ; 着 修 改 后 的 级 数 收敛 , 则 原 级 


数 也 收敛 . 事实 上 , 若 修 改 后 的 级 数 收敛 于 亏 , 则 原 级 数 收敛 于 -元 , 因为 修改 后 的 
级 数 为 原 级 数 的 负 . 例如 , 级 数 
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In 一 一 

(3) 去 

收敛 还 是 发 散 ? 当 n 很 大 时 , 1/n 趋 于 0, 所 以 它 的 对 数值 是 一 个 负数 . (要 知道 , 车 
0<z<1, 则 In(z) < 0.) 所 以 现在 考虑 修改 后 的 级 数 


2 1Y 1 
二- 人 5) 读 
就 比较 容易 了 , 该 级 数 其 实 与 
CS 1 
2P(O 


是 一 样 的 , 因为 -In(l/m) = 一 (In(1) - In(n)) = In(n). 现在 我 们 有 什么 直觉 ? 若 该 
级 数 只 是 


1 
名 议 
由 p 判别 法 可 知 是 发 散 的 . 通常 , 对 数 不 起 什么 作用 , 但 这 并 不 总 是 对 的 , 想 
一 下 前 面 的 积分 判别 法 的 例题 . 不 管 怎样 , 这 个 特殊 的 对 数 帮助 级 数 发 散 , 因为 当 
n 一 co, 它 无 界 . 基本 的 逻辑 是 ” 从 3 往 上 取 值 , In(n) 的 最 小 值 是 In(3), 故我 们 有 
In(n) > In(3) 
对 任意 ”> 3 均 成 立 . EN 由 p 判别 法 (p = 1/2) 可 得 
3 n(n) 弃 > 中 了 全 一 (3) > ， = 一 oo 


?一 3 ?一 3 


所 以 修改 后 的 级 数 发 散 到 oc， Me 一 oo， 
(2) 车 有 些 项 为 正 , 有 些 项 为 负 , 尝试 用 第 ” 项 判别 法 : 即 , 验证 一 下 当 n 一 co 
时 项 趋 于 0, 否则 , 马上 可 知 级 数 发 散 . 例如 ， 
YD"n? 


发 散 , 因为 项 (-1)"™n? 的 极限 不 为 0。( 实 际 上 , 极限 不 存在 , 因为 数列 在 越 来 越 大 
的 正 数 与 负数 见 来 回 振荡 .) 这 里 没 必 要 运用 其 他 的 判别 法 . 

(3) 车 有 些 项 为 正 , 有 些 项 为 负 , 且 当 ”一 oo 时 通 项 收敛 于 0, 下 面 尝试 应 用 
绝对 收敛 判别 法 : 


若 二 收敛 , 则 》、 on 也 收 化 


n=1 


在 这 种 情况 下 , 我 们 说 数列 绝对 收敛. 例如 , 级 数 
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> sin(n) 
3 
n=1 1 


绝对 收敛 , 因为 我 们 已 经 在 前 面 23.6 节 见 到 
3 Ta 


收敛 . 所 以 对 给 定 的 有 些 项 为 正 , 有 些 项 为 负 的 级 数 , 若 其 不 是 明显 的 不 能 用 第 m 
项 判别 法 , 则 需 看 一 下 该 级 数 是 否 绝对 收敛 . 若 该 级 数 绝 对 收 敏 , 则 其 收敛 ; 另 一 方 
面 , 若 不 是 绝对 收敛 , 不 要 放弃 , 继续 下 一 步 . 

(4) 若 级 数 不 是 绝对 收敛 , 尝试 交错 级 数 判别 法 : 如 我 们 在 22.5.4 节 所 见 ， 


[ 著 当 mn 一 oo 时 交错 级 数 的 通 项 的 绝对 值 单调 递减 趋 于 0, 则 级 数 收 伍 . 
所 以 若 想 对 级 数 汇 an 应 用 该 判别 法 , 有 三 件 事情 需要 验证 : 


。on 的 值 在 正 负 之 间 交 蔡 ( 即 , 各 项 的 符号 顺序 为 十, 一 +, 一 ,…，, 或 ,十 , 一， 
二 
。 随 着 n 的 增 大 , 量 lan| 趋 于 0, 即 


im, len| = 0; 


。 绝对 值 un| 关于 北大 (所 以 下 面 的 数列 的 绝对 信 交 得 越 来 起 小 ) 

如 果 上 面 三 个 性 质 都 满足 , 则 级 数 收敛 . 注意 : 无 论 何 时 都 要 首先 尝试 运用 绝 
对 收敛 判别 法 .车 级 数 绝对 收敛 , 就 不 必用 交错 级 数 判别 法 ! 同样 , 注意 第 二 个 性 
质 是 第 ”项 判别 法 的 另 一 种 形式 , 这 是 因为 lim lan| = 0, 当 且 仅 当 Jim on = 0. 
所 以 , 即使 你 忘 了 先 用 第 n 项 判别 法 , 但 作为 交错 级 数 判别 法 的 一 部 分 ,你 还 是 会 
用 到 第 n 项 判别 法 的 . 

这 是 一 个 经 典 的 例子 : 


ce _Tyn 
EY, 


n=1 


根据 p 判别 法 , 其 绝对 值 形式 > 1/n 发 散 . 所 以 原 级 数 不 是 绝对 收敛 . 现在 


直接 应 用 交错 级 数 判 别 法 . 我 们 需要 验证 这 三 个 性 质 首先 , 级 数 交 错 吗 ? 是 的 . 一 

个 级 数 如 果 含有 形 如 (一 1)? 或 (--1)"+1! 乘 以 一 个 正 数 的 项 , 则 一 定 是 交错 的 . 在 这 
个 例子 中 , 第 n 项 是 (-1)” 与 正 数 1/n 相 乘 . 那 第 二 个 性 质 呢 ? 我 们 需要 证 明 

lim CV" 

此 式 显然 成 立 , 因为 (1)"/n|=1/n. 对 第 三 个 性 质 , 我 们 需要 证 明 {|( 一 1)"/nl|} 

是 一 个 递减 数列 . 可 以 很 直接 得 出 来 , 还 是 因为 |( 一 1)"/n| = 1/n, 且 我 们 知道 I/m 


二 0. 
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关于 n 递减 . 所 以 可 以 应 用 交错 级 数 判别 法 , 并 得 到 原 级 数 


Co _1m 

> ( yD 
收敛 . 由 于 我 们 已 经 知道 它 不 绝对 收敛 , 故 其 条 件 收敛 . 
另 一 方面 , 考虑 级 数 

co _1n 

> ( 


它 的 绝对 值 形式 为 2 1/n2, 根据 p 判别 法 知 其 收敛 . 所 以 上 述 级 数 绝对 收 全 


没 必 要 浪费 时 间 在 交错 级 数 判 别 法 上 . 
我 们 来 看 另 一 些 例题 , 首先 , 我 们 来 看 


oo 


D1)" sin (2) . 


这 与 我 们 在 23.6 节 看 到 的 一 个 例题 很 像 ,只 是 现在 这 个 级 数 含 有 因子 (1)”. 
对 该 级 数 要 做 的 第 一 件 事 是 验证 其 是 否 绝 对 收敛 . 绝对 值 形式 为 


or 人- 衬 m 人) 


和 

在 原来 那个 例题 中 我 们 已 知 当 n > 1, sin(1/n) 非 负 , 这 使 得 可 以 去 掉 绝对 值 
号 . 我 们 同样 已 经 知道 上 式 后 一 个 级 数 发 散 , 所 以 原 级 数 不 是 绝对 收敛 . 另 一 方面 ， 
该 级 数 的 各 项 显然 交错 , 且 我 们 已 经 知道 当 ”一 oo 时 通 项 趋 于 0, 因为 sin(1/n) 是 
这 样 的 . 现在 考虑 |a,|, 其 实 就 是 sin(1/n). 它 关 于 ”递减 吗 ? 可 对 sin(1/z) 关于 x 
求 导 , 可 得 - cos(1/z)/z2, 证 明 它 当 rz > 1 时 为 负 . 或 者 也 可 以 说 1/n 关于 n 递减， 
且 当 z 趋 于 0 时 sinz 关于 z 递增 , 所 以 sin(1/n) 关于 ”递减 . 不 管用 哪 种 方法 ， 
我 们 已 经 证 得 了 三 个 性 质 , 故 由 交错 级 数 判 别 法 可 知 级 数 收敛 . 由 于 该 级 数 不 绝 对 
收敛 , 所 以 它 条 件 收敛 . 

最 后 一 个 例题 . 考虑 级 数 


(1)" ( 十 加 . 
该 级 数 显然 交错 , 但 第 n 项 的 极限 是 多 少 ? 对 任何 有 关 该 级 数 收敛 的 期 望 来 


说 , 我 们 需要 极限 值 为 0. 在 这 个 题 中 似乎 有 点 问题 , 根据 22.1.2 节 末 方 框 中 的 极 
限 , 将 天 用 1 代 换 , 我 们 有 


1 Tn 
lim (+ 一 el = e， 
弛 一 Do 从 


所 以 这 个 数列 的 交错 形式 在 数 。 和 -e 之 间 振 荡 . 这 意味 着 
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现在 我 们 讨论 关于 窘 级 数 、 泰 勒 多 项 式 和 级 数 的 重要 话题 . 本 章 将 从 总 体 上 综 
览 这 些 话题 . 后 面 两 章 将 讨论 本 章 为 背景 的 解 题 方 法 下面 是 我 们 首先 要 讨论 的 
内 容 : 

。 近似 值 、 泰 勒 多 项 式 和 泰勒 近似 定理 ; 

。 近似 值 的 精确 度 和 完整 的 泰勒 定理 ; 

。 竺 级 数 定义 ; 

。 泰勒 级 数 和 麦克 劳 林 级 数 定义 ; 

。 泰勒 级 数 的 收敛 性 问题 . 


24.1 近似值 和 泰勒 多 项 式 
这 里 有 个 不 错 的 结果 : 对 任意 实数 x, 我 们 有 


2Z2 zx; 
er® 空 1 二 Zz 十 p> 十 : 
同样 , > 越 趋 近 于 0, 近似 程度 就 越 好 . 
现在 我 们 来 讨论 这 个 结果 . 从 z = 0 开始 , 则 两 边 其 实 都 等 于 1, 所 以 这 个 近似 
值 很 理想 ! 那 x 不 为 0 时 嘱 ? 我 们 试 一 下 xz = -1/10, 由 上 述 等 式 可 得 
1/10 1 1/100 1/1 000 
1 
化 简 可 得 
5 429 
e-1/10 ox op: 
根据 计算 器 所 得 结果 , e-110 等 于 0.904 837 418 0( 精 确 到 10 位 小 数 ), 而 5 429/ 
6 000 等 于 0.904 833 333 3( 也 精确 到 10 位 小 数 ). 这 些 数 都 很 接近 . 事实 上 , 它们 的 
差 仅 为 0.000 004 084 7. . 
那 到 底 我 是 怎么 想 出 多 项 式 1 + z + z2/2 + z3/6 的 呢 ? 很 显然 它 不 只 是 一 个 
旧 多 项 式 , 特别 的 是 它 与 ee 有 关系 . 与 其 只 关注 ez, 倒 不 如 来 考虑 其 他 更 一 般 的 函 
数 . 同样 , 该 多 项 式 的 次 数 3 也 没有 什么 特别 的 , 我 们 可 用 任何 次 数 . 那么 我 们 就 
从 次 数 1 开始 来 看 会 发 生 什么 . 
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24.1.1 ” 重 访 线性 化 


我 们 说 有 些 平滑 函数 f, 它们 可 以 被 求 任意 阶 导 而 不 会 出 现任 何 问 题 . 这 里 有 
一 个 在 13.2 节 问 过 的 问题 : 在 点 (a, f(a)) 附近 与 曲线 y = f(z) 最 近似 的 直线 方程 
是 什么 ?答案 是 所 求 直线 为 曲线 上 点 (a, f(a)) 处 
的 切线 , 它 的 方程 为 
y= f(a)+ f(a)(z—o). 
(a,f(0) 这 就 是 f 在 x = a 的 线性 化 .右边 是 次 数 为 
2 1 的 多 项 式 . 下 面 的 图 给 出 了 曲线 y = f(z) 在 
2 二 a 的 切线 , 看 起 来 很 不 像 整个 曲线 的 近似 
(如 图 24-1 所 示 ). 
不 过 , 它 确 实 为 曲线 在 (a, f(a)) 附近 的 近似 . 事实 上 我 们 把 (a, f(a)) 附近 放 
大 , 如 图 24-2 所 示 . 
现在 我 们 看 到 , 切线 与 曲线 y = f(x) 并 没有 很 大 的 差别 . 我 们 放 的 越 大 , 它们 
的 差别 就 越 小 . 


24.1.2 ”二 次 近似 


为 什么 只 讨论 直线 ? 现在 我 们 来 问 与 前 一 节 开 头 相同 的 问题 , 但 这 次 是 讨论 擅 
物 线 . 问题 : 在 点 (a, f(a)) 附近 与 曲线 y = f(z) 最 近似 的 二 次 上 曲线 方程 是 什么 ? 采 
用 与 上 面 图 中 相同 的 函数 , 这 是 我 们 猜 出 的 二 次 曲线 可 能 的 样子 (如 图 24-3 所 示 ). 


24-1 


(a,f (0)) (cf (0) 


图 24-2 24-3 


事实 上 , 在 x 接近 于 a 时 ( 即 , 曲线 上 点 (a, f(a)) 附近 ), 最 近似 于 曲线 y = f(z) 的 
二 次 曲线 方程 为 
一 MAC oa 
一 Jo+yozZ-o+T 一 中 
它 其 实 是 一 个 关于 z 的 二 次 函数 , 因为 若 展开 (z 一 a)?, 则 z 的 最 高 次 项 为 z2. 这 
里 仍 保留 上 式 的 形式 , 并 称 之 为 “关于 (zx 一 a) 的 二 次 函数 ” 较 好 一 些 . 我 们 称 该 二 
次 函数 为 已 , 即 , 令 
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Bs) = (0) + Fo -oa) + HO (s 0) 
现在 , 搜集 一 些 关 于 已 的 较 好 的 结论 . 

(1) 将 x =a 代入 上 面 的 方程 忆 (zx), 可 以 很 容易 的 得 到 户 (a) = f(a). 所 以 当 
z 二 a 时 , 已 与 f 的 值 相 等 . 事实 上 , 因为 函数 的 零 阶 导 为 该 函数 本 身 , 你 可 以 说 
当 z= 二 a 时 , 忆 与 f 的 零 阶 导 相 等 . 

(2) 现在 对 已 求 导 可 得 已 (z) = f(a) + f"(a)(z -a). 同样 , 若 代 入 z= ww 可 
知 (a) = 了 (a). 当 z=a 时 ,一 阶 导 轧 与 f' 也 相等 . 

(3) 再 求 一 次 导 可 得 PY(z) = f(a). 当 z = ao 有 形 (oj = "(a)， 所 以 当 
z 二 a, 二 阶 导 数值 也 相等 . 

(4) 另 一 方面 , 由 于 f(a) 为 常数 , 对 所 有 z 有 P(x) = 0. 对 所 有 的 更 高 阶 
导数 均 有 相同 结论 . (毕竟 , 忆 是 二 次 的 , 任何 二 次 函数 的 三 阶 或 更 高 阶 导数 必 处 处 
为 0!) 

所 以 已 与 f 在 xz =a 有 相同 的 零 阶 导 、 一 阶 导 和 二 阶 导 , 但 已 的 三 阶 或 更 高 
阶 导 恒 为 0” 可 以 说 轧 提取 了 f 在 x = a 处 直到 二 阶 导 且 包含 二 阶 导 的 所 有 
信息 . 

这 是 另 一 个 关于 已 的 比较 好 的 结论 : 若 忽 祝 上面 已 (z) 方程 的 右边 最 后 一 
项 , 就 得 到 f(a) + f'(a)(x -a). 这 恰恰 是 上 一 节 的 线性 化 , 所 以 可 以 认为 最 后 的 项 
#3f”(a)(z 一 a)? 为 所 谓 的 二 阶 修正 项 . 这 意味 着 我 们 应 该 能 够 找到 比 切 线 更 好 的 近 
似 . 二 阶 修正 项 有 助 于 更 接近 于 曲线 , 至 少 当 z 在 a 附近 时 是 这 样 的 . ( 当 f(a) =0 
时 是 例外 , 在 这 种 情况 下 已 仅 为 线性 化 , 并 未 使 近似 更 好 .) 


24.1.3 ”高 阶 近似 


我 们 继续 相同 的 讨论 形式 , 只 不 过 这 里 用 任意 次 N 代替 1 或 2. 这 里 的 问题 
是 : 对 a 附近 的 zx, 次 数 为 N 或 更 低 的 什么 样 的 多 项 式 最 近似 于 f(z)? 答案 由 下 
面 的 定理 给 出 . 
泰勒 近似 定理 : 车 /在 x = a 平滑 , 在 所 有 次 数 为 N 或 更 低 的 多 项 式 中 , 当 
Zz 在 a 附近 时 最 近似 于 f(x) 的 是 


Py(o) =f(o) + f(r -0 + (eo)2+ 


(3)(@ (N)[g 
Oe 


用 求 和 号 表示 该 公式 为 : 
~ f(a) 
n=0 1 
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在 这 个 公式 中 , 要 知道 0! = 1, /(0)(a) 与 f(a) 意思 一 样 ( 零 阶 导数 ), f(D(a) 与 P(a) 
意思 一 样 (一 阶 导数 ). 

我 们 称 多 项 式 Py 为 f(z) 在 z = a 处 的 N 阶 泰 勒 多 项 式 . 注意 Puv 的 次 数 
可 能 小 于 N. 例如 , 若 f( 和 (a) = 0, 则 上 述 和 式 的 最 后 一 项 为 0, Py 的 次 数 至 多 为 
N 一 1. 这 就 是 为 什么 我 们 称 之 为 N 阶 泰勒 多 项 式 而 不 是 N 次 泰勒 多 项 式 . (多 项 
式 Py(x) 有 时 被 写成 形式 Py(z;a) 以 强调 每 次 选择 不 同 的 N 和 a 得 到 不 同 的 多 
项 式 . 我 将 采用 形式 Py (x), 因为 每 次 讨论 我 们 只 选择 一 个 o.) 

再 次 强调 ，Pw 的 重要 性 质 是 对 所 有 n= 0,1,:…N， 

PY (a) = Fo(o) 

即 , 当 z = a 时 , Pw 的 所 有 直到 第 N 阶 导 数值 且 包 括 第 N 阶 导 数值 都 与 f 对 应 
值 相 等 , 但 是 Py 的 所 有 更 高 阶 导 数 必须 处 处 为 0. 函数 Pn 提取 了 在 z=a 处 
直到 N 阶 导 数 的 所 有 信息 . 

当然 , 当 N = 1 时 , 我 们 得 到 户 (z) = f(g) 十 f(a)(z -oa 为 了 在 z=a 处 的 
线性 化 . 当 N = 2 时 , 我 们 仍 采 用 上 一 节 的 公式 书 (z). 下 面 看 一 下 该 方法 对 a=0 
的 f(x) = ez 的 应 用 . 由 上 面 的 公式 , 令 N =3 且 a =0, 我们 有 


Pa) = FO + PO)z+ Fe Os 


幸运 的 是 , e? 关于 z 的 所 有 导数 均 为 ez, 所 以 我 们 可 知 (0), 了 7(0), f”(0) 和 f(3)(0) 
都 是 eo, 等 于 1. 由 于 2! = 2, 3! = 6, 上 述 公式 变 为 
P(r)=1+2z+ 5 十 53， 

这 恰 怡 是 前 面 24.1 节 开 头 提 到 的 三 次 多 项 式 ! 在 所 有 的 次 数 为 3 或 更 低 次 的 多 项 
式 中 , 这 个 多 项 式 是 与 z 在 0 附近 的 es 最 近似 的 .为 什么 是 0 呢 ? 那 是 我 们 所 
选择 的 a 值 . 若 我 们 选择 不 同 的 a 值 , 我 们 将 得 到 对 zx 在 a 附近 ez 有 很 好 近似 
的 一 个 不 同 的 多 项 式 . 去 掉 三 次 项 z3/6 后 , 我 们 可 以 看 到 户 (x) = 1 上 + z +z212， 
然后 通过 去 掉 二 次 项 22/2, 得 到 线性 化 已 (zx) = 1 十 x， 从 另 一 个 角度 来 看 , 己 (z) 
通过 加 上 二 阶 修正 项 x?/2 而 改进 了 P(x), 而 BB(z) 通过 通过 加 上 三 阶 修正 项 
Zz3/6 而 改进 了 已 (zx)， 每 次 使 N 加 1 都 会 使 近似 通过 加 上 男 一 个 修正 项 而 变 得 
更 好 . 

其 实 泰 勒 近似 定理 依赖 于 泰勒 定理 , 泰勒 定理 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 . 近似 定理 
也 有 一 些 模糊 不 清 的 说 法 : 究竟 “最 好 的 近似 ”意思 是 什么 ? 我 们 将 在 下 一 节 进 一 
步 探讨 , 但 真正 的 答案 连同 定理 证 明 在 附录 A.7 节 . 


24.1.4 ”泰勒 定理 
在 24.1 节 , 我 们 看 到 
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2Z2 23 
ez 兰 1 十 2 十 py 十 : 
特别 地 , 注意 当 z = -1/10, 上 面 的 近似 变 为 
wi 1 10 1/1000 _ 5429 
® ~ 10 2 6 6000. 
这 个 近似 有 多 好 ?衡量 这 个 的 一 个 方法 是 考虑 真正 的 量 e-1/1 与 近似 值 5 429/6 000 
的 差 . 我 们 称 这 个 差 量 为 近似 的 误差 , 因为 它 指出 了 我 们 用 近似 值 代替 真实 值 的 错 
误 有 多 大 . 下面 是 该 例子 的 误差 : 
误差 = 真实 值 - 近似 值 = e-V10 - 人. 

车 误差 很 小 ， 则 近似 程度 较 好 . 在 24.1 节 ， 我 们 看 到 差 值 近 似 到 10 位 小 数 为 
0.000 004 087, 但 我 们 需要 用 计算 器 , 而 它 击败 了 我 们 做 这 个 近似 的 全 部 目的 . 要 知 
道 , 计算 器 给 出 的 数 也 是 近似 值 ! 此 外 , 你 认为 计算 器 工作 原理 是 什么 ? 可 能 它 是 用 
索 勒 多 项 式 求 出 e-1M10 的 近似 的 . 

我 们 真正 喜欢 的 是 误差 的 另 一 个 公式 . 它 是 泰勒 定理 的 出 处 . 与 其 只 讨论 特定 
的 例子 e”, 倒 不 如 再 次 来 讨论 更 一 般 的 问题 . 我 们 正在 讨论 平滑 函数 f 和 它 的 关于 
z= 二 a 的 NN 阶 泰勒 多 项 式 , 如 前 一 节 所 见 , 该 多 项 式 为 

. N p(n) 
Py(a) = eo) 
n=0 - 

我 们 想 用 Pv(zx) 的 值 来 获取 f(z) 的 近似 值 , 所 以 我 们 考虑 误差 项 , 它 是 真实 值 和 
近似 值 之 差 ; 


Rn (7) = f(z) — Py(z). 
实际 上 , Rn(z) 被 称 为 N 阶 误差 项 , 也 被 称 为 N 阶 余 项 , 因为 它 就 是 从 f(z) 取 走 
Pw(z) 所 余下 的 部 分 . 如 前 面 所 承诺 的 , 泰勒 定理 给 出 了 Rn(z) 的 另 一 个 公式 : 


泰勒 定理 : 关于 x = 4a 的 N 阶 余 项 Rn(z) 为 


(Wry(e 
fT 这 9 


其 中 c 是 介 于 zx 与 a 之 间 的 数 . 


注意 数 c 依赖 于 z 和 N, 一 般 不 能 确定 ! 由 于 f(x) = Pn(z) + 已 w(z), 则 我 们 可 以 
写 为 


Rn (7) 一 


N n 
f(z) = > (oj _a + 1DO ,ont 


nl! 


n=0 


这 个 式 子 看 起 来 很 不 每 服 . 而 且 究 竟 这 个 c 是 什么 呢 ? 其 实 , 我 们 以 前 曾 见 过 类 似 
的 情况 . 回顾 在 11.3 节 对 中 值 定理 (MVT) 的 讨论 . 由 MVT, 若 f 在 区 间 [a,b] 上 


(N+1)! 
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足够 光滑 , 则 在 [a, 9] 上 存在 一 个 数 c( 其 值 一 般 不 能 确定 ), 使 得 
fe) = 地 = 二 


车 将 6b 换 为 r, 并 解 出 f(z), 可 得 

f(z) = f(0) + f(A)(z -0), 
其 中 c 介 于 a 和 z 之 间 . 现在 回 到 泰勒 定理 的 最 后 那个 等 式 并 令 N =0. PR(z) 是 
什么 ? 就 是 f(a). 那 Ro(z) 昵 ? 根据 泰勒 定理， 


ja 
刷 四 = Oo) = fs 0), 
其 中 介 于 a 和 z 之 间 . 则 泰勒 定理 (N 二 0) 有 
Jo = Pz) + Ro(z) = f(a) + f(A — 0), 
这 就 是 MVT 的 内 容 ! 所 以 , 泰勒 定理 基本 上 是 中 值 定理 的 扩展 , 另外 , 这 里 说 c 介 
于 a&a 和 z 之 间 而 不 是 a < c < zx 是 因为 xz 也 可 能 比 a 小 , 那样 的 话 , 我 们 将 会 有 
Te&ua. 
现在 要 令 N 二 1 而 不 是 N = 0. 上 面 框 中 的 主要 公式 变 为 
fo) = (0 + (Oe 0) + Oe 0) = Ls) + Filo) 
这 里 工 (z) = f(g)+f'(a)(z-a) 是 了 关于 z 二 a 的 线性 化 , 且 Ri(z) = 17(O)(z-a) 
为 一 阶 误差 项 . 这 与 我 们 在 13.2.4 节 给 出 的 误差 项 7(z) 一 致 
还 回 到 e= 的 近似 , 当 我 们 写 
e” 实 1 十 Zz 十 本 十 <, 
时 , 这 就 是 在 说 er 之 己 (z), 其 中 已 是 f(z) = er 关于 z 二 0 的 三 阶 泰勒 多 项 式 . 
由 泰勒 定理 , RR 为 


Ra( 4 "Oo 

3(Z) = 

其 中 c 介 于 0 和 z 之 间 . (我 只 是 将 NN = 3 和 a=0 代 入 上 面 图 框 中 的 Ry(z) 公 
式 .) 由 于 ez 的 任意 阶 导数 (关于 z 的 ) 都 为 ez, 我 们 可 以 知道 1 (e)] = ec, 4! = 24， 
所 以 有 


x4 ) 


ee 1 
Rs (7) 一 247 
换血 话说 ， 
Z2 x3 ec 
e 一 1+z 十 广 十 再 十 区 


我 们 已 经 把 近似 变 成 一 个 方程 , 但 我 们 不 知道 。 的 值 ! 不 过 我 们 还 是 从 这 里 得 到 了 
一 些 有 用 的 东西 , 因为 我 们 知道 c 介 于 0 和 z 之 间 . 例如 , 若 再 次 令 > = 一 1/10， 
可 得 
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1/100 1/1000 ee 
e-l/10 宕 1 一 二 2 - I + 37(1/10 000), 
上 式 可 化 简 为 
e—1/10 一 5 429 十 e7 . 
6 000 “240 000 
这 次 , 我 们 知道 c 介 于 0 和 z = -1/10 之 间 , 所 以 我 们 其 实 有 -1/10 < e < 0. 因为 
ec 关于 c 递增 , 显然 著 足够 大 , ec 就 会 最 大 . 这 就 意味 着 c 必须 为 0, 这 样 ee 就 不 
会 比 ea = 1 大 . 所 以 误差 项 至 多 为 1/240 000. 换 名 话说, 当 写 e-1/10 兰 5 249/6 000 
时 , 我 们 知道 近似 的 精确 度 要 好 于 1/240 000, 大 约 为 0.000 004 166 7，( 将 该 值 与 
24.1 节 的 差 的 实际 值 比较 一 下 .) 
我 们 将 在 25.3 节 看 一 些 运用 泰勒 定理 的 例子 . 现在 是 验证 究 级 数 和 泰勒 级 数 
的 时 候 了 . 


24.2 ”器 级 数 和 泰勒 级 数 
这 是 男 一 个 结论 : 
zr2 4 zs 
ez =1+z 二 可 [十 可 十 再 十 页 十 和 … 
对 所 有 实数 > 均 成 立 . 你 可 能 会 注意 到 它 似 乎 与 前 面 24.1 节 开 头 的 近似 类 似 , 但 
有 了 两 点 明显 不 通 . 首先 , 我 们 不 再 讨论 近似 ; 其 次 , 右边 是 一 个 无 穷 级 数 . 当面 对 无 
穷 级 数 时 , 要 小 心 了 . 
那么 , 我 们 来 看 一 下 能 否 理 解 上 述 等 式 的 意义 ， 假定 我 们 从 右边 开始 ， 
rT3 ZX 75 
1+z+ + 可 十 而 十 可 十 全 
它 看 起 来 像 是 一 个 多 项 式 ， 但 实际 上 不 是 因为 没有 最 高 次 项 它 只 是 一 直 继 续 下 
去 . 其 实 , 它 是 一 个 罕 级 数 . 若 将 x 换 成 任意 一 个 特定 的 值 , 就 得 到 一 个 常规 的 旧 
级 数 . 例如 , 车 z = 一 1/10, 得 到 级 数 
1 1/100 1/1 000 ,M10000 _ 1/100000 ， 


10 21 3! 4 51 


可 以 另 写 为 
1 1 1 1 1 


0+I00x2a TO0x3t i000x4 10000x5t 


该 级 数 可 能 收敛 , 也 可 能 发 散 . 那 到 底 收敛 还 是 发 散 呢 ? 答案 是 收敛 , 还 有 , 我 们 其 
至 能 知道 它 收 敛 于 e110. 这 就 使 我 们 知道 了 上 述 等 式 对 任意 实数 z 都 成 立 : 


2Z3 7X4 25 
ez =1T+z+ 二 于 
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意思 是 若 将 z 的 任何 特定 值 代入 右边 , 就 得 到 一 个 收敛 于 ez 的 级 数 . 我 们 将 在 下 
面 的 24.2.3 节 证 明 这 个 结论 的 正确 性 . 同时 , 这 里 给 出 了 更 多 例子 来 说 明代 入 z 的 
一 些 不 同 值 会 发 生 什么 : 

22 23 24 25 

Z 一 2: 1 十 2 十 可 十 可 十 而 十 可 十 …' 

52 53 54 55 
页 1 
T=0: 1+0+0+0+0+.…: 


我 还 可 以 给 出 更 多 例子 实际 上 有 无 穷 多 个 . 这 个 罕 级 数 给 出 了 无 穷 多 个 常规 
级 数 的 信息 , 一 个 * 值 对 应 一 个 级 数 . 显然 , 上 面 最 后 的 级 数 收敛 于 1. 令 z = 0， 
会 发 生 很 特别 的 事情 : 它 使 得 除了 常数 项 外 的 其 他 项 都 消失 了 . 我 们 很 快 就 会 讨论 
这 点 , 先 来 看 一 个 一 般 的 短 级 数 . 


24.2.1 一般 宪 级 数 
关于 z = 0 的 等 级 数 是 形 为 


ao 十 az 十 aaz2 十 asz3 十 ad2Z4 十 .….， 
的 式 子 , 其 中 数 o, 是 确定 的 常数 . 尽管 守 级 数 不 是 一 个 多 项 式 , 我 们 仍 定义 a 为 
帘 级 数 中 xz” 的 系数 . 上 述 级 数 也 可 以 用 求 和 号 写 为 


2 一 一 5: 1 一 5 十 


Danz™. 
n=0 
在 前 一 节 的 例子 中 , 相应 级 数 是 
Z2 23 24 25 
1T+Z 十 可 十 可 页 十 可 十 
可 用 求 和 号 写成 
oo 1 ， 


n=0 


所 以 这 是 一 个 系数 定义 为 on = 1/nl, 其 中 n 为 任意 非 负 整数 的 短 级 数 , 注意 z 是 
唯一 的 变量 , n 只 不 过 是 一 个 哑 变 量 , 一 且 将 和 式 展开 就 消失 了 . 比 上 述 宕 级 数 更 
简单 的 一 个 级 数 的 展开 式 和 求 和 号 表示 形式 为 


co 
1 十 z 十 22 十 z3 十 2 十 一》 Zn 
n=0 


在 这 个 级 数 中 , 系数 an 都 等 于 1. 希望 你 能 够 看 出 这 是 首 项 为 1, 公 比 为 z 的 几何 
级 数 . 
对 给 定 的 z, 我 们 经 常 将 方程 写成 


jz) =ao 十 alz 十 a272 十 asz3 + aart + 
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的 形式 . 意思 是 若 将 z 取 值 范围 内 的 一 个 值 代入 , 震级 数 就 变 为 收敛 于 值 f(z) 的 
常规 旧 级 数 . 例如 , 我 们 已 经 说 过 (但 没 证 明 过 ) 
or 
2! 3! 4 5! 


对 所 有 zx 均 成 立 . 另 一 方面 , 当 我 们 讨论 22.2 节 中 等 比 数列 的 求 和 方法 时 , 有 


5 


> 1 
1 2 7r3 了 rr4 二 .一 nm 一 -~ 一 1. 
十 "十 ?72 十 73 十 74 十 2 IF， 假如 -1<7r< 
用 z 代 换 ”: 
> 1 
1+z 二 22 十 1 十 到 十 一》 xz" 二 一 一 ， 假 如 -1<xz<1. 
全 1—Z 


即 , 我 们 正在 说 明 当 -1 < z < 1， 
1 
1—z 
车 将 z 换 成 任意 一 个 在 该 区 间 的 数 , 右边 就 得 到 一 个 常规 级 数 , 收敛 于 左边 的 值 . 
另 一 方面 , 若 x > 1 或 z < 1 又 会 如 何 昵 ? 左边 有 意义 , 但 右边 没有 意义 , 因为 对 zx 
的 这 些 值 , 级 数 发 散 . ( 当 z 等 于 1 时 , 两 边 都 无 定义 .) 
当 令 z = 0 时 , 震级 数 
ao 十 aiz 十 aa2 十 as23 十 ad4Z4 十.… 
有 一 些 很 好 的 性 质 : 除了 开始 的 oo, 其 他 所 有 项 都 没 了 , 所 以 级 数 自动 收敛 (当然 ， 
收敛 于 aof 这 并 没有 告诉 我 们 对 其 他 的 z 值 , 级 数 是 否 收敛 . 例如 , 几何 级 数 只 
有 当 -1<z < 1 时 收敛 , 而 我 们 将 在 26.1.2 节 指 出 , 下 面 的 级 数 只 有 当 zx = 0 时 
收敛 


一 TI 二 zZ 十 zZ2 十 Z3 十 24 十 …: 


oo 
>》 nliz” 
n=0 


不 可 否认 0 现在 是 一 个 很 受 欢迎 的 数 , 但 它 并 不 比 其 他 的 实数 特殊 . 我 们 可 将 这 个 
特殊 的 性 质 转 移 到 其 他 的 数 a. 我 们 只 需 将 z 换 为 (z - wj. 故 下 面 是 一 个 罕 级 数 
在 zx = 4 的 一 般 表 达 式 : 


ao+ oz —a)+as(s ~ Qa) ++as(z — a)3 +oa(z 一 0 十 


用 求 和 号 表示 为 
n=0 


当 z = a 时 , 该 级 数 当然 收敛 , 因为 除了 ao 外 , 其 他 所 有 项 都 没有 了 . 数 a 被 称 
为 寒 级 数 的 中 心 . 什么 时 候 需 要 考虑 中 心 不 为 0 的 宪 级 数 昵 ? 一 个 可 能 的 例子 是 ， 
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你 想 求 收敛 于 In(z) 的 宪 级 数 . 该 量 在 x = 0 没有 定义 , 所 以 想 求 收敛 于 In(z) 的 
在 z = 0 的 篆 级 数 是 时 玲 的 行为 . 另 一 方面 , 我 们 能 找到 一 个 以 1 为 中 心 且 收敛 
于 In(z) 的 寡 级 数 , 至 少 对 z 的 某 些 值 是 可 以 的 . 实际 上 , 在 26.2.1 节 , 我 们 将 看 到 
等 式 


CO 


_ TYm 一 1 
EH) In 
n=1 
对 一 1 < (x 一 1) < 1 成立 , 即 , 对 0<zx<2 成 立 . (甚至 对 x = 2 也 成 立 : 


DO 


(一 ?一 1 1 1 1 1 
二 1 一 二 十 二 一 二 一 ... 二 . 
>», 了 十 子 一 了 十 ln(2) 


n=1 


不 过 , 这 个 不 是 很 容易 证 明 !) 
24.2.2 ”泰勒 级 数 和 麦克 劳 林 级 数 
在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 在 x = a 的 一 般 只 级 数 为 ( 求 和 号 表示 形式 和 展开 式 ) 


oo 


Dan(z —a)” =a0+a(z—a)+a(z ~ a)? +aa(z ~—a)s +aaz — a)t + 


n=0 
在 z =a 收敛 , 也 可 能 在 z 的 其 他 值 收敛 . 在 26.1.2 节 , 我 们 将 讨论 求 使 级 数 收 敛 
的 > 值 的 方法 . 我 们 就 能 每 次 代 换 一 个 这 样 的 x 值 , 看 一 下 在 每 种 情况 下 , z 收敛 
于 何 值 , 并 称 收敛 的 值 为 f(z). 所 以 , 我 们 从 睾 级 数 开 始 , 需 定义 一 个 函数 . 
假设 我 们 从 一 个 光滑 函数 f 开始 . 用 f 的 所 有 导数 定义 一 个 在 > = a 的 特定 
的 宕 级 数 ， 


二 二 万 四 人 om. 
将 求 和 号 展开 后 变 为 
f+ FO) + (a)? + 万 Oo - a+ f(a)+ 


该 宕 级 数 的 系数 为 on = f(a)/nl. 该 级 数 被 称 为 f 关于 z= 二 a 的 泰勒 级 数 . 所 以 ， 
从 函数 开始 , 我 们 定义 了 宾 级 数 . 

近 距 离 看 一 下 上 面 泰 勒 级 数 的 定义 应 该 很 面 熟 . 其 实 , 该 公式 与 24.1.3 节 中 泰 
勒 多 项 式 Py(z) 的 定义 很 像 . 唯一 的 区 别 是 和 式 没有 终止 于 n = N: 一 直 持 续 到 
oo. 换 名 话说, 泰勒 多 项 式 Pn (xz) 是 泰勒 级 数 的 N 项 部 分 和 . 

我 们 将 在 下 一 节 讨 论 泰 勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 联系 , 首先 , 我 们 有 另 一 个 定义 : 
麦克 劳 林 级 数 是 f 关于 x = 0 的 泰勒 级 数 的 另 一 个 名 字 . 所 以 为 
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展开 式 为 
f(0) + f'(0)z+ 三 “+ ) zs + 大 外 和 


无 论 什么 时 候 看 到 “ 才 克 劳 林 级 数 这 几 个 字 , 脑 子 里 想 着 ， ‘a ==0 的 泰 勤 级 数 ” 就 
可 以 了 . 


24.2.3 ”泰勒 级 数 的 收敛 性 


好 , 我 们 来 回顾 一 下 . 我 们 从 一 个 函数 f 和 数 a 开始 , 构造 了 /关于 z = a 的 
泰勒 级 数 : 
oo fn) (a 
bE ) (2 a). 
n=0 ” 


这 是 一 个 中 心 为 a 的 罕 级 数 , 但 不 仅仅 是 旧 宕 级 数 : 它 包 含 了 f 在 z = o 的 所 有 
导数 值 . 若 我 们 能 写 
DEA) fo" 全 外 —a) )”, 


n= 二 0 


将 会 很 酷 ， 因 为 那样 我 们 就 会 知道 泰勒 级 数 对 任何 z 都 收敛 , 且 收 敛 于 原 函 数值 
f(z). 问题 是 , 上 面 的 等 式 并 不 总 成 立 . 级 数 可 能 会 对 x 的 某 些 值 发 散 , 或 者 对 所 
有 z 值 都 发 散 (除了 z = a: 如 我 们 已 经 看 到 的 , 窘 级 数 在 它 的 中 心 总 收敛 ). 更 粳 
的 是 , 级 数 可 能 收敛 于 不 是 f(z) 的 某 些 值 ! 幸运 的 是 , 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 将 吉 
开 这 种 离奇 的 可 能 性 ”. 

那么 , 你 是 怎么 知道 泰勒 级 数 是 否 且 何 时 收敛 于 潜在 的 函数 呢 ? 跟 24.1.4 节 一 
样 , 从 


f(z) = Pr (7) + RN(z), 
开始 . 记 住 ， 
(CN+D(e 


n=0 
这 将 f(z) 表示 为 近似 值 Pn(z) 与 误差 , 或 者 余 项 RN(z) 的 和 . 这 里 是 比较 聪明 的 
部 分 : 令 N 越 来 越 大 . 这 样 就 有 希望 使 近似 值 Pw(z) 越 来 越 接近 于 实际 值 f(z); 
也 就 是 希望 误差 RN (x) 越 来 越 小 . 
我 们 尝试 用 等 式 来 描述 上 面 这 些 论述 . 假设 对 某 些 x, 我 们 已 知 


Win, RN(7) = 0. 


Q@ 我 只 提 及 一 个 属于 这 种 泰勒 级 数 的 经 典 例子 : 车 f(z) = e-1/*” 当 x 关 0, 同时 我 们 也 定义 了 
f(0) = 0, 则 f 在 0 点 的 所 有 导数 均 为 0, 所 以 f 在 中 心 0 点 的 泰勒 级 数 为 0, 除了 当 x = 0 外 ， 
这 个 泰 勤 级 数 与 F(z) 一 点 都 不 同 . 
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对 等 式 f(x) = TN) 二 取 NN 一 ce 的 极限 ; 
由 于 f(z) 不 依赖 N, 左边 就 是 f(z), 所 以 我 们 知道 


NV pln) 
f= 
所 以 f(x) 等 于 它 的 泰勒 级 数 ! 换 句 话说 , 若 想 证 明 一 个 函数 在 某 些 数 x 处 等 于 它 的 
泰勒 级 数 ， 尝试 证 明 当 N 一 ce 时 RN (x) 一 0. 
我 们 对 f(z) = ez, a = 0 做 这 些 讨 论 . 通过 改动 我 们 在 24.1.4 节 见 到 的 一 些 结 
论 , 你 应 该 可 知 


N nn x2 3 N 
Pv(®) = 2 =1+z+ 机 十 可 + 二 
和 对 于 介 于 z 和 0 之 间 的 某 些 c， 
已 w(Z) = TI D1 ZN+1 


现在 我 们 需要 求 RN(z) 当 N -eco 的 极限 并 说 明 该 极限 为 0: 


N+1 
Wim, Ry (x) = 一 Aim_ ec (NI 


在 后 面 的 24.3 节 , 我 将 证 明 
. N+1 
Rr 
对 任意 zx 成 立 . 我 们 要 对 因子 es 加 一 些小 心 , 因为 它 依 赖 于 N. 问题 是 , es 会 有 多 
大 ? 要 知道 c 介 于 > 和 0 之 间 . 若 zx 为 负 , ec 的 最 大 值 可 能 出 现在 c = 0, 意味 着 
e° < 1; 车 xz 为 正 , es 的 最 大 值 可 能 出 现 c = z, 意味 着 ec < er. 不 管 是 哪 种 情况 ， 
因为 z 是 固定 的 ( 即 , 看 作 常 数 ), 我 们 可 以 有 0 < ec < C, 其 中 C 是 另 一 个 常数 . 
无 论 NN 为 何 值 都 成 立 , 即便 随 着 N 的 改变 而 在 > 和 0 之 间 变 动 , 不 管 怎样 , 希 
望 你 相信 这 些 , 这 样 的 话 你 就 会 相信 
[zl +1 [zl + 
OS oN TD NF 
现在 左边 和 右边 都 随 着 N 趋 于 oo 而 趋 于 0, 所 以 我 们 可 由 三 明治 定理 知 , 中 间 的 
量 也 趋 于 0. 所 以 我 们 已 然 证 明了 
Nm RNn(7)=0 


对 任意 实数 z 成 立 . 这 就 意味 着 我 们 最 终 证 明了 
ec -1+z+ 王 十 下 二 于 二 于 十 
2 3 4 8 


一 0 
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对 所 有 实数 x 成 立 . 
我 们 来 通过 求 可 自控 的 例子 f(x) = cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 并 证 明 对 所 有 zx， 

它 都 收敛 于 f(z) 来 看 一 下 讨论 的 详细 过 程 . 首先 需要 连续 求 导 , 然后 将 0 代入 每 

个 导数 看 一 下 会 发 生 什么 ， 当 对 cos(z) 关于 x 连续 求 导 时 , 得 到 - sin(z), 然后 是 

一 cos(z),， 然后 重复 出 现 sin(z), cos(7z), 一 sin(z), 一 cos(7),…, 且 显 然 会 循环 下 去 . 

当 将 x = 0 代入 时 , sin(z) 项 没 了 , 土 cos(x) 项 变 为 士 1， 所 以 数列 fm (0) 为 : 

1,0,—1,0,1,0,—1,0,1,0,—1,0,.…. 
车 将 这 些 数 代 入 麦克 劳 林 公式 
f(0) + f'(0)z + 一 大 各 二 十 Oe + 大 四 + 二 > Fe 下 


4! 
所 有 奇 次 项 都 没有 了 ， 得 到 


可 以 更 紧凑 的 写成 
1 一 2 十 入 一 好 十 
2! 4! 61! 
这 就 是 cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 或 者 称 为 cos(z) 关于 x = 0 的 泰勒 级 数 . 为 了 得 
到 相应 的 泰勒 多 项 式 , 所 需 做 的 就 是 削减 级 数 右边 . 例如 ， 
| Pilz) =1— 2 + 
顺便 说 一 下 , P(x) 的 公式 与 已 (z) 公式 是 一 样 的 , 因为 上 面 的 麦克 劳 林 级 数 没 有 
第 5 次 项 . 这 就 是 能 说 明 我 们 为 什么 要 用 “ 阶 ” 这 个 词 的 一 个 很 好 的 例子 : Ps 的 阶 
为 5, 但 次 数 为 4. 
现在 , 剩 下 需要 证 明 的 是 对 所 有 的 实数 zx, cos(z) 都 等 于 它 的 麦克 劳 林 级 数 . 
Z2 1x4 26 
cos(z) 一 1 一 页 十 而 一 页 


为 了 证 明 这 个 , 我 们 要 证 明 


十 …: . 


im, RN(7x) = 0. 


我 们 知道 
(N+ 
RN(7) = 全 xN+l, 
其 中 c 介 于 > 和 0 之 间 , 取 绝对 值 : 
Jay (ol = bl. 


f 的 所 有 导数 或 者 为 土 cos(z), 或 者 为 土 sin(z), 所 以 | 了 N+D)(e)| 或 者 为 Icos(o) ,或 
者 为 |sin(o)|. 在 任 一 种 情况 下 , 这 个 量 都 小 于 等 于 1, 所 以 我 们 有 
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0 < |Rn(z)| 
还 是 在 下 一 节 , 我 们 将 证 明 


1 
之 . N+1 
< ry +i’ 


ZN+1 
Nm tN FI (N+ 1)! =0. 
现在 可 以 用 三 明治 定理 来 证 明 
Wim IRN(z)| = 0， 
这 同样 意味 着 
im RN(7x) = 0. 
我 们 已 经 证 明了 
Z2 24 x6 
cos(Z) 一 1 工 一 页 + 让 一面 
对 所 有 实数 xz 都 成 立 . 让 我 们 通过 将 上 述 级 数 用 求 和 号 表示 来 庆祝 一 下 吧 . (什么 ， 
这 不 是 你 对 解决 难题 的 庆祝 方式 吗 ? ) 不 管 怎样 , 你 怎么 只 得 到 x 的 偶 次 究 ? 答案 
是 用 2n 替换 n( 见 15.1 节 对 这 类 问题 的 讨论 ). 由 于 分 母 上 的 阶乘 与 次 数 一 致 , 我 
们 猜测 , 该 麦克 劳 林 级 数 可 写 为 


00 zx27 
问题 是 上 面 的 级 数 不 是 交错 级 数 , 故 插入 一 个 因子 (一 1)": 
(一 1)"z 2n 
二 (2n)! | 
若 将 其 展开 ， 人 的 下 面 是 我 们 的 总 结 : 


(一 1 Z2 zt Zz 
cos(z -过 二 iata et 


对 所 有 实数 z 成 立 . 


24.3 ”一 个 重要 极限 


这 一 节 女 符 级 数 一 点 关系 都 没有 , 只 是 关于 一 个 在 前 面 几 节 中 用 过 两 次 的 极限 
的 证 明 : 
rN+1 


对 所 有 实数 z 成 立 , 通过 令 n= N 十 1( 可 以 认为 是 积分 中 的 换 元 ), 则 与 证 明 
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对 所 有 实数 zx 成 立 一 样 . 有 一 些 方法 可 证 明 后 一 个 结论 , 不 过 这 有 一 个 非 直接 的 方 
法 . 我 先 来 解释 一 下 将 用 到 的 逻辑 , 然后 再 实行 该 方法 . 我 将 证 明 级 数 


oo 
> 
nl! 


n=0 


收敛 , 不 必 考 虑 > 是 什么 . (是 的 , 我 们 “知道 ” 它 其 实 收敛 于 er, 但 这 是 等 到 我 们 
证 明 极 限 为 0 之 后 才 知 道 的 ) 不 管 怎样 , 级 数 收敛 于 什么 没关系 , 仅仅 知道 级 数 收 
全 就 足够 了 . 为 什么 ? 因为 那样 的 话 , 第 n 项 zy/ml 一 定 随 着 n 趋 于 co 而 趋 于 0， 
否则 第 ”项 判别 法 就 不 对 了 . 即 , 若 项 随 着 ” 趋 于 oo 而 不 趋 于 0, 则 级 数 将 发 散 . 
因此 我 们 用 比 式 判别 法 来 证 明 级 数 对 所 有 z 收敛 固定 x, an = z"/nl, 看 一 下 比 
值 的 极限 : 


L= lim 
有 一 OO 


= lim 


了 一 CC 


一 lim 
人 及 一 Oo 


Qnt+l zt1/(n 十 1)! w+tl nl 
an zr /nl zn (nt+1)| 


我 们 知道 n!/(n 十 1)! 可 化 简 为 1/(n 十 1), 所 以 最 后 的 极限 为 


, 
lel 


由 于 |z| 固定 且 1/(n 十 1) 趋 于 0, 极限 为 0, 小 于 1, 所 以 级 数 收敛 , 且 我 们 也 顺便 
证 明了 重要 极限 的 正确 性 . 固定 x, 然后 对 该 特定 的 xz 运用 比 式 判别 法 , 来 判别 级 
数 收 敛 的 方法 将 在 26.1.2 节 多 次 用 到 . 


= 0， 
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在 上 一 章 中 , 我 们 学 习 了 如 何 应 用 泰勒 多 项 式 来 估算 (或 近似 ) 特定 的 量 . 我 
们 也 知道 了 余 项 可 以 用 来 判定 近似 程度 . 本 章 , 我 们 将 讨论 相应 的 方法 并 讨论 一 些 
相关 例题 . 下 面 是 本 章 的 计划 : 

。 泰 勤 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 重要 结论 回顾 ; 

。 如 何 求 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 ; 

。 估算 问题 ， 

。 分 析 误 差 的 一 个 不 同 的 方法 . 


25.1 泰勒 多 项 式 与 泰勒 级 数 总 结 


下 面 是 关于 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 一 些 重要 结论 , 这 些 均 已 在 前 一 章 中 讨 
论 过 : 
(1) 在 所 有 次 数 为 N 或 更 低 的 多 项 式 中 , 与 定义 在 a 附近 的 平滑 函数 7 最 近 
似 的 多 项 式 被 称 为 关于 z = a 的 N 阶 泰勒 多 项 式 , 即 


Py(z) =f(0) + f(z -0) + Ee a)? 


+ Oo + on 


用 求 和 号 表示 , 可 写 为 


(2) 多 项 式 Pv 与 f 在 z =a 点 直到 N 阶 的 导数 相同 . 即 
Pn(o)=f(0), Ph(a)=f'(a), PR(a)=f"(a), PR)(a) = f (0), 
且 直 到 PCm(a) = f(N)(a). 一 般 来 说 , 上 述 等 式 对 a 之 外 的 其 他 任何 值 , 或 大 
于 N 的 任何 阶 导数 都 不 成 立 ， (实际 上 , Pv 大 于 N 阶 的 所 有 导数 都 等 于 0, 因为 
Pw 是 次 数 为 0 的 多 项 式 .) 
(3) N 阶 余 项 RN(z), 或 称 为 N 阶 误差 项 是 f(z) - Pw(z). 则 对 任意 N 有 


f(z) = Py(z) + RN(z) 
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余 项 表达 式 为 


Ry(w) = Se Os ao) 


(N+1)! 
其 中 c 一 般 是 求 不 出 来 的 , 它 介 于 z 与 ao 之 间 . 
(4) 所 以 , f(z) 的 完整 表达 式 为 


HT _ NH 


+ N+ 1)! 


(5) 无 穷 级 数 
oo (n) a 
2, / 了 LG 一 9 


被 称 为 f(z) 关于 x = a 的 泰勒 级 数 . 对 任何 特定 的 >, 该 级 数 可 能 收 往 也 可 
能 发 散 . 若 对 任意 特定 的 zx, 余 项 Ev(z) 当 六 一 ce 时 收敛 于 0, 则 对 该 > 我 们 有 


(n)(@g 
10) = oy 


nn 二 0 
即 , 在 点 x, f(z) 等 于 它 的 泰勒 级 数 (关于 z = a). 
(6) 对 特别 的 情形 a = 0， 泰勒 级 数 为 
f0 f° (0) 


pl 
n=0 全 


即 f(x) 的 麦克 劳 林 级 数 . 所 以 , 当 看 到 “ 走 克 劳 林 级 数 ” 时 , 可 以 把 它 看 作 “ 关 
于 z=0 的 泰勒 级 数 ”. 


25.2 ” 求 泰勒 多 项 式 与 泰勒 级 数 


如 果 和 欲求 特定 的 泰勒 多 项 式 或 级 数 , 若 幸运 的 话 , 可 以 通过 对 已 知 的 泰勒 多 项 
式 或 级 数 的 运算 来 求 得 想 要 的 多 项 式 或 级 数 . 我 们 将 在 26.2 节 来 讨论 相应 的 一 些 
方法 . 不 幸 的 是 , 情况 并 不 总 是 这 样 : 有 时 你 需要 从 前 面 的 总 结 中 将 f 关于 x =a 
的 泰勒 级 数 分 离 出 来 : 


ff (0) 


n=0 


知道 了 数 a 和 函数 f, 还 需要 求 出 了 的 所 有 导数 在 z = a 的 值 , 然后 将 它们 代入 上 
述 公式 . 然而 , 这 是 很 讨厌 的 ! 求 一 次 或 两 次 导 就 已 经 很 麻烦 了 , 求 成 百 上 干 次 导 
数 就 太 荒 证 了 . 对 于 只 求 低 次 泰勒 多 项 式 来 说 还 不 是 那么 糟糕 , 因为 只 需 计算 少 基 
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导数 . 我 们 将 在 26.2 节 讨论 一 些 可 以 帮 你 避 开 上 面 这 些 公式 的 好 方法 , 如 果 你 很 
幸运 . 

另 一 方面 , 有 些 函 数 是 很 容易 求 导 的 . 一 个 这 样 的 例子 是 定义 为 f(z) = ez 的 
函数 f, 上 一 章 我 们 讨论 了 它 的 麦克 劳 林 级 数 . 若 你 不 想 求 了 的 麦克 劳 林 级 数 , 而 
是 想 求 它 的 关于 z = -2 的 泰勒 级 数 怎么 办 ? 将 上 面 公 式 中 的 0 用 a = -2 代 换 ， 
可 得 


Co、f mn) (一 
Sa) 


对 n 的 许多 值 , 我 们 需要 求 1 中 (2), 所 以 构造 一 个 导数 的 表格 是 很 有 帮助 的 . 一 
般 的 , 表格 的 模板 形式 如 下 . 


f(™) (0) 


首先 应 填 中 间 的 一 列 . 从 最 上 一 行 的 函数 本 身 开始 , 持续 求 导 .每 次 求 完 导 后 , 将 
结果 写 在 表 的 下 一 行 ( 仍 为 中 间 一 列 ). 当中 间 那 列 填 满 后 , 将 = = a 代入 中 间 列 的 
每 一 个 值 , 将 相应 的 结果 填 在 同行 的 第 三 列 上 . 注意 可 能 要 更 多 行 , 这 取决 于 n 的 
大 小 或 计算 的 快慢 . 在 我 们 的 例子 中 , a = -2 且 f(x) 的 所 有 导数 均 为 er, 所 以 填 
完 的 表 如 下 . 


很 清楚 : 对 所 有 n, jn)(-2) = e 2, 若 将 其 代入 上 面 的 公式 ; 


CD 2 
得 到 e* 关于 z = 一 2 的 泰勒 级 数 ， 
人 (十 2 
不 用 求 和 号 而 交 其 展开 是 个 好 主意 : 


e ?+e- 2(z++2)++ Se 十 2)2 十 (s+2)+ 


还 有 另 一 个 例子 : 求 sin(z) 关于 zx = r/6 的 泰勒 级 数 , 写 出 直到 第 四 阶 的 项 . 
我 们 从 导数 表 开 始 . 
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f(x/6) 


这 与 我 们 用 来 求 麦克 劳 林 级 数 的 表 类 似 , 不 过 这 里 我 们 求 r/6 处 的 导数 而 不 是 0 
处 的 导数 . 写 出 泰勒 级 数 的 标准 公式 : 
BE 六 大 -airz 一 ol) ). 


n=0 


展开 : 
a (3) a (4) 
fOr TO OT EOE- Ot+ 
令 a = 7/6, 将 上 面 表 中 的 值 代入 上 式 得 到 sin(z) 关于 zx = x/6 的 泰勒 级 数 为 


+ 


要 将 求 和 号 的 形式 写 出 来 比较 难 , 所 以 只 做 一 个 小 小 的 化 简 得 到 : 


1 3 A 1 nx\? 3 TAN3 1 xT\4 
+ a) + + 
当然 , 为 了 求 四 阶 泰勒 多 项 式 P(x) ( 仍 关 于 中 心 > = r/6), 只 需 去 掉 后 面 的 “二.…”. 
车 只 想 求 己 (z), 还 要 去 掉 最 后 的 那 项 , 则 最 后 一 项 的 罕 次 变 为 3: 
1 3 nT 1 x\2 3 TAN3 
B=3+ 守 (i 

(现在 将 2! 换 成 了 2, 3! 换 成 了 6.) 另 一 方面 , 若 想 求 Ps(z), 需要 在 上 面 的 表 尾 再 
加 对 应 于 n = 5 的 一 行 , 则 得 到 另外 的 项 (x - /6)5. 

另 一 个 例子 : (1 + z)12 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 因为 我 们 要 求 麦 克 劳 林 级 数 ， 
需要 令 a = 0. 画 一 个 到 四 阶 导 的 表 . 


f(™) (0) 


0 (1+ 72)1/2 1 

1 (1 + 2)-1/2 1/2 
2 一 二 (1 十) 一 3/2 —1/4 
3 3(1+ 72) 5/2 3/8 
4 


一 掉 (1 十 £2)-7/2 
现在 写 出 麦克 劳 林 级 数 的 一 般 公式 ， 
f(0) + ff’'(0)z + 0 Z2 十 了 0 3 十 三 “© 24 十 
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将 上 面 表 中 的 导数 值 代入 可 得 
1+ za + 8a 4 -15/160. Jj)... 
化 简 得 
1+2- 开 + 一 5 
2 8 16 128 


实际 上 , 当 xz 介 于 -1 和 1 之 间 时 ， 余 项 趋 于 0( 这 个 证 明 比 较 环 手 )， 所 以 当 
-1<z<1l, 我们 有 
2 73 5z4 
(+r) 2=1+3-+1 -18+ 
这 是 二 项 定理 的 一 个 特殊 情形 , 即 对 -1 < x <1, 有 


Qa) =1tart+ (Tn D t+ EY 


+ De 0-41... 


除非 a 是 非 负 整数 , 否则 右边 的 级 数 在 z > 1 或 z < -1 时 都 发 散 . (在 这 种 情况 下 ， 
右边 实际 为 一 个 多 项 式 . 能 说 出 为 什么 吗 ? ) . 


25.3 ”用 误差 项 估算 问题 


在 24.1.4 节 , 我 们 用 三 阶 泰 勒 多 项 式 己 来 估算 e-1/10, 然后 用 余 项 Rs 来 说 明 
近似 程度 的 好 坏 . 现在 我 们 来 重新 看 一 下 这 些 方法 并 把 它们 一 般 化 . 

为 了 设置 问题 背景 , 考虑 下 面 的 两 个 相似 的 例子 : 

(1) 用 二 阶 泰勒 多 项 式 估算 el/3, 并 估算 误差 ; 

(2) 估算 eV3, 且 误 差 不 得 大 于 1/10 000. 

第 二 个 问题 要 比 第 一 个 难 . 你 也 看 到 了 , 在 第 一 个 问题 中 我 们 要 讨论 二 阶 泰勒 
多 项 式 , 故 在 我 们 的 公式 中 令 N = 2. 在 第 二 个 问题 中 , 我 们 实际 是 要 找到 N, 这 
是 我 们 需要 考虑 的 另 一 件 事 情 . 

用 这 两 个 问题 来 检验 一 下 求解 估 值 (或 近似 ) 问题 的 一 般 方法 . 

(1) 看 一 下 要 估算 什么 , 选择 一 个 相关 的 函数 f. 在 我 们 上 面 的 例子 中 , 我 们 要 
估算 e 某 式 , 所 以 令 f(z) = er. 然后 , 我 们 将 令 x = 1/3, 这 是 由 于 f(1/3) = el/3, 这 
就 是 我 们 要 估算 的 量 . 

(2) 选 一 个 接近 > 值 的 数 a, 这 样 f(a) 就 很 理想 了 . 这 就 意味 着 , 你 应 该 能 写 
出 f(a) 的 值 , 对 f'(a)、f”(a) 等 等 也 一 样 . 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 将 令 a = 0, 因为 
它 很 接近 1/3, 且 e0 较 易 计算 . 

(3) 如 我 们 上 一 节 所 做 的 那样 , 做 f 的 导数 表 . 它 应 该 有 三 列 , 分 别 代 表 n、 
f(z) 和 foo(a) 的 值 . 若 你 知道 所 用 的 泰勒 多 项 式 的 阶 , 则 这 就 是 你 需要 的 六 的 
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值 , 一 定 要 保证 表 中 导数 计算 到 第 (N + 1) 阶 . 否则 , 你 就 尽管 一 行 行 往 下 写 吧 , 直 
到 厌烦 为 止 , 只 要 需要 , 就 一 直 能 写 下 去 . 
(4) 若 你 不 介意 估算 的 误差 , 直接 跳 到 第 8 步 ; 否则 , 写 出 Rw (zx) 的 公式 : 


N+1 
Rw(z) = 全 0 (2 — a) Nt 

确保 注 明 “c 在 a 与 > 之 间 ”, 同时 注意 整个 过 程 中 用 a 的 实际 值 替代 a. 

(5) 若 已 知 所 用 泰勒 多 项 式 的 阶 , 在 上 述 公 式 中 将 N 替换 为 该 数 ; 若 不 知道 ， 
根据 你 所 需要 的 误差 的 大 小 做 猜测 .误差 越 小 ,NN 应 该 越 大 . 对 于 很 多 问题 来 说 ， 
N = 2 或 3 就 可 以 了 . 若 该 猜测 值 是 错 的 , 那 应 该 很 快 就 能 知道 , 这 时 只 需 用 较 大 
的 值 N 重复 这 一 步 和 下 面 两 步 . 

(6) 现在 , 用 你 想 用 的 值 代 换 RN(z) 公式 中 的 xz. 除了 < 以 外 , 没有 其 他 的 未 
知 变量 , 且 可 以 用 不 等 式 写 下 e 的 可 能 范围 . 在 我 们 的 例子 中 , 由 a=0 和 x = 1/3 
知 , c 介 于 两 者 之 间 , 可 写 为 0 < c < 1/3. 

(7) 求 |RN(z)| 的 最 大 值 , ec 在 适当 的 区 间 里 . 这 就 是 误差 可 能 的 大 小 . 若 已 知 
六 的 值 , 就 基本 已 经 完成 误差 估算 了 . 若 不 知道 , 则 用 你 想 要 的 误差 来 与 实际 误差 
比较 . 若 实际 误差 较 小 , 这 就 太 好 了 , 你 已 经 找到 了 一 个 较 好 的 NN 值 . 反之 , 你 就 要 
加 紧 回 到 步骤 5 再 来 一 次 . (我 们 将 在 25.3.6 节 讨 论 一 些 |Rw (zx)| 极 大 化 的 方法 .) 

(8) 最 后 , 是 求实 际 估算 的 时 候 了 ! 写 下 Pw(z) 的 公式 : 


Py(@) = + 7 (Oe 0) + so) 


G3) CN 
二 a ! Re Go 
现在 将 a 与 N 换 成 前 面 所 得 值 而 得 到 一 个 只 含有 z 的 公式 . 最 后 , 写 出 近似 


f(z) SS Pw (7) 
并 代入 所 需 的 z 的 实际 值 . 右边 将 是 你 想 要 的 量 , 而 左边 将 是 近似 值 . 
(9) 如 果 需 要 的 话 还 有 另 一 个 信息 : 车 RN(z) 是 正 的 , 则 估算 为 低估 ; 若 Rw (z) 
为 负 , 则 估算 是 高 估 . 这 些 结果 遵从 如 下 等 式 


f(z) = PN (7) + RN (7). 
现在 , 我 们 来 看 一 下 有 关 这 些 类 型 问题 的 5 个 例子 . 
25.3.1 ”第 一 个 例子 


我 们 最 好 从 前 一 节 的 两 个 问题 开始 . 在 第 一 个 问题 中 , 我 们 想 用 二 阶 泰勒 多 项 
式 来 估算 e/3. 这 个 问题 其 实 与 24.1.4 节 中 包含 e-119 的 问题 很 相似 . 不 管 怎样 ， 


(Zz 一 Qa 十.… 十 
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我 们 还 用 前 面 的 方法 . 从 选择 f 开始 . 因为 要 求 容 , 令 /(z) = e” 且 注 意 el/3 就 是 
f(1/3). 最 后 , 我 们 令 z = 1/3, 但 这 还 不 算 完 , 我 们 还 要 选择 接近 1/3 的 a 使 得 ee 
足够 精密 . 如 我 前 面 提 到 的 , 很 自然 的 选 0. 

现在 , 该 写 导数 表 了 . 


Fn)(z) fm (0) 
1 


I 
1 
1 


我 求 到 3 阶 时 , 因为 它 刚 好 大 于 2, 我 们 需要 二 阶 泰勒 多 项 式 ( 即 N = 2). 好 , 继续 . 
误差 项 为 


(N+1) 
Ru 人 = fe 


其 中 ec 介 于 0 与 z 之 间 . 注意 在 RN(z) 的 标准 公式 中 , 我 将 a 换 成 了 0. 现在, 我 
们 知道 N = 2, 所 以 我 们 实际 需要 
Ea(Z) = = Ss. 


在 前 面 的 表 中 , 将 中 间 一 列 的 最 后 _ 行 的 。 换 成 c, 得 到 fG3)(c) = ee. 现在 将 x 换 
为 1/3 可 得 


fG3 Ld 3 一 


R01/3) = $13) = 号 


这 里 c 介 于 0 与 z=1/3 之 闻 , 故 0<ce< 1/8. 取 绝 对 值 有 : 

ec 

i163 ~ 162’ 

这 是 因为 e* 必 为 正 . 接 下 来 , 我 们 需要 最 大 化 |R2(1/3)|. 由 于 ec 关于 c 递增 , 最 
大 值 出 现在 c = 1/3 时 . 这 就 有 


|R2(1/3)| = 


ec < 1/3 
|R2(1/3)| = 65 < 162° 


似乎 有 一 个 问题 , 我 们 不 知道 el/3 是 多 少 . 这 其 实 是 该 问题 的 首要 点 ! 没关系 , 我 
们 来 粗略 的 高 估 一 下 sl/3， 你 知道 , e < 8, 所 以 eV3 < 8W3, 而 813 为 2， 我 为 
什么 选 8 昵 ? 因为 我 可 以 什么 都 不 用 想 的 直接 取 它 的 三 次 方 根 ! 总 之 , 运用 不 等 式 
el/3 < 2, 前 面 |R2(1/3)| 的 不 等 式 变 为 

el/3 2 1 


|R2(1/3)| = i672 < 162 ~ 162 ™ 81 
所 以 误差 不 大 于 1/81. 我 们 仍 需 求 估 算 值 . 写 下 已 (zx) 的 公式 , 运用 结果 a = 0: 
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马 四 = FO) + (0)s + Oo, 
根据 前 面 的 表 , 将 f(0)、f'(0) 和 /”(0) 换 为 1: 
P(x)=1+z+ 了 2 
最 后 , 令 > = 1/3 可 得 


B01/3) =1+3+3 (人 =- 25. 


3 3 18 
由 于 f(x) 富 已 (z), 我 们 有 
f(1/3) Se PB(1/3). 
运用 f(z) = e*, 我 们 有 
el/3 = f(1/3)  B2(1/3) = 二 
我 们 已 经 得 到 了 |R2(1/3)| < 1/81, 所 以 估算 值 至 少 精确 到 1/81. 其 实 , 因为 Rz(1/3) 
是 正 的 , 我 们 的 估算 值 25/18 相对 于 e1/3 真实 值 是 低估 了 . 


25.3.2 ”第 二 个 例子 


我 们 将 讨论 25.3 节 的 第 二 个 例子 : 估算 er3 的 值 , 且 误 差 小 于 1/10 000. 与 
前 一 个 例子 一 样 , 我 们 令 f(x) = ez,a= 0, 最 后 令 x = 1/3, 我 们 有 
— f+Y (0) ZN+1 
(N+D)! ’ 
其 中 c 介 于 0 与 z 之 间 . 我 们 已 经 从 前 一 个 例子 知道 , 不 能 令 N = 2, 因为 会 得 到 
一 个 最 大 的 误差 1/81, 而 我 们 需要 误差 小 于 1/10 000. 所 以 , 我 们 来 看 一 下 N = 3 
是 否 可 行 . 现在 误差 项 为 


RN(7) 


(4) c 
Rs(z) = Ow ml Sh, 


其 中 c 介 于 0 与 x 之 间 . 令 z=1/3 可 得 
Ras/3) = © (人 - ee 
3 24\3/ 24x 81’ 
其 中 0 < c < 1/3. 我 们 仍 引 用 前 一 节 的 结论 , 当 c 介 于 0 与 1/3 之 间 时 , ec < 2: 
|ec| 2 1 
[Rl/3)|= x < x 3 


这 个 结果 并 不 小 于 1/10 000, 所 以 N = 3 不 够 大 . 我 们 试 一 下 N = 4. 重复 上 面 的 
步骤 , 我 们 有 
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所 以 令 z = 1/3, 可 知 
c 5 C 
Ra(1/3) = < (3) e 


120 \3/) ~ 120 x 243° 
c 还 是 介 于 0 与 1/3 之 间 , 同样 有 ec < 2, 所 以 
[RA(1/3)| < 一 


120x243 14 580° 

(车 想 用 计算 器 来 计算 最 后 的 那个 分 数 , 再 想 一 下 , 其 实 你 可 以 将 2/120 化 简 为 1/60， 
然后 算出 6 x 243, 再 乘 以 10, 最 后 写 在 分 母 上 .) 不 管 怎样 , 我 们 知道 |R4(1/3)| 远 
小 于 1/10 000, 所 以 目的 达到 了 : 我 们 可 令 N = 4, 那 估算 值 是 多 少 呢 ? 我 们 需要 求 
出 已 (1/3). 一 般 的 , 当 a = 0, 四 阶 泰勒 多 项 式 已 为 


Z2 723 zh 
(2) 二 1+f 二 而 十 可 十 克 ， 
所 以 
IY ,1 (73 (1/3)3 (UV3)4 ， 1 1 1 1 2713 
已 (让 = 3 2 6 24 113tigt16+1944 1944 
即 
2 713 
1/3 一 和 4 二 一 一 一 . 
e JU/3) 兰 只 (1/3) = Tgaa 


所 以 , 我 们 可 以 将 前 面 一 个 例子 中 的 估算 值 25/18 替换 为 一 个 更 好 的 估算 , 即 2713/ 
1 944. 这 个 新 的 估算 值 保证 与 eV3 真实 值 误差 在 1/10 000 以 内 . 作为 验证 , 我 的 确 
用 计算 器 算出 2 713/1 944 精确 到 5 位 小 数 的 值 为 1.395 58, 而 el/3 精确 到 5 位 小 
数 为 1.395 61. 这 些 量 最 多 差 0.000 04, 显然 在 允许 的 范围 1/10 000 = 0.000 1 之 内 . 


25.3.3 ”第 三 个 例子 


这 里 有 一 个 问题 : 估算 V27, 误差 不 大 于 1/250.， 根据 前 面 的 方法 , 我 们 需 
要 选择 一 个 合适 的 函数 f 和 a 与 x 值 . 一 个 较 好 的 选择 是 令 f(z) = Vz, 或 者 
f(z) = zY2”, 随便 哪个 都 行 . 我 们 要 估算 1(27) = V27 的 值 , 所 以 最 后 令 z = 27. 现 
在 要 找 一 个 接近 27 且 易 求 平方 根 的 数 . 似乎 25 就 可 以 , 我 们 令 a = 25, 这 是 第 一 
步 . 现在 看 第 二 步 , 画 一 个 导数 表 . 


n f(") (25) 
0 5 

1 1/10 

2 一 1/500 
3 3/8 x 1/55 


记 住 , 要 填 这 个 表 , 在 首 行 的 中 间 那 一 列 填 上 z1/2, 然后 连续 求 几 次 导 , 将 结果 填 在 
中 间 列 的 后 面 几 行 . 最 后 , 右边 那 列 的 输入 是 将 值 a= 25 代入 所 得 值 . 困难 是 我 们 
不 知道 这 个 表 和 需要 填 到 第 几 行 . 或 可 能 需要 更 多 行 . 
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现在 我 们 来 看 误差 项 
By 人 = fr e285) 
其 中 c 介 于 0 与 25 人 国 为 我 们 关注 的 是 z 二 27, 将 其 代入 : 
RNw(27) = +D(o) (27 一 25)N+1 一 7 (co) 三 CD2N+1， 
全 D)! (N+ 1)! 
其 中 25 < c < 27. 现在 , 感觉 有 多 幸运 ? 或 许 N = 0 就 够 好 了 ! 我 们 来 试 一 下 : 


IRo(27)| = 各 -25: 


其 中 我 们 利用 前 面 的 表 来 求 J'(c) 并 去 掉 了 绝对 值 , 因为 所 有 数 都 是 正 的 . 现在 的 
大 问题 是 , 对 给 定 的 25 < c < 27, c-!/2 有 多 大 ? 注意 c-1/2 关于 c 递减 , 所 以 当 
c= 25 有 最 大 值 . 则 c-12 即 25-12 = 1/5. 所 以 , 我 们 有 

|Ro(27)| = cl2 & 1/5. 
故 误差 可 能 高 达 1/5. 有 点 太 高 了 : 我 们 需要 误差 不 大 于 1/250. 所 以 选择 N = 0， 
显然 有 点 太 过 于 乐观 了 ! 我 们 需要 更 好 点 , 试 一 下 N= 1, 则 
一 -je x x 22| = 于 
同样 用 前 面 的 表 来 求 f”(c)， 这 次 我 要 用 绝对 值 , 因为 Ri1(27) 是 负 的 (肯定 的 , 我 
们 正 朝 高 估 发 展 ). 还 是 当 c 最 小 时 c-3/2 最 大 , 即 c = 25, 这 时 表达 式 为 25-3/2 = 
1/125, 所 以 


一 je x 2—c-1/2, 


[RC27)| 一 | 世人 or -25) 


ce-3/2 1 1 1 
R27 = a < 125 * 3 = 250° 


这 就 意味 着 误差 不 大 于 1/250, 而 这 正 是 我 们 想 要 的 . 因此 取 N = 1, 我 们 只 需求 
号 (27). (因为 N = 1, 这 里 我 们 其 实 运用 了 线性 化 .) 总 之 , 我 们 知道 了 


已 (z) = f(25) + (25)(z — 25) = 5 十 i _ 25), 
其 中 我 们 从 前 面 的 表 中 得 到 f(25) 和 了 '(25) 的 值 , 令 xz = 27, 我 们 有 
P.(27) = 5 十 二 Gy 一 25) = 全 


我 们 得 到 V27 近似 等 于 26/5 的 结论 , 其 实 这 两 个 数 之 间 的 差 在 1/250 之 内 , 且 
26/5 高 估 了 V27( 因 为 误差 项 R(27) 是 负 的 )， 事 实 上 , 计算 器 算出 的 V27 约 为 
5.196 15, 而 26/5 = 5.2 的 差 在 1/250 之 内 .对 N = 2 或 更 大 的 值 的 情况 , 估算 值 不 
会 错 , 反而 会 更 好 , 不 过 数 会 变 得 更 杂乱 一 些 . 

25.3.4 “第 四 个 例子 


为 了 提出 本 节 的 问题 , 我 们 将 前 面 的 问题 做 一 个 小 的 变动 . 我 们 将 V27 换 成 
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V23, 现 欲 估算 V23 的 误差 不 大 于 1/250 的 值 . 这 也 没 比 前 面 的 例子 更 难 多 少 , 是 
吧 ? 然而 , 也 不 尽 然 . 我 们 来 看 下 会 发 生 什么 . 我 们 仍 将 采用 f(x) = zl/2,a = 25 的 
泰勒 级 数 , 不 过 这 里 需要 将 z = 27 换 为 xz = 23. 我 们 来 看 一 下 在 前 一 个 例子 中 表 
现 很 好 的 余 项 Ri: 
IR1(23)| = LO (8 — 25)? < 2 
这 就 是 前 面 一 个 例子 的 误差 项 ! 不 过 有 一 个 很 重要 的 不 同 : 现在 c 介 于 23 和 25 
之 间 . 所 以 3c-3/2 有 多 大 呢 ? 这 个 量 仍 关于 e 递减 , 所 以 随 着 c 的 减 小 , 其 值 变 成 
最 大 值 , 即 当 ce = 23 时 值 最 大 . 因此 有 如 下 的 估算 : 
c-3/2 29-3/2 
[Ri(23)| = 一 和 一 
不 幸 的 是 , 23-3/2 并 不 比 25-3/2 好 算 . 我 们 唯一 可 以 肯定 的 是 这 种 情况 不 够 好 . 你 
知道 , 3 .25-3/2 = 1/250, 但 才 : 23-3/2 大 于 1/250, 所 以 太 大 了 . 所 以 N = 1 不 行 ， 
需要 试 一 下 N = 2. 
取 N = 2 并 运用 25.3.3 节 的 表 , 有 
jG)(o) 
3! 
其 中 23 < c < 25. 这 次 当 e = 23 时 , c-5/2 还 是 最 大 的 , 因此 我 们 有 
c-5/2 23-5/2 
2 < 一 7 
这 个 够 好 吗 ? 没有 计算 器 , 我 们 将 不 得 不 寻找 一 些 估算 23-5/2 的 方法 . 朋友 , 怎么 
来 实现 呢 ? 我 能 想到 的 最 好 的 办 法 就 是 找 一 个 小 于 23 的 数 , 并 且 这 个 数 的 -5/2 次 
过 是 容易 算出 来 的 . 那 应 该 是 16, 而 16-5/2 = 1/45 = 1/1 024, 所 以 
23-5/2 ”16-5/2 1 1 1 
2 ~ 2 “71042 2048 
这 个 值 当然 小 于 1/250, 所 以 采用 N = 2 是 可 以 的 , 我 们 就 可 以 用 已 (23) 了 . 现在 


P(xz)= f(25) + f'(25)(z — 25) + 六 一 25)! 


(一 25)” 


| 1 -sa 、 工 2| 一 
-|-i x 可 X (2) 一 


一 5/2 
3 


3 1 C 
一 一 3| 一 | 一 二 cr-5/2 xx 二 _03| 一 二 
|R2(23)| (23 — 25) 8° x 1 x (一 2) 3 


|R2(23)| = 


|R2(23)| < 


1 
= 2 
5+10( -25)- 0x2 


(再 一 次 利用 那个 表 ), 将 z 用 23 代 换 , 我 们 有 

Py(23) =5+ 二 3 25) 一 55(23 — 25)2 = 5 一 所 - = 2 
因此 对 V23 的 估算 值 是 1 199/250. 计算 器 对 最 后 那个 分 数 的 计算 结果 等 于 4.796， 
而 V23 的 计算 结果 为 4.795 83. 这 两 个 数 的 差 的 确 在 1/250 范围 内 . 
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25.3.5 ”第 五 个 例子 


我 们 再 来 看 一 个 例子 : 用 三 阶 泰勒 级 数 估 算 cos(x/3 一 0.01) 的 值 , 并 给 出 该 估 
算 的 精确 度 . 我 们 需要 选择 一 个 函数 , 显而易见 的 函数 是 f(x) = cos(z), 所 以 我 们 
要 在 后 面 令 z = n/3 一 0.01. 那 余弦 值 易 求 且 接近 于 x 的 数 是 什么 呢 ? 显然 a = /3 
是 一 个 天 然 的 候选 项 . 故我 们 得 到 如 下 的 表 . 


Fn)(z) fn)(r/3) 


0 cos{zx) 1/2 
1 一 sin(z) —V3/2 
2 一 cos(z) 一 1/2 
3 sin(Z) V3/2 
4 cos{2) 不 需要 
误差 项 Rs(z) 为 
三 外 _ cos(c) x\4 
eT 


其 中 ec 介 于 zx 与 /3 之 间 . 注意 我 们 需要 的 是 Fo) 而 不 是 At (r/3), 这 就 解释 
了 上 表 中 “不 需要 ”的 用 处 . 当 xz = /3 一 0.01, 我 们 有 
S 4 cos(c c 
Rs (3 -0 01) = 加 9 (3 0.01-— 3) 加 0 1(- 0.0D° = 3 
(这 里 我 们 使 用 了 (一 0.01)4 = (0.01)4 = (10-2)4 = 10-8.) 现在 我 们 只 需 估算 误差 项 
的 绝对 值 . 鉴于 |cos(c)| < 1, 我 们 有 
区 _ [eos(o)| 1 1 
|B (3 0.01)| 24x105 < 34x 10 一 7400000000- 
太 好 了 , 我 们 知道 运用 户 (x/3 - 0.01) 来 估算 cos(x/3 -- 0.01) 会 使 得 估算 值 精确 到 
很 小 的 一 个 数 1/2 400 000 000. 那 如 (xx/3 一 0.01) 是 多 少 呢 ? 一 般 的 有 


AO El 


应 用 上 面 的 导数 表 , 变 为 


人 
Bl) =3- 5 (=- -3) >x3(2—T) + (os- 1), 
令 z= /3 一 0.01 并 化 简 , 结果 是 
B (3 -0. 01) = = 5 一 (001) 一 7(-0.01) + 从 (oo 
lV3__ 1 __ v3 


~ 2 200 40000 12000000° 
这 个 表达 式 看 起 来 很 麻烦 , 但 其 实 还 不 错 , 唯一 棘手 的 量 是 V3, 不 过 它 本 身 是 容易 
估算 的 , 至 少 表达 式 中 没有 三 角 函 数 . 总 之 , 由 于 f(x/3 一 0.01) 近似 等 于 B(x/3— 
0.01), 我 们 有 
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1 1 _ V3 


Cos (3 -001) = (3 -001) = 3 200 ”0 000 ”12 000 000’ 


精确 到 1/2 400 000 000 之 内 . 
25.3.6 ”误差 项 估算 的 一 般 方法 


在 前 面 所 有 例子 中 , 我 们 都 要 对 某 区 间 内 取 值 的 。c 来 估算 |f‘N+D(c)|. 这 里 是 
相应 的 一 些 一 般 对 策 . 

(1) 不 管 c 是 多 少 , 你 总 能 使 用 标准 的 不 等 式 |sin(c)| < 1 和 |cos(c)| & 1. 

(2) 若 泌 数 f(N+D) 是 递增 的 , 则 它 的 值 在 右 端点 处 最 大 . 在 前 面 的 前 两 个 例 
子 中 , 我 们 需求 es 的 最 大 值 , 其 中 0 < c < 1/3， 由 于 ee 关于 c 递增 , 我 们 可 以 
说 ec < el3， 男 一 方面 , 在 24.1.4 节 的 例子 中 , 我 们 也 需要 最 大 化 ec, 不 过 这 次 
一 1/10 <c<0. 同样 , 由 于 es 关于 e 递增 , 这 个 最 大 值 就 是 eo = 1, 即 ec < e0 = 1. 

(3) 车 函数 f(NY+D 是 递增 的 , 则 它 的 最 大 值 f(N+D(e) 出 现在 区 间 的 左 端点 处 . 
例如 , 车 已 知 c 介 于 1 和 5 之 间 , 则 最 大 值 1/(3 + c)4 出 现在 区 间 [1,5] 的 左 端 点 
处 , 因为 1/(3 + c) 关于 ce 递减 . 所 以 上 面 的 表达 式 在 c = 1 时 最 大 , 相应 的 值 为 
1/44 = 1/256. 

(4) 一 般 的 , 为 了 求 最 大 值 , 你 可 能 还 要 求 函数 f(N+D 的 临界 点 . (具体 求法 见 
11.1.1 节 .) 


25.4 ”误差 估算 的 另 一 种 方法 


回想 一 下 交错 级 数 判 别 法 ( 见 22.5.4 节 ). 该 判别 法 表明 车 级 数 是 交错 的 , 且 各 
项 的 绝对 值 递减 趋 于 0, 则 级 数 收敛 收敛 的 原因 是 部 分 和 关于 真实 极限 值 形成 一 
种 像 渔 汶 球 一 样 的 东西 : 这 个 部 分 和 大 点 , 下 一 个 部 分 和 小 点 , 再 下 一 个 大 点 , 等 
等 . 每 次 , 部 分 和 都 更 接近 真实 极限 值 , 所 以 , 就 像 汶 汶 球 正在 失去 动力 . 方法 就 是 
在 级 数 中 的 每 个 点 处 , 每 加 一 项 都 超越 真实 值 , 所 以 整个 误差 小 于 下 一 项 的 绝对 值 . 

我 们 用 符号 来 表述 这 些 . 假设 从 菜 函 数 f 开始 , 并 求 它 关于 > = a 的 泰勒 级 
数 . 若 碰巧 你 还 知道 级 数 对 某 些 特定 的 z 值 收敛 于 f(z)( 就 像 我 们 讨论 的 一 些 函 数 
一 样 ), 则 可 以 写 为 


00 fln) 
10) = eo). 
n=0 - 
对 那些 你 感 兴趣 的 特定 的 值 , 上 述 级 数 若是 各 项 绝对 值 递减 趋 于 0 的 交错 级 数 ， 
则 误差 小 于 下 一 项 . 即 
f (N+D) (qa) 
Rv(o)l < | 入 二 


( — a)M+l , 
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这 里 没有 讨厌 的 c 可 担心 , 这 就 足以 成 为 我 们 运用 这 个 理想 结论 的 原因 . 记 住 , 上 
述 结论 只 有 当 级 数 满 足 交 错 级 数 的 三 个 条 件 时 才 成 立 ! 
这 里 是 该 方法 适用 的 例子 . 假设 我 们 欲 用 麦克 劳 林 级 数 来 求 定 积 分 
[ 1 — cos(t) dt 
0 [而 
误差 不 大 于 1/3 000 的 估算 值 . 该 积分 好 像 是 一 个 瑕 点 在 上 = 0 的 反常 积分 , 但 其 
实 t 上 = 0 不 是 瑕 点 . 由 洛 必 达 法 则 可 知 
. 1l1—cos(t)rH,. sin(t 1 
i 二 一 2 -3 
即 , 被 积 函 数 在 1 = 0 并 没有 趋 于 无 穷 , 所 以 积分 不 是 反常 的 . 不 管 怎样 , 刚刚 只 是 
观察 , 现在 我 们 要 解决 问题 . 
第 一 个 有 用 的 方法 是 先 构造 一 个 像 上 述 积 分 的 函数 , 令 


f(z) = 2a, 
则 我 们 要 估算 的 积分 是 f(1). 需求 7 的 麦克 劳 林 级 数 . 为 此 , 将 cos(t) 用 它 的 麦克 
劳 林 级 数 代 换 , 该 级 数 我 们 已 在 24.2.3 节 求 得 . 即 


2 4 6 8 
jo 
Jo 2 


车 稍 作 化 简 , 可 将 其 化 简 成 
Fa -| (人 十 + dt. 


dt 


2 41 6 8 
现在 求 积分 并 计算 在 端点 处 的 值 : 


PR 
~ \2! 3x4 5x6! 7x8! 0 


3 5 了 


T TI TI 化 

2 3xA1 x6 7x8 

尝试 将 上 式 用 求 和 号 表示 是 一 个 很 好 的 做 法 . 总 之 , 现在 可 将 x = 1 代入 得 

11— cos(t 1 1 1 1 

19=| a 3xat xG 7xa 

说 实话 , 这 里 我 将 两 个 更 快 的 方法 套 在 了 一 起 . 首先 , 我 将 cos(t) 用 它 的 麦克 劳 林 

级 数 代替 . 还 好 我 们 已 经 在 24.2.3 节 知道 这 对 所 有 t 都 成 立 . 其 次 , 我 对 无 穷 级 数 

逐 项 求 积分 , 并 声明 对 所 有 z 都 可 以 这 么 做 . 我 们 将 在 26.2.3 看 到 这 么 做 是 可 以 的 

(虽然 我 们 不 会 对 其 证 明 ). 总 之 , 上 面 的 等 式 是 正确 的 . 现在 给 定 的 积分 有 一 个 无 
穷 级 数 的 表达 式 . 

现在 唯一 的 问题 是 , 要 求 与 真实 值 误差 在 1/3 000 内 的 近似 值 需 取 多 少 项 ? 注 


十 ……， 


十 ……. 


Sa 
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意 该 级 数 是 各 项 递减 趋 于 0 的 交错 级 数 , 那么 我 们 就 可 以 运用 下 一 项 的 绝对 值 大 
于 误差 的 结论 . 例如 , 若 用 首 项 1/2! 近似 积分 , 则 误差 不 大 于 1/3 x 和, 即 1/72. 这 
也 太 大 了 . 那 用 前 两 项 来 近似 该 积分 怎么 样 ? 即 , 若 用 
[ 1 — cos(t) 1 35 
t2 


dt = 之 ? 
2 3x4 72 


怎样 ? 那么 误差 小 于 下 一 项 的 绝对 值 : 
1 1 
| 误差 | < 5 ”5x720 ”3600- 
这 小 于 我 们 的 容忍 度 1/3 000, 所 以 很 好 . 我 们 完全 可 以 说 积分 近似 等 于 35/72, 误 
差 小 于 1/3 000. (我 们 甚至 可 以 说 35/72 是 低估 的 , 为 什么 ? ) 我 用 能 处 理 这 类 问 
题 的 计算 机 程序 求 了 一 下 积分 , 得 到 积分 值 约 为 0.486 385, 而 计算 器 计算 的 35/72 
值 等 于 0.486 111( 精 确 到 6 位 小 数 ), 这 两 个 数 的 差 的 确 在 1/3 000 内 . 
作为 练习 , 试 着 近似 


1/2 sin(t) 
| dt 
容忍 度 为 1/1 000, 用 与 上 面相 同 的 方法 做 . (你 将 会 用 到 sin(t) 的 麦克 劳 林 级 数 , 这 
个 可 在 26.2 节 找 到 .) 


第 26 章 ”泰勒 级 数 和 器 级 数 : 如 何 解 题 


本 章 , 我 们 将 讨论 包含 泰勒 级 数 、 泰 勒 多 项 式 和 答 级 数 的 四 类 不 同 问题 : 
。 如 何 确 定 徊 级 数 收 敛 或 发 散 的 区 间 ，; 

。 如何 利用 现 有 泰勒 级 数 来 求 其 他 的 泰勒 级 数 和 泰勒 多 项 式 ; 

。 利用 泰勒 级 数 或 泰勒 多 项 式 求 导 ; 

。 利 用 麦克 劳 林 级 数 求 极限 . 


26.1 器 级 数 的 收 人 钱 性 
假定 有 一 个 关于 x = a 的 过 级 数 
> an(Z —a)”. 
， n= 二 0 
如 我 们 在 几何 级 数 中 的 例子 所 见 , 一 个 突 级 数 可 能 对 某 些 x 收敛 , 而 对 某 些 z 发 
散 . 我 们 想 问 的 一 个 问题 是 : 对 上 面 给 定 的 帘 级 数 ，zx 取 何 值 时 收敛 , 取 何 值 时 发 
散 ? 另外 , 若 级 数 对 某 特定 的 z 收敛 , 车 能 确定 该 收敛 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 就 
好 了 . 所 以 , 我 们 来 看 一 下 可 能 会 发 生 什 么 , 然后 好 好 利用 这 些 观 察 所 得 结果 . 
26.1.1 ”收敛 半径 
我 们 想 知 道 什么 样 的 zx 能 使 寡 级 数 > an(z 一 a)" 收敛 . 表面 上 来 看 , 似乎 我 


们 必须 回答 无 穷 多 问题 , 因为 有 无 穷 多 个 z 的 值 需要 代入 并 验证 级 数 收敛 与 否 . 我 
们 天 一 个 数 轴 来 表示 z 的 不 同 值 . 对 每 个 使 级 数 收敛 的 x, 都 在 它 上 面 加 一 个 对 号 ; 
而 车 级 数 对 特定 的 z 发 散 , 就 加 一 个 又 号 . (当然 , 我 们 不 是 对 每 个 z 都 这 么 做 , 因 
为 如 果 那 样 的 话 , 图 就 太 挤 了 ! 只 标 一 部 分 能 得 到 结论 就 可 以 了 .) 例如 , 几何 级 数 


党 on 当 -1 < z < 1 时 收敛 , 是 其 他 情况 均 发 散 , 如 图 26-1 所 示 ; 


x x 
XXXXX XXXXXXX 上 AAA XXXXX xxxXxXXxx 
< (人 
一 1 0 1 
图 26-1 
注意 我 对 在 端点 -1 和 1 处 的 发 散 做 了 特别 标注 . 
另 一 方面 , 我 们 已 经 知道 级 数 


506 第 26 章 泰勒 级 数 和 震级 数 : 如 何 解 题 


Oo rz” 
2 
对 所 有 z 收敛 (当然 , 收敛 到 e”), 如 图 26-2 所 示 . 
AAIAIAIAN SIININAAIIIN NI NAINAN NI NIMN NAINAINN 
TT 
26-2 


看 起 来 似乎 是 难以 预测 的 . 我 们 可 以 确定 的 一 个 事情 是 罕 级 数 在 x = a 处 都 收敛 . 
其 实 , 车 将 z = a 代入 


oo 
Dan(T— a)" =00+a(?— 0a)+az(r ~— a)? ++, 


n=0 
就 能 知道 除了 oo 外 , 其 他 项 都 没有 了 .因此 , 级 数 显然 收敛 (到 ao)， 不幸 的 是 ， 
zx 二 a 是 我 们 唯一 可 以 确定 收敛 性 的 值 , 那 其 他 的 值 呢 ? 可 能 会 是 对 号 和 又 号 的 大 
杂烩 , 如 图 26-3 所 示 . 


VVJLJLJLJXXXVXVXXXXXVXXYVYXXXXXVWXXVXXXX 


图 26-3 
结果 是 上 面 的 这 个 图 对 舌 级 数 是 不 会 发 生 的 . 具体 情况 是 只 有 三 种 可 能 性 . 
(1) 存在 某 数 RR > 0, 被 称 为 替 级 数 的 收敛 半径 , 如 图 26-4 所 示 . 


? ? 


XXXX XXXXXXX byw xxxxx xxxxxxx 
< 一 (一 -一 一 


Q 一 五 a at+R 
26-4 
该 图 的 解释 如 下 . 
。 篆 级 数 在 区 域 |z 一 a| < 五 内 收敛 (也 可 将 该 条 件 写 为 a 一 R<zx<a+t RA)， 
所 以 图 像 在 那 是 对 号 . 


。 窜 级 数 在 区 域 |z -al > R 内 发 散 (也 可 将 该 条 件 写 为 z < a 一 呈 或 zx > 
a 十 R), 所 以 图 像 在 那 是 又 号 . 

。 在 两 个 特殊 点 lz- ol| = 五 ( 即 z=a+ 玉 和 z=a- 忆 ), 窜 级 数 可 能 绝对 收 
敏 、 条 件 收敛 或 发 散 . 你 需要 分 别 对 这 两 个 点 进行 讨论 , 看 在 这 些 点 处 是 怎 
么 样 的 , 所 以 上 面 的 图 像 在 这 两 个 点 处 是 问号 . 我 将 称 这 样 的 点 为 “端点 ”. 

(2) 罕 级 数 可 能 对 所 有 的 z 均 绝 对 收敛 , 在 这 种 情况 下 的 图 像 如 图 26-5 所 示 . 
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a 
图 26-5 
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在 这 种 情况 下 , 我 们 说 收敛 半径 为 oo. 如 我 们 前 面 所 见 , 这 样 的 一 个 例子 是 er 
的 等级 数 


n=0 


其 他 的 例子 包含 sin(z) 和 cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 . 
(3) 窜 级 数 可 能 只 在 x = a 时 收敛 , 而 对 其 他 所 有 的 z 发 散 . 在 这 种 情况 下 , 收 
敛 半径 为 0, 我 们 很 快 就 会 知道 , 这 是 级 数 
》， nip”, 


n=0 
的 情形 . 这 种 情况 的 图 像 如 图 26-6 所 示 . 


XXXX XXXXXXXXXX XXXY XXXXXXXXXXX XXXXXXXX 
+ - 


图 26-6 
当然 , 我 还 没有 说 这 些 为 什么 是 唯一 的 可 能 . 不 过 很 快 就 可 以 清楚 了 ! 
26.1.2 ”如 何 求 收敛 半径 和 收敛 区 域 


给 定 一 个 考级 数 , 如 何 求 收敛 半径 ? 答案 是 用 比 式 判别 法 ， 有 时 根 式 判 别 法 会 
更 有 效 , 但 比 式 判别 法 对 大 多 数 问题 要 更 合适 ，( 比 式 判 别 法 和 根 式 判别 法 的 更 多 
细节 分 别 见 23.3 节 和 23.4 节 .) 这 里 是 一 般 的 方法 . 

(1) 写 出 比值 绝对 值 的 极限 , 常常 为 


lim Qn+1(T 一 Q)?+i 
no0 Qn (z 一 a)” 


着 你 用 的 是 根 式 判别 法 , 则 应 该 得 到 
Jo 一 or" = lm lonl "lo —al. 

(2) 算出 极限 . 注意 极限 是 在 n 一 co 而 不 是 x oo 时 是 很 重要 的 . 它们 的 关 
别 很 大 ! 无 论 是 运用 比 式 判别 法 还 是 根 式 判别 法 , 答案 都 形 如 Lz - ol, 其 中 工 可 
能 是 一 个 有 限 值 、0 或 者 oo. 重要 的 一 点 是 结果 中 有 因子 lz - ol 

(3) 不 管 是 比 式 判别 法 还 是 根 式 判别 法 ,重要 的 是 极限 5lz -oj 是 小 于 1, 大 
于 1 还 是 等 于 1. 所 以 , 车 工 是 正 的 , 则 除 以 工 来 理解 每 件 事 : 若 |z - al <1/ 
则 等 级 数 绝对 收敛 ; 若 |z -- o| > 1/L, 则 竺 级 数 发 艇 ; 车 jz 一 al = 1 则 我 们 得 不 
到 结论 , 需要 讨论 两 个 端点 . 我 们 处 于 前 一 节 的 第 一 种 情形 中 , 收敛 半 径 是 1/ 

(4) 若 工 = 0, 则 不 论 = 取 何 值 比 式 的 极限 都 为 0. 由 于 0 < 1, 这 意味 着 宕 级 数 
对 所 有 的 > 值 者 绝对 收敛 , 所 以 我 们 处 于 前 一 节 的 第 二 种 情形 中 , 收敛 半径 为 oo 

(5) 车 上 = co, 则 看 起 来 似乎 等 级 数 永 不 收敛 . 其 实 , 当 z = a 时 每 级 数 一 定 
收敛 , 但 震级 数 对 其 他 的 任何 = 值 都 发 散 . 所 以 我 们 处 于 前 一 节 的 第 三 种 情形 : 收 


一 lim 
nN HO0 
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敛 半径 为 0. 

这 或 多 或 少 都 说 明了 我 们 为 什么 必须 得 到 前 一 节 的 三 种 情形 之 一 . 不 过 , 这 些 
仍 是 很 抽象 的 , 我 们 仍 需要 用 一 系列 的 例子 来 加 以 说 明 . 

首先 , 考虑 寡 级 数 


2 nln(n) 
我 们 采用 比 式 判别 法 . 我 们 从 取 标 准 项 z" /jn Iln(n) 开始 , 并 把 它 作为 一 个 大 分 数 的 
分 母 ; 然后 选取 大 分 数 的 分 子 , 还 是 从 标准 项 zx" /nln(n) 开始 , 不 过 这 次 将 每 个 m 
用 n 寺 1 代 换 ; 最 后 , 取 绝对 值 , 然后 取 n 一 oo 的 极限 . 所 以 现在 我 们 需要 考虑 的 
是 


rntl 
im (mm 十 Dnt + 1) | 
nln(n) 
这 与 普通 的 用 比 式 判 别 法 的 级 数 问题 一 样 : 只 需 合 并 同类 项 . 可 得 
人 十 工 
lim n+Dlin(n+t+1)| lim Zn+l n ln(n) | 
n—00 bad ~ nSo0 


2Z2 n++1ln(n+t1) 


nln(n) 


n lIn(n 
一 4 中 多 十 工 HE 
同样 , 极限 是 当 ”一 oo 时 的 , 这 就 是 我 们 将 n/n +1 和 in(m)/Iin(n+DlT) 换 成 1 的 
原因 . (对 对 数 运用 洛 必 达 法 则 , 细节 自行 完成 .) 总 之 , 比 式 的 极限 为 |z|, 故 由 比 式 
判别 法 , 我 们 的 究 级 数 当 |z| < 1 时 绝对 收敛 , 当 jz| > 1 时 发 散 . 即 , 收敛 半径 为 1. 
我 们 仍 需 讨论 当 > = 1 和 z = -1 时 会 发 生 什么 . 先 看 x = 1 的 情况 , 用 x =1 做 
代 换 ; 则 原 容 级 数 变 为 


= |z|. 


ln 1 
2 nln(n) 轩 2, nln(n). 


收敛 吗 ? 你 可 运用 积分 判别 法 得 到 它 发 散 (或 见 23.5 节 ). 现在 将 = = -1 代入 原 守 
级 数 可 得 


~ (—1)" 
2, nin(n) 
不 是 绝对 收敛 , 事实 上 , 将 该 级 数 的 各 项 用 它们 的 绝对 值 代 换 就 是 当 z = 1 时 的 级 
数 , 这 个 级 数 刚 刚 已 被 证 得 是 发 散 的 . 另 一 方面 , 上 面 z = -1 对 应 的 级 数 可 由 交 
错 级 数 判别 法 证 得 是 收敛 的 (用 23.7 节 的 方法 , 可 自行 写 出 具体 细节 ). 我 们 知 在 
点 z = 一 1 处 条 件 收敛 .总 之 , 守 级 数 在 -1 < x < 1 时 绝对 收敛 , 当 z = -1 时 条 


26.1 办 级 数 的 收 敏 性 ”509 
件 收 敛 , 对 其 他 的 所 有 zx 都 发 散 . 图 像 如 图 26-7 所 示 . 


V x 
xxx xxxxxxx by uaad xxxxx XXXXXXX 
> 
一 1 0 1 


26-7 
现在 考虑 _ 
rT" 
2 n(n(n))?" 
这 与 前 面 一 个 问题 几乎 一 样 , 不 过 我 们 来 看 一 下 会 发 生 什 么 . 我 们 有 
z+1 
, (n+l)(n(rn+1)2| ,|z"t! %n (In(n))? 
Jim, z™ 二 zn ni+l (In(n + 1))? 


n(In(n))? , 
四 n In(n) 
= i Pl (a + 5) : 

还 可 以 化 简 到 |z|. 故 究 级 数 还 是 在 |z| < 1 时 绝对 收敛 , 当 |z| > 1 时 发 散 . 因此 收 

敛 半 径 是 1. 对 于 端点 , 我 们 令 z = 1: 

2 n(in(n))? 2, n(n(n))2 
如 我 们 在 23.5 节 所 见 , 你 可 运用 积分 判别 法 得 到 该 级 数 收敛 , 由 于 各 项 均 为 正 , 所 
以 收敛 为 绝对 收 敏 . 现在 , 代入 z = -1, 我 们 得 到 


~ (-1)" 

2 n(n(n))? 
各 项 取 绝对 值 对 应 的 级 数 为 

Se 1 

2 n(n(n))2 


这 与 z = 1 时 的 级 数 一 样 , 所 以 它 绝对 收敛 . 我 们 得 到 结论 : 当 -1 < zx < 1 时 暴 级 
数 绝对 收敛 , 且 级 数 对 其 他 所 有 z 发 散 (如 图 26-8 所 示 ) 


J / 
xxXxx xxxXxxxx AAA XXXX X XXXXXXX 
一 1 0 1 
26-8 
所 以 , 除了 在 端点 1 和 -1 处 不 同 之 外 , 这 与 前 一 个 例子 一 样 . 
那 级 数 


oo 
> nis™? 
n=1 


Seo 
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呢 ? 我 们 有 

lim 名 十 Diz" 名 十 Diz 

T21Zm nl! pag 

最 后 的 极限 是 什么 ? 若 x = 0, 则 为 当 nn 一 co 时 , 0(n 十 1) = 0 的 极限 , 当然 为 0. 
(你 可 能 注意 到 了 , 这 种 情况 下 的 z+1/zx”* 并 没 定义 !) 然而 , 对 其 他 的 任何 z 值 , 我 
们 有 点 学 了 极限 是 oo, 肯定 大 于 1. 我 们 得 出 结论 , 级 数 只 在 xz = 0 时 收敛 
(要 知道 , 级 数 必 在 z = a 处 收敛 , 在 这 个 例子 中 为 0). 所 以 收敛 半径 为 0, 且 图 像 
如 图 26-9 所 示 . 


XXXXXXXXXxXXXXXxX XxXX Vv XXXxxXxXXxXxXx xxxXXXXxXXxx 


= lim 
有 一 CC 


= lim (n+ 1)|zl. 
人 一 DR 


现在 考虑 


这 是 一 个 a = 7 的 客 级 数 , 所 以 该 点 肯定 在 收敛 区 域 的 中 心 . 不 管 怎样 , 通过 讨论 


我 们 有 
CD TD 
， V 了 .十 工 四 (一 2)?+1 (z 一 7)n+1 元 
am (—2)"(z—7)® | dm, | (-2)” (z—7)"* Vn+l 
Vn 


= 2|z —7|. 
所 以 寡 级 数 在 2|z - 7| < 1 时 绝对 收敛 , 当 2jz - 7| > 1 时 发 散 . 两 边 除 以 2, 我 们 


可 知 级 数 在 |z - 7| < 3 时 收 化 ,1z - 7| > 了 时 发 散 , 故 收 钱 半径 为 二 所 以 图 像 如 
图 26-10 所 示 . 


? ? 
XXX X XXXXXXX AAA XXXXX XxXxXxxx 
人 


1 7 1 
63 73 


. 图 26-10 
我 们 仍 需 讨论 端点 . 试 一 下 z = 73. 则 级 数 为 
2 NE 志 (CD" 
> 3-1) -a 
要 确保 能 意识 到 为 什么 (-2)"/2" 能 化 简 到 (-1)*. 不 管 怎样 , 我 把 证 明 最 后 这 个 
级 数 条 件 收敛 (用 交错 级 数 判别 法 ) 而 非 绝对 收敛 (用 op 判别 法 ) 留 给 你 自行 完成 . 
现在 , 当 z= 63, 可 得 


26.2 由 昌泰 勒 级 数 求 新 泰勒 级 数 。” 511 


发 散 . 我 们 得 出 结论 , 震级 数 在 65 < > < 73 时 绝对 收敛 , = = 73 时 条 件 收敛 , 其 
他 情况 发 散 , 完整 图 示 见 图 26-11 


X 
xxxx xxxxxxx bundy XXXXX xxxxxxx 
考虑 级 数 


该 级 数 因为 复杂 的 因子 2* 而 成 为 运用 根 式 判 别 法 的 一 个 很 好 的 候选 项 . 你 可 以 
用 比 式 判别 法 来 求 出 结果 , 但 根 式 判别 法 更 好 . 考虑 第 n 项 绝对 值 的 n 次 方 根 的 
极限 : 


1/n 
= lim 人 十 2|”)1” = jlim 总 十 2|. 

现在 无 论 xz 取 何 值 , 极限 都 等 于 0, 小 于 1; 根据 根 式 判别 法 , 赛 级 数 对 所 有 z 都 绝 
对 收敛 . 即 收敛 半径 是 oo, 是 图 像 如 图 26-12 所 示 . 
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im, 


ps (+2)" 


图 26-12 


在 我 们 进入 下 一 节 前 的 最 后 一 个 评论 : 注意 当 收 敛 半径 为 正 时 , 可 能 在 两 端点 
都 收敛 , 或 都 不 收敛 , 只 在 左 端 点 收敛 , 或 只 在 右 端 点 收敛 . 在 前 面 我 们 已 经 见 过 了 
所 有 的 四 种 可 能 . 


26.2 ”由 旧 泰 勒 级 数 求 新 泰勒 级 数 


我 们 来 看 一 些 求 泰 勒 级 数 的 方法 . 求 给 定 函数 f 关于 zx = a 的 泰勒 级 数 的 一 
个 方法 , 是 像 25.2 节 那 样 直接 用 公式 . 为 了 运用 公式 需求 f 的 所 有 导数 , 至 少 是 在 
z=a 的 所 有 导数 . 对 大 多 数 函 数 来 说 , 这 是 一 种 令 人 厌烦 的 事 . 通常 , 一 个 较 好 的 
办 法 是 用 一 些 常见 的 泰勒 级 数 来 合成 新 的 泰勒 级 数 . 当然 , 首先 你 需要 知道 一 些 泰 
勒 级 数 ! 手边 有 下 面 5 个 麦克 劳 林 级 数 (关于 z = 0 的 泰勒 级 数 ) 是 非常 有 用 的 . 
(1) 对 应 f(z) = ez 的 : 
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对 所 有 实数 > 都 成 立 . 
(2) 对 应 f(z) = sin(z) 的 : 


1)nz2n+1 


so -到 后 -和 


对 所 有 实数 z 都 成 立 . 
(3) 对 应 f(z) = Co 的 : 


对 所 有 实数 zx 都 成 立 . 
(4) 对 应 f(z) = 1/(1 一 2) 的 : 
1 
工 一 了 
只 对 -1<z<1l 成 立 . 
(5) 对 应 f(z) = In(1+z) 或 f(z) = In(1 一 zx) 的 : 


Co 
=》 r=1+7+2 + + 
多 一 人 


对 -1<z<1 成 立 . (其 实 , 第 一 个 公式 也 对 z= 1 成立, 第 二 个 公式 对 x 一 一 1 


成 立 , 不 过 这 个 有 点 复杂 了 ! ) 


至 今 为 止 , 我 们 已 经 证 明了 公式 #1 和 #3( 见 24.2.3 节 ) 和 #4( 见 22.2 节 ). 我 


们 将 在 后 面 的 26.2.2 节 和 26.2.3 节 分 别 讨论 #2 和 #5. 


无 论 如 何 , 假设 已 经 学 过 这 5 个 级 数 . 下 面 是 如 何 通过 对 它们 的 操作 来 得 到 新 


的 短 级 数 ?. 
26.2.1 ” 代 换 和 泰勒 级 数 


最 有 用 的 方法 就 是 做 代 换 . 在 麦克 劳 林 级 数 中 , 你 可 以 将 z 换 为 z 的 倍数 来 


得 到 一 个 新 的 麦克 劳 林 级 数 , 其 中 是 “个 束 数 例如 , 我 们 知道 


rx3 4 
ez 一 1 二 zZ 十 二 2 


@ 这 些 方法 的 证 明 不 在 本 书 讨论 范围 内 . 
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对 任意 z 都 成 立 , 故 车 想 求 f(z) = e* 的 麦克 劳 林 级 数 , 只 需 将 上 述 级 数 的 > 换 成 
7 ， 可 得 2 2\3 2\4 
Ce , 


71+z 2 十 一 ~ 加 ET 0 


并 可 化 简 为 
2 3 4 
由 于 原 级 数 对 任意 > 都 成 立 , 这 个 级 数 也 一 样 . 
我 们 来 看 另 一 个 常见 的 例子 : f(z) = 1/1+z2 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 为 了 求 
解 该 题 , 从 下 面 几何 级 数 开 始 : 


1 
工 一 和 


-mr 二 1 十 ZX 十 2 十 3 十-: 


n=0 


它 对 -1 < zx < 1 成立, 然后 将 z 换 成 -zx? 可 得 


] o0 oo0 


TF = 2 = Ds" 1 tt 
n=0 


n=0 
它 对 -1 < 一 x? < 1 成 立 . 注意 我 们 将 这 个 “成 立 ” 的 不 等 式 中 的 zx 换 成 了 一 zx?. 
这 个 在 这 里 并 不 重要 , 因为 最 后 不 等 式 可 化 简 为 -1 < z < 1, 但 是 假设 我 们 要 求 
1/(1 十 2z2) 的 麦克 劳 林 级 数 , 则 我 们 需 将 z 换 成 -2z?, 此 时 可 得 
Ta = DE = (DJnanz2n 一 1 一 2z2 十 4z4 一 8z6 十.…， 
?一 0 n=0 

但 它 只 对 -1 < -2z2 < 1 成立. 可 以 确信 该 不 等 式 可 化 为 -1/V3 < z < 1/V5. (这 
里 所 有 的 级 数 都 是 几何 级 数 .) 

假设 现在 从 下 面 的 等 式 开始 , 该 等 式 对 所 有 的 xz 都 成 立 : 

sin(Z) 一 了 一 于 + 守 - 守 + 
右边 是 sin(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 或 可 看 作 sin(z) 关于 z = 0 的 泰勒 级 数 . 车 将 z 用 
(z - 18) 代 换 , 则 得 到 一 个 关于 z = 18 的 泰勒 级 数 : 
1RN3 x 18)5 zx 18)7 
sin(2 — 18) = (7 一 18) 一 + . 

右边 不 是 sin(z) 关于 x = 18 的 泰勒 级 数 , 因为 左边 不 再 是 sin(z), 而 是 sin(z 一 18). 
所 以 我 们 的 代 换 也 改变 了 原 函 数 . 我 们 其 实 求 出 了 sin(z 一 18) 关于 z = 18 的 泰 勤 
级 数 . 为 了 求 出 sin(z) 关于 x = 18 的 泰勒 级 数 , 需要 用 到 泰勒 定理 中 的 公式 . (我 
们 在 25.2 节 末 见 过 类 似 的 问题 .) 

上 面 这 个 例子 告诉 我 们 , 若 将 z 换 为 (z - oj, 则 得 到 关于 z = a 的 泰勒 级 数 
而 不 是 麦克 劳 林 级 数 , 但 是 函数 也 变 了 . 这 还 是 有 用 的 . 例如 , 为 了 求 In(x) 关于 
z 二 1 的 泰勒 级 数 , 从 前 一 节 的 一 个 公式 开始 : 
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00 
加 (一 L)"zn x 23 24 
In(1 +2)= 》 -+ 一 +" 对 -1<z<1 成 立 . 


现在 , 将 z 换 为 (x 一 1), 则 mm(1-+z) 变 为 m(1+(z- 1) 或 只 是 In(x), 故我 们 得 到 
oo lr 一 1 1N2 r—1)3 -1 
mo) = Eg) -人 + 
对 一 1< (xz 一 1) <1 成立. 
注意 我 同样 将 原 不 等 式 -1 < x < 1 中 的 z 换 为 (z 一 1), 得 到 -1<(z-1)<1. 这 
个 不 等 式 看 起 来 有 些 夺 , 故 各 项 加 1, 得 到 0 < z < 2. 最 后 可 得 
oo _lyntz 1 £1)2 _ 13 zr TY4 
(OO 一 SS 1) C 1) -~(z_1)_\ 2 二 好 > _( 十 
对 0<z< 2 成立. 


这 里 我 们 用 了 In(l + z) 的 麦克 劳 林 级 数 得 到 ln(z) 关于 z = 1 的 泰勒 级 数 . 
这 里 , 代 换 方法 也 可 以 用 于 求 泰 勒 多 项 式 , 不 过 要 注意 写 对 阶 数 . 例如, 若 取 
f(z) =e* 和 ae=0, 则 3 阶 泰 勒 多 项 式 为 2 
B(x)=1+z+ 委 [十 可 . 


车 g(z) = e” , 将 上 述 多 项 式 的 x 换 为 z2 并 2 的 3 阶 泰勒 多 项 式 为 


P(r7)=1+22 十 二 py 十 二 3 


是 错 的 . 它 其 实 是 g 关于 z = 0 的 6 阶 泰勒 多 项 式 , 所 以 左边 应 为 Pe(x) 而 不 
是 P(xz)， 为 了 得 到 Ps(z) 的 正确 公式 , 只 需 去 掉 所 有 次 数 大 于 3 的 项 . 意味 着 
户 (z) = 1 十 22. 当然 , 它 也 是 已 (z)! 要 当心 不 要 看 作 次 数 哦 ! 那 可 是 阶 数 ， (至少 
你 想 通过 微 积 分 这 门 课 并 取得 学 位 ……… . 好 吧 , 我 发 上 拆 再 也 不 使 用 双关 语 了 .) 
26.2.2 ”泰勒 级 数 求 导 


若 一 个 车 级 数 收敛 于 开 区 闻 (a,b) 上 可 导 的 函数 f, 则 可 以 通过 对 震级 数 逐 项 
求 导 得 到 一 个 在 相同 区 间 上 收敛 于 f(z) 的 新 暴 级 数 . 在 端点 a 和。 的 情况 比较 
棘手 : 求 导 后 的 级 数 可 能 发 散 , 即使 原 级 数 是 收敛 的 >, 所 以 要 单独 讨论 端点 . 

我 们 的 第 一 个 例子 是 求 sin(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 假设 我 们 已 知 cos(x) 的 麦克 
劳 林 级 数 为 


n=1 


?一 


Z2 724 06 zx 
cos(Z) 一 工 一 页 十 而 一 页 十 页 一 
该 公式 对 所 有 z 都 成 立 . (这 个 我 们 已 在 24.2.3 节 证 明 .) 车 两 边 同时 求 导 , 右边 逐 


项 求 导 , 可 得 
. _ 2r 4z3 6z5 8z7 
和 (人 一下 有 于 


Q@ 若 求 导 后 的 级 数 在 一 个 (或 两 个 ) 端点 处 收敛 , 则 原 级 数 也 在 那里 收敛 . 
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为 了 处 理 左边 的 负 号 , 两 边 同 乘 -1. 不 过 还 有 另 一 个 化 简 需 要 做 . 我 们 要 处 理 形 如 
2/2!、4/4!、6/6! 和 8/8! 的 量 . 先 来 考虑 4/4!, 由 于 4! 实 为 31 x 4, 可 将 4/4! 通过 消 
掉 因子 4 而 化 简 为 1/3! 类 似 的 , 6! = 5!1x 6, 故我 们 有 6/6! = 1/51, 同样 8! = 7! x 8， 
所 以 8/8! = 1/7!. 综 上 , 上 面 的 等 式 变 为 
Z3 7X Zz 
sin(2) =2 一 可 十 画 一 开本 
由 于 cos(z) 的 级 数 对 所 有 z 都 成 立 , 所 以 上 述 求 导 后 的 级 数 也 如 此 . 即 , sin(z) 的 
麦克 劳 林 级 数 由 上 式 给 出 , 且 对 所 有 z 都 成 立 . 这 就 证 明了 前 面 26.2 节 的 公式 #2. 
这 里 是 寡 级 数 求 导 的 另 一 个 例子 . 假定 欲求 f(x) = 1/(1 十 x)? 的 麦克 劳 林 级 
数 . 最 好 的 方法 是 从 1/(I+ z) 的 级 数 开始 , 该 级 数 是 通过 将 标准 几何 级 数 (前 面 的 
公式 #4) 的 > 换 为 -zx 而 得 到 的 : 
1 
1 十 2 


对 -1<z<1l 成 立 . 然后 两 边 求 导 , 右边 逐 项 求 导 , 可 得 


1 
一 一 一 一 一 0 一 1 十 27 一 3z2 十 4z3 一 … ， 


5 7 


=1]— z+2 ~ +r; 


(i+ 2)? 
剩 下 的 就 是 两 边 同 时 取 负 , 得 
1 oo 
(TF) 一 1 一 2z 十 3z2 -4zr3 十 … 一 2 + 1)z". 
对 -1 < xz < 1 成立，( 你 需要 验证 带 求 和 号 的 表达 式 是 正确 的 ， 且 级 数 在 端点 
Zz 二 士 1 处 不 收敛 .) 


同样 , 你 可 以 将 这 些 方法 用 于 泰勒 多 项 式 , 还 是 要 注意 那些 阶 . 由 于 多 项 式 求 
导 使 得 次 数 减 1, 求 导 后 的 泰勒 多 项 式 的 阶 比 原 多 项 式 小 1. 例如 , 1/(1+z) 关于 0 
的 3 阶 素 勒 多 项 式 是 1 - z + z2 一 z3, 如 在 前 一 个 例子 所 见 . 若 求 导 并 乘 以 -1 则 
1/(1 十 x)? 关于 0 的 二 阶 泰 勤 多 项 式 为 1 - 2z + 3z2. 


26.2.3 ”泰勒 级 数 求 积分 


我 们 还 可 以 对 泰勒 级 数 逐 项 求 积 分 . 新 的 级 数 与 原 级 数 收 敛 区 间 一 样 (收敛 区 
间 的 端点 除外 ). 车 用 的 是 不 定 积分 , 别 忘 了 常数 ! 我 们 来 看 一 些 例子 . 首先 , 先 来 
证 明 In(1 - z) 的 公式 , 这 个 在 前 面 26.3 节 的 公式 #5 已 经 说 过 , 不 过 没 证 过 : 


2 Zz3 zr4 


hs) = 一 = z -本 一 丈 
对 -1 < zx <1 成立 . 我 们 将 用 到 几何 级 数 的 公式 , 即 26.2 节 的 公式 #4: 
1 


1—zx 


Oo 
= 一》 7"=1+2+2 + 二.…， 


n=0 
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对 -1 < zx < 1 成立, 然后 对 每 一 项 关于 z 求 导 : 


1 = nh 2 3 
rob dz=|a+z+a 十 2 十 …)dz. 


(注意 这 里 我 既 用 了 求 和 号 , 也 用 了 展开 式 , 不 过 你 一 般 只 会 用 到 二 者 之 一 .) 现在 逐 
项 求 积分 : 
zntl 3 人 和 


oo 2 
化 化 
一 ] 一 一 他 一 一 一 一 一 一 -一 。 
n(1 — Zz) + 2 C+z 十 可 十 可 十 可 十 


这 里 最 好 将 常数 放 在 前 面 而 不 是 用 +C 的 方式 放 在 后 面 , 因为 常数 是 罕 级 数 的 零 
次 项 . 现在 我 们 要 求 出 C 的 值 . 最 好 的 方法 是 代入 z = 0, 对 于 这 个 问题 , 我 们 可 得 
-m0 一) -C+0+ 守 + 二 ++ 时 + 

化 简 后 得 C = 0. 将 其 代入 并 两 边 取 负 , 则 得 到 与 原来 一 样 的 In(1 -- z) 的 级 数 : 


zx2 rx3 x4 


md -2)= 了 -=-z- 字 一 富 ~ 守 一 
由 于 原 级 数 (1/(1 填 zx) 的 级 数 ) 对 -1 < z < 1 收敛 , 故 积分 后 的 级 数 ( 即 -In(1 一 z) 
的 级 数 , 进而 对 In(1 一 x) 的 级 数 ) 也 对 -1 < x < 1 收敛 . 其 实 , In(1 一 zx) 的 级 数 
当 zz = -1 时 也 收敛 , 不 过 如 我 所 说 , 逐 项 积分 以 后 的 突 级 数 并 未 给 出 收敛 区 间 端 
点 处 的 任何 信息 . 现在 , 可 通过 将 前 面 26.2 节 的 公式 #5 中 的 x 代 换 为 -z 而 得 到 
Iln(1 十 zx) 的 展开 式 . 
另 一 个 例子 ; 如 何 求 tan-!l(z) 的 麦克 劳 林 级 数 ? 不 断 求 导 是 很 痛苦 的 ( 试 试看 
就 知道 了 ! ) 但 我 们 可 以 更 灵活 一 点 , 对 已 知 的 级 数 求 积分 . 我 们 来 看 一 下 , tan-1(z) 
是 17(L+22) 的 一 个 反 导数 , 我 们 在 26.2.1 节 得 知 
1 
1+22 
其 中 -1 < z <1. 现在 可 以 两 边 求 积分 : 


| =| -e+ td 


= 工 一 22 十 2 一 2Z6 十 …: 


1 十 Z2 
右边 逐 项 求 积 可 得 
17) = _ 
tan™ (2)=C+z 本 十 百 一 了 十 
现在 代入 x = 0 来 求 C: 
03 05 07 
—1 二 一 一 一 一 一 一 本 
tan™*(0)=C+0 Ft 了 十 ， 


化 简 为 C = tan-1(0) = 0. 故 , 我 们 有 
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T3 5 ZX2n 十 1 
可 + 一 = -> ) 
(确信 右边 的 带 求 和 号 形式 的 正确 性 .) 由 于 1/(1 - 2) 的 后 级 雪 当 -1<7z<1l 时 
收敛 , 所 以 tan-1(zx) 的 级 数 也 在 -1 < x < 1 时 收敛 3. 
我 们 来 看 一 个 定 积分 的 例子 . 假定 一 个 函数 f 定义 为 


f(z) = 上 mca 


它 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 我 们 应 该 从 求 sin( 妇 ) 的 级 数 开 始 . 为 了 实现 这 个 , 对 
sin(z) 的 麦克 劳 林 级 数 做 换 元 > = 妇 , 可 得 
(t3)3 (ta)5 (3)7 


tan-1l(z) 一 工 一 


: 3\__ /3 和- 上 _ ~ 
sin(t )=t -sr + a 7 
3 t15 t21 

一 5 7 


由 于 sin(z) 的 级 数 对 所 有 实数 > 均 成 立 则 sin( 妇 ) 的 级 数 对 所 有 实数 t 都 成 立 . 
现在 两 边 可 同时 求 0 到 x 的 积分 , 得 


f(x) = | sin(t3)dt = | (e 一 5 十 a 一 与 十 dt: 
对 右边 逐 项 求 积分 , 可 得 


t4 110 116 122 
f(z)= (5- 10-31 + 16.5! ~ 22.7! + ) 
zx4 10 16 22 


I 


0 


Zr Tr Tr 
T1033t165 GNAt; 
对 所 有 实数 > 都 成 立 . (你 应 该 试 着 将 这 个 级 数 写成 带 求 和 号 的 形式 , 答案 在 后 面 
的 26.3 节 给 出 .) 

也 可 将 上 述 积分 方法 用 于 泰勒 多 项 式 , 这 次 泰勒 多 项 式 的 阶 要 加 1. 


26.2.4 ”泰勒 级 数 相 加 和 相 减 


车 已 知 两 个 函数 f 和 9 关于 z = a 的 泰勒 级 数 , 则 和 式 f(x) + 9(z) 的 泰勒 级 
数 显然 是 两 个 泰勒 级 数 之 和 , 这 个 至 少 对 于 两 泰勒 级 数 收 敛 区 间 的 交集 是 成 立 的 . 
差 f(z) 一 g(x) 遵循 相同 规则 . 在 实践 中 唯一 需要 做 的 事 就 是 合并 同类 项 , 然后 关注 
所 得 级 数 在 哪里 收敛 . 例如 , sin(z) - ez 的 麦克 劳 林 级 数 为 


Q@ 其 实 , 根据 交错 级 数 判别 法 , tan-1(z) 的 级 数 在 z = 1( 或 > = 一 1) 时 也 收敛 , 最 后 可 得 一 个 可 爱 
的 公式 


©O 


SO 
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Z3 25 27 Za 24 2 26 27 
(2- 千 + 扫 - 所 +…)- (+ 大 + 本 + 下 + 和 + 有 + 人)， 


这 里 需要 化 简 . 做 消减 后 , 至 少 到 7 阶 的 级 数 为 


由 于 sin(z) 和 ez 的 级 数 对 所 有 了 成 立 ， 所 以 sin(z) 一 ez 的 级 数 也 一 样 . 
车 讨论 泰勒 多 项 式 ， 则 和 需要 注意 阶 数 取 两 个 阶 数 的 较 小 者 ， 例 如 , 我们 知道 
1/(1— 9 关于 0 的 三 阶 泰 勒 多 项 式 为 
1 十 了 十 Z2 十 Z3， 
而 er 关于 0 的 四 阶 泰 勒 多 项 式 为 
Tr 


1+z+ 2 区 十 可 十 而 


车 令 f(z) = 1/(1 - z) + ez, 并 求 它 的 关于 0 的 泰勒 多 项 式 , 则 取 上 述 两 个 多 项 式 
的 和 是 不 对 的 . 问题 出 在 ez 的 多 项 式 有 四 阶 项 , 但 1/(1 ~ z) 没有 四 阶 项 . 这 好 比 
是 拿 苹 果 和 桔子 这 样 两 种 无 法 相 比 的 东西 做 比较 . 你 更 应 该 将 e 多 项 式 的 四 阶 项 
略 去 来 得 到 三 阶 泰 勒 多 项 式 


3 2 


23 


72 
1+z 十 二 可 十 可: 


现在 可 将 1 十 x 二 22 十 23 加 到 上面 的 多 项 式 , 来 得 到 1/(1 一 x) 十 er 关于 z=0 的 
三 阶 泰勒 多 项 式 


3 
(1+2+22 +o+(1+z+ 硬 7+ 和 所)， 
化 简 可 得 
322 (a 
2+2z+ 之 + 
+2+ -+ 己 


26.2.5 ”泰勒 级 数 相 乘 


你 也 可 以 将 两 个 泰勒 级 数 相 乘 ， 从 而 得 到 一 个 收敛 于 相应 两 函数 之 积 的 新 级 
数 , 至 少 该 级 数 在 两 泰勒 级 数 收敛 区 域 的 交集 收敛 ， 用 求 和 号 的 形式 来 书写 这 些 
会 很 乱 , 且 通 常会 有 两 个 求 和 号 . 一 般 的 , 大 家 只 关注 级 数 的 前 面 儿 项 . 例如 , 求 
f(z) = er sin(z) 的 直到 三 阶 且 包 含 三 阶 的 麦克 劳 林 级 数 . 欲求 该 问题 , 写 出 e* 和 
sin(z) 的 直到 三 阶 的 级 数 , 相 乘 , 然后 略 去 所 有 大 于 三 阶 的 项 ;: 
er sin(Z) = (teat 村 + 生 +…) (=- 邱 + 
2 

一 1 (=- 4) +z() 十 本人 十 

一 2 十 22 十 < 十 …: 
有 一 个 略 去 无 用 项 的 技巧 例如, 分 别 略 去 第 一 个 和 第 二 个 和 中 的 项 > 和 -za/6 
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的 乘积 , 这 是 因为 我 意识 到 它们 之 积 会 得 到 一 个 含 x4 的 项 , 而 这 个 不 是 我 关心 的 ， 
因为 我 只 需要 到 三 阶 的 项 ; 若 我 想 要 直到 四 阶 的 项 , 则 我 必然 要 关注 更 多 项 . 

事实 上 , 不 要 把 注意 力 集 中 在 阶 数 大 于 你 写 下 的 原 函 数 级 数 的 阶 的 项 , 这 点 很 
重要 . 例如 , 取 er 关于 0 的 二 阶 泰勒 多 项 式 


2 


工 十 区 十 了 
现在 令 其 与 e-* 关于 0 的 二 阶 泰勒 多 项 式 ， 
1 一 Zz 十 可 
相 乘 . 得 到 ， 
Qi+e+ 和 所) (1-e+ 殷 ) 
化 简 为 4 
上 十 五: 


若 你 看 到 它 后 说 它 是 乘积 (e*)(e-*) 关于 0 的 四 阶 泰勒 多 项 式 , 那 就 大 错 特 错 了 ! 
毕竟 , 两 函数 之 积 是 1, 故 它 的 所 有 泰勒 多 项 式 都 是 1. 正确 的 做 法 是 略 去 积 中 所 有 
次 数 大 于 2 的 项 . 毕竟 , 我 们 只 是 从 二 阶 多 项 式 开始 , 那 怎么 能 期 望 将 这 两 个 多 项 
式 相 乘 就 得 到 更 高 阶 的 呢 ? 在 上 面 的 多 项 式 1+ z4/4 中 , 项 z4/4 的 次 数 大 于 2, 故 
不 准确 , 应 该 略 去 . 多 项 式 的 二 阶 多 项 式 为 1, 这 就 是 你 能 从 两 个 二 阶 泰勒 多 项 式 
的 积 中 得 到 的 所 有 结论 . 不 要 将 精力 都 集中 在 更 高 次 数 上 ， 以 免 锡 多 喝 不 烂 而 使 自 
己 骑 虎 难 下 . 


26.2.6 ”泰勒 级 数 相 除 
你 可 以 用 长 除法 来 做 与 除法 一 样 的 事 ， 方 法 是 略 掉 除 所 关心 的 项 以 外 的 所 有 
项 . 例如 , 为 了 求 f(z) = sec(z) 的 直到 四 阶 的 麦克 劳 林 级 数 ， 首 先 将 sec(z) 写 为 
1/ cos(z), 然后 与 多 项 式 一 样 做 长 除法 . 这 里 的 主要 区 别 是 你 应 该 将 各 项 按 次 数 递 
增 的 顺序 写 , 而 不 是 平常 的 递减 顺序 . 由 于 我 们 关心 直到 四 阶 的 项 , 我 们 将 把 
cos(z) = 1 一 瑟 上 一 
用 在 1/ cos(z) 的 长 除法 中 : 
1 十 二 2 十 莒 4 十 … 
1 十 0z 一 和 2 十 0z3 十 而 z4 一 1 二 0z 十 0z2 十 0z3 十 0z4 十 …. 
1I 十 07 一 3z2 十 0z3 十 让 24 十 …. 
地 z2 十 073 一 击 Z4 十，…， 
22 + Oz3 一 zz4 十 …. 


5 4 
34T 十 …: 


Sa 
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所 以 sec(z) 的 麦克 劳 林 级 数 是 1 + z2/2 + 5z4/24 十 .…, 直到 四 阶 项 . 

车 我 们 欲求 tan(z) 直到 四 阶 的 麦克 劳 林 级 数 ， 可 类 似 求解 ， 因 为 tan(z) = 
sin(z)/ cos(z). 利用 sin(z) = zx 一 23/6 十 .… 和 cos(z) 二 1 一 22/2 十 wz4/24 一 .…, 除 
法 如 下 : 


1 1 1 
1+02 3 +0 + 0+ 一 0 二 


计算 自行 完成 . 通过 计算 可 以 看 到 直到 四 阶 项 时 tan(z) = xz 十 x3/3 十 .… (注意 这 里 
四 阶 项 为 0). 

以 上 论述 表明 你 可 能 不 需要 连续 求 导 , 并 利用 泰勒 级 数 公式 来 求 泰勒 级 数 . 若 
幸运 的 话 , 可 以 用 5 个 基本 级 数 , 外 加 一 个 或 多 个 如 换 元 、 求 导 、 积 分 、 加 法 、 减 
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回忆 f(z) 关于 z =a 的 泰勒 级 数 的 第 n 项 系数 公式 : 
/四 四 
Qn 一 。 


™ nl! 


两 边 同 乘 n! 得 到 下 面 的 公式 : 


fa) = n! x oa, 


[|_f%(0) = nl! x (a) | 

所 以 车 知道 一 个 函数 关于 某 点 a 的 泰勒 级 数 , 就 可 以 很 容易 的 求 得 该 函数 在 a 点 
的 导数 . 这 就 是 你 的 全 部 所 得 ! 这 里 并 没有 任何 关于 其 他 x 值 处 的 导数 值 的 信息 ， 
只 有 z = a. (其 实 , 为 求 第 n 阶 导数 需要 的 只 是 一 个 在 x = a 的 n 阶 或 更 高 阶 的 
泰勒 多 项 式 , 而 不 是 整个 泰勒 级 数 .) 

为 了 应 用 上 面 的 方程 , 需 从 求 给 定 函数 的 一 个 合适 的 泰勒 级 数 开始 . 前 面 几 节 
的 方法 对 这 个 是 很 有 用 的 . 例如 , 假设 f(z) = er , 且 我 们 欲求 fao0(0) 和 Fl100(0). 
我 们 从 求 ee 的 麦克 劳 林 级 数 开 始 : 


用 语言 描述 , 意思 是 


ez -Vv (ce Ea 
nl nl 2! 3! 
根据 前 面 图 框 中 的 公式 ， 


f°100)(0) = 100!x (b). 
那么 麦克 劳 林 级 数 中 z100 的 系数 是 什么 ? 可 以 看 上 面 的 麦克 劳 林 级 数 , 可 知 系数 
就 是 1/(50!), 或 者 更 正式 一 点 的 说 法 , 你 能 够 算出 ” 的 什么 值 对 应 z100. 特别 的 ， 
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我 们 想 确 定 z1% 的 倍数 z2" /nl, 而 这 就 意味 着 2n = 100, 所 以 n = 50, 对 应 的 项 为 
Zz100/(50!). 故 系数 是 1/(500. 意思 是 
Ja100(0) = 100! x 501 = -807 
(不 要 犯 将 最 后 的 表达 式 化 简 为 2! 的 错误 , 阶乘 不 是 这 样 算 的 .) 现在 想 一 想 , f(100(0) 
又 怎么 求 呢 ? 它 等 于 上 述 级 数 中 z101 系数 的 101! 倍 . 那个 系数 是 什么 ? 等 一 下 , 级 
数 中 没有 奇 次 寡 ! 换 一 种 方式 思考 , 什么 样 的 值 对 应 z101? 需要 解 2n = 101, 但 
n 必须 为 整数 , 所 以 没有 攻 zx101. 那 就 意味 着 zl01 的 系数 为 0, 所 以 
f°01(0) = 101!x 0 = 0. 
好 吧 , 我 们 来 看 一 个 更 难 的 例子 . 在 26.2.3 节 , 我 们 发 现 定 义 为 
f(z) =| sin(t3)dt, 
0 


1 100! 


的 函数 f 的 麦克 劳 林 级 数 是 
x4 ro zx1é zx 
4 103+16.5 22-7t i; 
这 个 级 数 对 所 有 的 > 都 收敛 于 f(z). 现在 我 问 : /0)(0) 是 什么 ? 652)(0) 呢 ? 为 了 
求 出 这 些 , 我 们 需要 前 面 f(z) 的 级 数 中 z50 和 z52 的 系数 . 要 知道 , 1(59) (0) 是 f(z) 
麦克 劳 林 级 数 中 z50 系数 的 50! 倍 , 当然 , 除了 处 处 用 52 代替 50 之 外 , /52(0) 也 
同 理 . 
为 了 求 上 面 级 数 中 z50 和 z52 的 系数 , 你 需要 将 级 数 写 出 来 直到 足够 长 以 便 
于 理解 . 更 好 的 方法 是 将 级 数 用 求 和 号 表示 . 之 前 我 已 经 让 你 练习 过 这 个 , 这 里 是 
相应 的 做 法 .注意 xz 的 宕 为 4 10, 16, 22, .… ,等 等 . 这 意味 着 寡 次 从 4 开始 每 
次 增长 6. 所 以 , 指数 为 6n + 4, 其 中 n 取 值 为 0, 1, 2, 3，.… , 等 等 . 现在 来 看 分 
母 , 它 是 6n + 4 与 某 奇 数 阶乘 的 乘积 . 其 中 奇数 为 1 3, 5, 7, -… ,等 等 , 故 分 母 是 
(6n 十 4(2m 十 1)!. 最 后 , 各 项 以 正 项 开始 , 正 负 交错 , 所 以 应 该 还 有 (一 1)”. 现在 我 
们 已 经 看 到 


22 


oo (一 1)”z6n+4 
f(z) = 2 (6n + A (an + Lt 
现在 我 们 可 以 求 得 z50 和 zx52 的 系数 . 对 前 者 , 解 6n 十 4 = 50 得 到 n = 23/3, 它 不 
是 整数 , 所 以 z50 的 系数 为 0. 意味 着 
了 (50)(0) = 50! x (z50 的 系数 ) = 50! x 0 = 0. 


另 一 方面 , 对 x?, 解 6n +4 = 52 得 到 ”= 8, 故我 们 可 以 通过 观察 n = 8 时 的 结果 
来 确定 z52 的 系数 . 和 式 中 n = 8 的 项 是 
(一 1)8z6x8+4 52 
(6x8 十 和 CCx8+1 52x171 


522 第 26 章 泰勒 级 数 和 办 级 数 : 如 何 解 题 


所 以 系数 是 1/(52 x 170. 最 后 ， 
1 _ 51! 
f(59(0) = 52! x (w* 的 系数 ) = 52! x 5 17 一 


注意 这 里 我 做 了 一 个 小 的 相 消 : 52!/52 = 51!, 在 向 下 进行 之 前 要 弄 明 白 这 人 么 做 的 正 
确 性 ! 

有 时 , 一 个 函数 已 经 被 关于 x = a 的 一 个 徊 级 数 定义 , 你 可 能 需要 求 这 个 函数 
在 a 处 的 某 些 导 数 . 这 个 甚至 比 前 面 的 例子 容易 些 , 因为 不 用 先 求 泰勒 级 数 . 例如 ， 
假设 f(z) 定义 为 


)™+1 n3(z— ) ne 


f(z) = 二 CD seo) 


对 所 有 z 都 收敛 (为 什么 ? ). 假设 要 求 oo)(6) 的 值 . 每 级 数 是 关于 x = 6 的 , 故 
我 们 可 以 用 公式 
了 (300)(6) = 300!x (上面 的 级 数 中 (z 一 6)300 的 系数 ) 
为 了 知道 系数 的 值 , 我 们 应 该 求 出 n 的 什么 值 给 出 了 正确 的 项 . 看 上 面 的 级 数 , (x 一 
6) 的 指数 为 3n, 所 以 我 们 需要 3n = 300 的 项 . 因此 ” = 100, 代入 后 我 们 看 到 正确 
的 项 是 
(—1)!00+11003(z — 6)300 ”一 1 000 000 


300 
100! = 一 ion (6) 


所 以 系数 是 -1 000 000/100!. 要 想 使 它 更 别致 一 点 , 可 以 将 100! 写成 100 x 99! 并 
消 掉 100, 得 到 系数 为 -10 000/99!. 总 之 , 这 个 给 出 了 

jeoof6) = 300! x -10000 _ _ 300! < 10 000 
那 要 求 f(300(6) 怎么 办 ? 可 以 证 明 寡 级 数 中 没有 (zx 一 6)301 这 项 , 所 以 答案 为 0, 这 
部 分 留 给 你 自己 完成 . 


26.4 ”利用 麦克 劳 林 级 数 求 极限 
你 也 可 以 利用 泰勒 级 数 来 求 特定 的 极限 . 特别 的 , 车 你 有 类 似 于 这 样 的 极限 


其 中 当 xz = 0 时 , 分 子 分 母 都 为 0, 则 可 以 用 洛 必 达 法 则 ; 然而 , 若 想 求 

lim e-® + zx2cos(z)—1 

Z 一 0 1 一 cos(2z3) 
的 值 , 还 那么 做 的 话 , 你 会 完全 发 疯 的 . 对 分 子 分 母 求 一 次 导 一 点 都 不 好 玩 , 更 不 必 
说 可 能 要 求 约 6 次 导 了 (结果 确实 如 此 ). 所 以 , 正确 的 方法 是 用 合适 的 麦克 劳 林 级 
数 中 足够 多 项 来 代替 看 到 的 每 一 样 东西 .“ 足 够 多 项 ”的 意思 是 什么 ? 我 们 希望 能 消 
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去 一 些 项 , 且 不 想 让 分 子 或 分 母 为 0. 我 们 先 求 到 第 8 阶 来 试 一 下 . 写 出 完整 的 麦 
克 劳 林 级 数 , 首先 , 因为 


Z2 73 
er 二 1 十 Z 十 丰 十 一 十 记 十 …， 


2 6 24° 
用 -x 代 换 z, 得 到 
4 6 8 
-2 一 1 x2 T 也 T _.. 
e 2 十 本 6 十 了 
又 因为 
也 2Z4 Zz 
cos(z) 二 1 一 313- 可 + 


通过 两 边 乘 x? 可 得 x? cos(z) 的 级 数 : 

Z4 26 28 

2134 6 

车 我 们 回 到 cos(z) 的 级 数 并 用 2z3 代 换 zx, 可 得 
cos(2z3) =1— 人 Ce 一 …: =1- 2 + Se 一 … ， 

这 里 我 们 甚至 不 需要 最 后 那 项 , 更 不 必 理 会 任何 次 数 更 高 的 项 , 因为 我 们 只 决定 到 

8 阶 . 同样 , 把 它 拿 进来 也 不 会 有 坏处 , 所 以 , 我 们 留 下 它 . 总 之 , 车 将 所 有 这 些 联系 

在 一 起 , 分 子 就 是 


ez 十 z2cos(z) 一 1 


xX? cos(Z) = z2 一 


而 分 母 变 为 
1 一 cos(2z3) 一 工 一 (1-2e+3o2-…) 一 2z8 -3z22 十.…， 


现在 代入 极限 , 我 们 有 
1 1 
lim e-*” +22cos(z)—1 _ Jim -gr (去 南 ) 2 


人 一 0 1— cos(273) Z 一 0 276 十 5 十 …. 


上 下 同 除 以 最 低 次 项 ze, 并 代入 z = 0 可 知 该 极限 等 于 
1 /1 1N\, 
8 (去 -页 ) -ys 1 
2 一 3 十 …. 
所 以 , 如 你 所 见 , 阶 数 大 于 6 的 项 都 不 用 写 出 来 (这 就 是 为 什么 我 从 不 烦心 要 


524 第 26 章 泰勒 级 数 和 办 级 数 :; 如 何 解 题 


化 简 1/24 - 1/720 的 原因 ). 基本 上 , 若 所 有 的 项 都 消去 了 , 意味 着 你 还 没 用 到 足够 
多 的 项 , 然而 如 果 还 有 什么 留 下 来 , 你 已 经 写 出 足够 的 项 并 能 继续 下 去 . 如 果 最 高 
只 能 写 到 5 阶 (或 更 少 ), 则 又 得 到 了 0/0, 所 以 你 不 会 继续 下 去 . 

我 们 再 看 一 个 例子 : 求 


。 1 1 
(ss - 5) 
这 看 起 来 不 像 一 个 分 式 , 所 以 第 一 步 要 做 些 代数 运算 . 取 公分 母 , 就 像 我 们 对 14.1.3 
节 中 洛 必 达 类 型 B1 的 极限 所 做 的 一 样 , 将 极限 写成 
ez —1— sin(z) 


现在 我 们 有 


和 


sin(z) = — + 


把 这 些 都 代入 , 极限 变 为 


现在 , 当 x 一 0 时 , 还 是 最 低 次 起 决定 作用 . 为 了 说 明 这 个 , 上 下 同 除 以 x2. 不 过 ， 
我 们 可 以 稍微 变通 一 下 : 在 分 母 上 , 我 们 想 让 两 个 因子 都 除 以 x, 这 与 整个 分 母 除 
以 z2 一 样 . 极限 变 为 


1 了 

lim 5 2 7 31 3 -1 
“0 (+ (+ GD 2 
同样, 写 出 其 他 的 项 不 会 有 什么 坏处 一 一 这 里 我 只 用 了 三 阶 , 不 过 更 高 阶 也 行 . 其 
实 , 三 阶 甚至 也 没有 进入 计算 , 分 母 中 我 们 只 用 到 了 一 阶 项 . 除非 你 是 心理 学 家 或 
对 这 样 的 事 有 很 好 的 直觉 , 否则 猜测 需要 多 少 项 真是 太 难 了 . 所 以 , 用 较 多 的 项 比 
用 较 少 的 项 要 好 一 些 , 因为 你 总 是 可 以 稍 后 略 去 它们 , 然而 若 用 太 少 的 项 , 你 甚至 
都 不 能 解 出 问题 

这 是 前 面 所 有 极限 可 行 的 真正 原因 : 若 f 有 最 低 次 项 为 avzw 的 麦克 劳 林 级 
数 , 则 
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f(x) ~ anzN, 当 zx 一 0 
我 们 在 21.4.5 节 提 过 这 个 结论 , 与 极限 比较 判别 法 联系 起 来 是 有 用 的 . 事实 上 , 上 
述 等 式 甚至 对 f 的 麦克 劳 林 级 数 对 z 大 0 不 收敛 的 情况 也 成 立 ， 所 以 没 必要 讨论 
完整 的 麦克 劳 林 级 数 : 最 低 阶 且 非 0 的 f 关于 x = 0 的 泰勒 多 项 式 足 可 以 了 . 只 
有 一 个 条 件 , f 的 第 N +1 阶 导数 在 0 附近 有 界 . 这 里 是 全 部 过 程 : 根据 泰勒 定理 ， 
我 们 有 


(N+1) 
f(7) = aNZAN 十 及 N(zZ) = QNZN 十 f (o) ZN+1 


(N+1)! ’ 
其 中 c 介 于 0 和 zz 之 间 . 现在 两 边 同 除 以 awzw 可 得 
f(x) _ f N+D (0) 
QNTN | 十 an(N+ DI 


右边 的 量 f(N+D(c)/(aw(N ++1)!) 的 绝对 值 当 z 一 0 时 有 界 , 因为 分 母 是 常数 目 我 
们 已 经 假设 分 子 是 有 界 的 ,现在 可 用 三 明治 定理 来 证 明 上 述 方程 右边 的 最 后 一 项 
在 zx 一 0 时 趋 于 0. 即 ， 


也 就 是 说 ; 
f(z) ~aNzN, 当 zx 一 0 
证 毕 . 那 又 怎样 ? 我 们 不 仅 得 到 了 一 个 利用 极限 比较 判别 法 的 随手 便利 工具 , 而 且 
我 们 已 经 证 明了 前 面 的 极限 都 是 成 立 的 . 例如 , 为 了 真正 证 明 前 面 的 极限 
ex 一 工 一 Sin(Z 
cb sin(Z)(ez 2 | 
我 们 应 该 注意 到 ee _ 1 sin(z) 有 一 个 以 zz/2 开始 的 麦克 劳 林 级 数 , 所 以 当 z _，0 
时 ez 一 1 一 sin(z) ~ z2/2. 类 似 的 , 当 z 一 0 时 sin(z) ~z, 且 当 z 一 0 时 ez 一 1~z. 
由 于 你 可 以 乘 以 或 除 以 这 些 渐 进 关 系 (但 不 能 做 加 法 或 减法 ! ), 我 们 可 以 说 
e”—1— sin(z) 7x2/2 
sin(z)(es 一 1) (2)(z)’ 
右边 就 是 1/2, 所 以 我 们 已 经 证 明了 
lim ez 一 1 一 sin(z) _ 工 
z 一 0 Sin(z)(er 一 I) 2 
在 现实 中 , 通常 上 面 的 方法 (运用 带 +… 符号 的 整个 级 数 ) 是 被 广泛 接受 的 ， 
虽然 技术 上 讲 它 只 是 在 真正 的 问题 周围 变动 . 真正 发 生 了 什么 ? 这 个 已 在 前 面 关 于 


当 z 一 0. 


第 27 章 ”参数 方程 和 极 坐 标 


至 今 为 止 , 我 们 已 经 画 过 很 多 笛 卡 儿 坐 标 系 下 形 如 y = f(z) 的 方程 的 图 像 . 现 
在 , 我 们 将 用 从 不 同 的 角度 来 看 问题 : 首先 , 我 们 将 看 一 下 当 坐 标 > 和 y 不 直接 相 
关 , 而 通过 一 个 公共 参数 相关 时 会 怎样 ; 接着 , 我 们 将 看 一 下 当 将 整个 坐标 系 换 成 
完全 不 同 的 形式 时 会 发 生 什么 . 当然 , 我 们 也 会 做 一 些 计算 . 这 是 本 章 的 计划 : 

。 参数 方程 、 图 和 求 切线 ; 

。 极 坐标 与 笛 卡 儿 坐标 的 互 换 ; 

。 求 极 坐 标 曲线 的 切线 ; 

。 求 由 极 坐 标 曲线 围 成 的 面积 . 


27.1 参数 方程 


当 写 一 个 形 如 y = z? sin(z) 的 方程 时 , 你 是 将 y 表示 为 关于 z 的 函数 . 所 以 ， 
若 已 有 z 的 特定 值 , 则 可 以 很 容易 的 通过 将 该 z 值 代 入 方程 求 出 相应 的 y 值 . 另 一 
方面 , 考虑 关系 2? + 妈 = 9. 车 已 有 一 个 特定 的 值 , 则 你 需要 稍 费 点 力气 来 求 得 
相应 的 y 值 . 其 实 , 可 能 会 有 多 个 y 值 与 给 定 的 z 值 对 应 , 也 可 能 一 个 都 没有 . 当 
然 , 你 可 以 写成 y = 土 V9 一 2 的 形式 , 意思 是 如 果 -3 < z < 3, 则 有 两 个 y 值 对 
应 于 z, 但 若 z = 土 3, 则 只 有 一 个 y 值 与 之 对 应 . 

现在 看 另 一 种 途径 : 假设 x 和 y 都 是 另 一 个 变量 t 的 函数 . 例如 , 我 们 可 设 

z=3cos(t) 和 yy = 3sin(t). 
这 里 是 让 你 将 z 看 作 关 于 t 的 函数 ; 若 你 愿意 , 甚至 可 以 写成 z(t) = 3cos(t) 的 形 
式 加 以 强调 . 对 y 同 理 . 若 选 定 t 的 特定 值 , 则 可 通过 将 该 t 值 代入 上 面 的 方程 求 
得 相应 的 > 和 y 值 . 变量 上 被 称 为 参数 , 上 述 方程 被 称 为 参数 方程 . 

上 述 这 对 参数 方程 的 图 像 是 什么 样 的 呢 ? 我 们 来 试 着 描 点 , 与 选择 一 些 z 值 并 
求 得 相应 的 y 值 的 一 般 方法 不 同 , 我 们 选择 一 些 t 值 , 并 求 得 相应 的 > 和 y 值 . 为 
了 描 点 , 只 采用 xz 和 y 值 一 一 因为 没有 + 上 轴 ! 总 之 , 因为 有 三 角 函 数 , 我 们 应 确保 
选 定 的 值 包含 x. 假定 我 们 用 王 面 的 上 值 . 


TT | | 
EE hr 
一 一 一 
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若 我 们 用 上 面 的 方程 x = 3cos(t) 和 yy = 3sin(t) 算出 了 对 应 的 z 和 yy 值 , 便 可 如 
下 填 表 . 


例如 : t = 0 对 应 于 点 (3,0), t = 7/6 对 应 于 点 (3V3/2,3/2). 上 面 5 个 点 如 图 27-1 
所 示 . 

看 似 我 们 正在 讨论 中 心 在 原点 且 半 径 为 3 
的 1/4 圆 ， 这 并 不 奇怪 , 只 要 知道 关于 三 角 函 
数 的 知识 ! (当然 , 对 任意 的 t 值 , 有 z2 十 刀 = 
(3 cos(t))?2+(3sin(t))? = 9(cos?2(t) +sin?(t)) = 9.) 
若 继 续 上 面 的 表格 一 直到 t = x, 就 描述 了 半圆 ; 
而 若 一 直到 上 = 27n, 则 得 到 整个 圆 . 那 继 续 下 去 
会 发 生 什 么 呢 ? 你 就 会 考虑 重新 描述 这 个 圆 . 若 
从 t=0 开始 , 并 令 其 向 负 方 向 继续 会 发 生 同样 
的 事 , 只 是 你 现在 沿 着 顺 时 针 方 向 走 圆 而 不 是 道 
时 针 方 向 , 注意 , 若 在 圆 上 选 一 点 (x,y), 并 不 是 
只 有 一 个 t 值 与 该 点 对 应 ! 有 无 穷 多 个 为 2r 倍数 的 t 值 与 之 对 应 . 例如 , 若 ”为 
任意 整数 , 则 1 = 2rm 对 应 xz =3 和 y==0, 即 点 (3,0). 

所 以 , 前 面 的 这 对 参数 方程 描述 了 圆 z2 + y? = 9, 至 少 t 在 一 个 足够 大 的 区 间 
(例如 , [0,2r)) 里 取 值 时 是 这 样 的 . 你 可 以 说 

z= 二 3cos(t) 和 y=3sin(t), 其 中 0<t<2x 


是 2 十 = 9 的 参数 化 . 现在 , 我 问 你 : xz? 2 = 9 的 图 像 与 上 面 参数 化 的 图 像 
一 样 吗 ? 一 样 也 不 一 样 ， 当 然 , 两 个 图 像 看 似 是 同 一 个 圆 , 不 过 参数 版 的 能 告诉 你 
更 多 : 它 可 以 告诉 你 圆 是 怎么 画 的 . 若 从 上 = 0 开始 且 连 续 移 动 到 t = 2n, 则 你 从 
(3,0) 开始 画 , 并 以 一 个 不 变 的 速度 沿 逆 时 针 方 向 画 , 直到 回 到 起 点 . 

通过 实际 观察 蜗牛 移动 和 离开 的 轨迹 , 整 件 事情 就 像 蜗 牛 留 下 的 粘液 轨迹 . 只 
看 轨迹 并 不 足以 看 出 蜗牛 移动 的 方向 它 甚至 还 可 能 往 回 走 ! 你 也 不 能 说 出 它 
沿 着 轨迹 移动 的 不 同时 间 处 的 速度 .(“ 蜗 牛 的 步 法 ”不 是 一 个 它 移动 快慢 的 科学 描 
述 .) 拥有 参数 化 就 像 是 知道 每 一 时 刻 蜗牛 的 位 置 一 样 ,能 够 让 你 知道 方向 和 速度 
这 些 额 外 的 信息 . 

那么 上 面 的 参数 化 是 z2 + yy = 9 的 唯一 可 能 的 参数 化 吗 ? 当然 不 是 . 还 有 很 
多 其 他 的 方法 可 以 画 出 相同 的 圆 . 例如 , 可 令 z = 3cos(2t) 和 y = 3sin(22), 现在 只 
需 令 t 在 0 到 间 取 值 来 包含 整个 圆 , 其 实 这 时 的 速度 是 原来 的 两 倍 . 亦 或 , 可 令 


图 27-1 
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z= 二 3sin(t) 和 y == 3cos(t), 其 中 0 < t < 2x. 现在 又 回 到 原来 的 速度 了 , 不 过 这 次 
是 从 (0,3) 开始 以 顺 时 针 方 向 而 不 是 道 时 针 方向 运动 . 可 以 通过 描 点 来 验证 这 些 绪 
困 . 
怎么 求 z2 + 4y? = 9 的 参数 化 ? 画 该 方程 的 图 像 得 到 一 个 通过 点 ( 士 3, 0) 和 
(0, 土 3/2) 的 椭圆 . 若 令 了 = 2y, 则 z2 +Y2 = 9. 这 是 新 坐标 (x,Y) 下 的 圆 , 所 以 
我 们 可 以 用 前 面 的 参数 化 : z = 3cos(9) 和 了 = 3sin(9), 0 < 8 < 2x. 现在 只 需 写 出 
= 一 Y/2 来 得 到 椭圆 的 参数 化 
z=3cos(t) 和 y= Ssin(t), 其 中 0<t<2x 

当然 , 这 不 是 唯一 的 参数 化 ! 

z6+3 = 64 呢 ? 这 里 留 给 你 来 画 这 个 曲线 , 你 可 以 看 到 该 图 像 就 像 是 一 
个 膨胀 的 “半径 ”为 6416 = 2 单位 的 圆 . 这 启发 了 我 们 可 以 改动 前 面 的 圆 的 参数 
化 ， 首先 , 我 们 需要 将 半径 改 为 2 单位 : 其 实 , x = 2cos(t) 和 yy = 2sin(t) 适合 
z2 十 包 = 4, 但 不 能 参数 化 膨胀 的 圆 ， 因为 coss( + sins( = 1 一 般 不 成 立 . 
那 我 们 怎么 调整 它 呢 ? 我们 可 用 cos(t) 的 某 些 次 帘 来 蔡 换 它 ， 且 当 我 们 对 它们 取 
6 次 方 的 时 候 , 可 得 cos2(t)， 这 应 该 是 cos1/3(t). 所 以 车 我 们 令 z = 2cosi/3(t) 和 
y = 2 sin'3(t), 则 应 该 可 行 . 我 们 来 验证 一 下 : 

£6 十 6 = (2 cosl/3(t))s + (2sin'/3(6))s = 64 co0s2(t) + 64 sin?(t) = 64, 
这 正 是 我 们 想 要 的 . 为 了 得 到 整个 曲线 , 如 前 面 一 样 我 们 令 t 在 0 到 2 间 取 值 . 


参数 方程 的 导数 


这 是 一 本 微 积分 书 , 所 以 我 们 最 好 对 这 些 参数 的 东西 求 微 积分 . 为 了 求 曲 线 的 
切线 方程 , 我 们 当然 要 求 导数 . 由 于 x 和 y 都 是 关于 t 的 函数 , 我 们 要 用 到 链 式 法 
则 . 就 是 说 

dy _ yas 

dt dzdt 
两 边 除 以 dz/dt, 整理 后 得 

dy _ dy/dt 

dz dz/dt 
若 把 x 看 作 z(t), 对 y 类 似 , 则 可 将 该 方程 另 写 为 

dy _ yO 

dz x(t) 
我 们 用 3 个 例子 来 看 一 下 如 何 应 用 . 

首先 , 假定 我 们 要 求 参 数 曲 线 上 对 应 于 t = 1/2 的 点 处 的 切线 斜率 和 切线 方程 ， 
参数 曲线 定义 为 


z=e2t, y=sin l(t), -1l<t<1. 


求 导 , 我 们 有 
dz zenmdy 1 
ue AE 
由 于 我 们 只 关心 点 + = 1/2, 我 们 也 需要 立即 求 + = 1/2 处 的 导数 , 可 得 
di 和 2 
dt e dt 1—1/4 v3 


故 在 t= 1/2, 我 们 有 
dy dy/dt 2/v3 _ &e 


dr dz/dt ~2/e V3 
太 好 了 一 一 我 们 已 经 求 出 了 斜率 . 那 切 线 呢 ? 该 直线 过 点 (x,y) 且 斜 率 为 dy/dz， 
我 们 知道 斜率 是 多 少 , 但 z 和 y 呢 ? 我 们 需要 将 上 = 1/2 代入 原 zx 和 的 方程 , 可 


知 z=e-207/0) = 1/e 和 yy= sin-1(1/2) = /6. 所 以 切线 的 方程 为 
n e 1 
"和 人- 


© 1 Tt 
y= yg 育 十 3 十 6: 
现在 看 一 个 更 琼 手 的 例子 . 假设 我 们 要 求 曲 线 z5 十 ys = 64 在 点 (一 25/6, 25/6) 
处 的 切线 方程 ，( 应 当 将 该 点 代入 原 方 程 验证 它 是 否 在 曲线 上 .) 该 问题 可 通过 隐 
函数 求 导 来 完成 , 不 过 这 里 我 们 试 着 用 前 一 节 末 的 参数 化 > = 2cosV3( 和 4 = 
2sin1/3(t) 来 完成 , 这 里 0 < t < 2r. 得 到 


稍 作 化 简 后 为 


至 一 -3 cos-2/3(#) sin(t) 和 VY 一 3 sin-2/3(0) cos(t). 
故 由 链 式 求 导 法 则 ， 
dy dy/d 3 sin-2/3() cos(t) cos5/3(t) 
dx dz/dt 加 -3 cos™—2/3(t) sin(t) sin5/3(¢) | 


我 们 欲 知 在 点 (一 25/6, 25/6) 会 发 生 什 么 . 令 z = -25/6, 由 于 x = 2 cos!1/3(t), 可 
知 2cos1/3(t) = 一 25/6, 所 以 coslt) = -1/V2. 车 对 y 采用 相同 讨论 , 将 会 发 现 
sin( = 1/V5. 现在 可 以 求 出 二 车 想 求 t, 你 应 该 可 知 上 = 3r/4 是 0 到 2r 之， 
间 的 唯一 解 . 不 过 无 论 如 何 , 你 都 不 必 求 t, 信和 不信 由 你 ! 知道 sin(t) 和 cos(t) 的 值 
就 足够 代入 前 面 dy/dz 的 表达 式 得 出 

dy _ coss/3(0) C/V) 


dz sn) (UVB 
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故我 们 已 经 求 出 了 切线 的 斜率 为 1 为 了 求 切线 方程 ,我 们 知道 它 过 点 (x,y) = 
(一 25/6, 25/6) 且 斜 率 为 1. 所 以 它 的 方程 为 
y 一 25/6 一 1(z 一 (一 25/9)); 
要 确保 能 理解 为 什么 可 以 化 简 为 
y= x+ 211/6. 
现在 来 看 最 棘手 的 例子 (至 少 从 概念 上 讲 是 如 此 ). 如 果 给 定 下 面 的 参数 方程 
z=4t2-4 和 ?= 和 2 站 -28,t 为 所 有 实数 . 

这 些 方程 描述 了 x,y 平面 的 一 条 曲线 , 我 们 来 求 一 下 该 曲线 在 原点 的 任意 切 
线 方程 . 注意 我 说 的 是 “任意 ”而 不 是 “ 某 个 ”. 这 是 有 原因 的 ! 我 们 来 求 一 下 原点 
对 应 的 值 . 在 原点 , x 和 y 的 值 都 为 0, 故 需 x =7r(t2 一 1)=0 和 w=2(t-8)=0. 
第 一 个 方程 仅 当 #2 = 1 时 成 立 , 故 t 值 为 +1; 这 两 个 值 都 满足 第 二 个 方程 . 结论 是 
曲线 在 t= 1 和 t= 一 1 时 都 过 原点 . 现在 我 们 知道 

dy dy/dt 2—68 1 3 


dr drz/dt 8t 和 4 
当 /上 = 1, 我 们 有 dy/dz = 一 1/2, 所 以 该 问题 中 的 切线 过 原点 且 斜 率 为 -1/2. 因此 
对 应 的 切线 方程 为 y = 一 zx/2. 另 一 方面 , 当 t= -1 我 们 有 dy/dz = 1/2, 此 时 的 
切线 方程 为 y = zx/2. 下 面 我 们 通过 曲线 的 图 像 来 说 明 为 什么 会 这 样 . 取 t 的 一 些 
值 并 计算 出 相应 的 > 和 vy 值 . 


图 27-2 
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我 们 看 到 确实 在 原点 有 两 条 切线 , 看 起 来 它们 的 斜率 为 1/2 和 -1/2 也 是 有 道理 的 . 
假设 现在 我 们 要 求 上 述 参数 方程 在 上 = 1 处 的 二 阶 导数 . 求 d2y/dzz 的 秘密 就 
是 将 其 看 作 dy'/dz. 即 , 把 二 阶 导数 看 作 y 的 导数 , 而 y/ 是 y 关于 z 的 导数 . 现 
在 问题 就 变 得 简单 了 , 我 们 已 经 在 前 面 看 到 
y= dy _1 3 


dx 4t 4 
故 先 不 要 将 t= 1 代入 , 利用 链 式 求 导 法 则 (和 xz = 4t? 一 4) 得 


EN 1 3 
dy dy dy/dt dt\4t 4/) RR 1 1 3 
d 
Cr4t2 _ 
于 (4t2 4 


dz2 dz dz/dt 


最 后 代入 + 二 1 得 


8t 3213 32t" 


d2y 1 8 1 


dz 32 32 8- 

看 前 面 的 图 像 来 做 实际 检查 .，t = 1 对 应 的 曲线 部 分 是 y 轴 左 侧 环线 的 上 半 
部 分 , 它 一 直 向 下 穿 过 原点 移动 到 第 四 象限 . 车 你 只 关注 曲线 上 原点 附近 的 这 部 分 ， 
可 以 看 到 这 部 分 其 实 是 下 目的 , 故 至 少 我 们 可 以 确信 二 阶 导数 为 负 , 这 与 我 们 前 面 
发 现 的 一 样 . 
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假设 你 的 朋友 站 在 一 个 很 大 的 平地 上 一 处 你 俩 都 认为 是 原点 的 点 ， 你 会 告 i 
他 或 她 如 何 到 达 平 地 上 的 另 一 点 . 如 果 利用 笛 卡 儿 坐 标 系 , 则 你 会 告诉 你 的 朋友 走 
到 点 (z,y), 意思 是 你 的 朋友 应 该 向 东 走 x 个 单位 , 然后 再 向 北 走 y 个 单位 . (之 前 
你 们 得 先 确定 所 用 的 单位 .) 当然 , 若 z 和 yg 是 负 的 , 意味 着 你 朋友 要 往 回 走 一 定 的 
单位 . 你 的 朋友 也 可 以 先 向 北 走 y 个 单位 , 然后 再 向 东 走 z 个 单位 , 仍 可 使 他 或 她 
到 达 相 同 的 地 点 . 

亦 或 , 你 可 以 让 你 的 朋友 面 朝 东 , 然后 告诉 他 或 她 向 逆 时 针 方向 转 一 个 角度 (还 
是 站 在 原点 ). 若 角 度 是 负 的 , 意味 着 你 朋友 应 该 顺 时 针 转 ， 然 后 , 告诉 你 朋友 沿 着 
他 或 她 面 对 着 的 方向 行进 一 定 的 距离 . 若 该 距离 是 负 的 , 则 向 相反 方向 行进 ， 此 时 
与 笛 卡 儿 坐 标 (z,y) 不 同 , 你 朋友 将 到 达 (7, 0), 这 里 9 是 转 过 的 角度 , 7 单位 是 行 
进 的 距离 . 

车 你 想 描 述 的 点 是 原点 , 则 可 以 告诉 你 朋友 , (0, 6) 为 任意 角 . 他 或 她 转 过 多 少 
度 是 没有 关系 的 因为 没有 行进 , 故 你 的 朋友 还 是 在 原点 . 还 可 以 知道 将 2x 加 
到 角 9 上 与 不 加 没有 区 别 . 你 朋友 只 会 在 9 基础 上 原 地 转 一 圈 . 对 于 加 4r、6r 或 
其 他 任何 2r 的 整数 倍 , 甚至 负 整 数 倍 都 一 样 , 加 多 少 取决 于 你 有 多 狠心 , 让 你 的 朋 
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友 在 原 地 无 目的 的 旋转 很 多 轿 只 会 让 他 或 她 眩 掌 ! 总 之 , 现在 该 看 些 公 式 了 . 
27.2.1 ” 极 坐 标 与 箔 卡 儿 坐标 互 换 
考虑 极 坐 标 系 下 的 点 (7,9), 如 图 27-3 所 示 . 


P 要 知道 , 你 的 朋友 站 在 原点 面 朝 z 轴 正 方向 , 然后 逆 时 
入 |， 针 旋 转 9 角 , 然后 向 前 行进 > 单位 到 达 点 了 P. 那么 已 的 和 
卡 儿 坐标 (z,y) 是 什么 呢 ? 我 们 知道 cos(9) = z/r 和 sin(6) = 
2/r, 因此 有 
图 27-3 z=rcos(0) 和 y = r sin(O). 


(将 这 个 例子 与 前 面 27.1 节 的 例子 x = 3cos(t), y = 3sin(t) 进行 比较 .) 总 之 , 这 些 
方程 展示 了 如 何 将 极 坐 标 转换 为 笛 卡 儿 坐 标 . 例如 , 极 坐 标 系 下 的 点 (2,117/6) 的 
笛 卡 儿 坐 标 是 什么 ? 首先 , 画图 以 便 理解 (如 图 27-4 所 示 ). 
根据 图 片 可 知 相 应 的 角 为 2x 一 1llr/6,， 即 /6， 该 点 在 
第 四 象限 , 所 以 余弦 值 为 正 且 正弦 值 为 负 , 由 此 可 得 z = 
2cos(llr/6) = 2. (V3/2) = V3, 还 有 y = 2sin(11x/6) = 
2. (-1/2) = 一 1. 因此 笛 卡 儿 坐 标 是 (V3, 一 1). 了 
通常 将 外 语 翻 译 成 母语 总 比 将 母语 翻译 成 外 语 容 易 P 
些 , 极 坐 标 也 一 样 . 从 第 卡 儿 坐标 转化 到 极 坐 标 要 稍 难 一 
些 . 容易 的 部 分 是 7, 因为 由 多 股 定理 ( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 知 27-4 
2 一 22 十 9%2. (也 可 以 通过 将 前 面 图 框 中 的 方程 取 平 方 , 然后 加 起 来 并 运用 cos?(z) 十 
sin2(z) = 1 来 得 到 这 个 等 式 .) 那么 9 呢 ? 我 们 知道 若 z 关 0, 则 tan(9) = y/z, 但 这 
并 未 告诉 我 们 9 的 确切 值 . 我 们 总 可 以 将 x 的 整数 倍加 到 9 上 而 不 改变 tan(b) 的 
值 . 所 以 你 应 该 画 一 个 图 看 看 具体 情况 . 这 是 上 面 情形 的 总 结 : 


r=22+ 8 tan(b) = 二 ， 若 z 关 0, 但 要 检验 象限 ! 


我 们 来 看 一 个 例子 : 假设 我 们 想 将 (-1, -1) 写 
.GE ”错误 的 点 成 极 坐 标的 形式 . 若 将 x = -1 和 ?= -1 代入 上 
和 和 面 的 公式 , 得 到 = (一 1)? 十 (-1)? =2 和 tan(9) = 
‘4 (一 1)/(-1) = 1. 所 以 看 似 r = V2 和 0 = tan-!(1) = 
r/4. 但 是 , 这 是 不 对 的 ! 检验 图 27-5. 
极 坐 标 系 下 的 点 (V2, 7/4) 是 错误 的 点 , 因为 它 
在 第 一 象限 . 正确 的 点 在 第 三 象限 , 如 你 在 图 中 所 见 ， 
图 27-5 极 坐 标 应 为 (V2, 57x/4). 
那么 , 我 们 错 在 哪儿 了 呢 ? 实际 上 我 们 由 tan(9) = 1 推出 8 = n/4 却 态 了 另 一 
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个 答案 9 = 5x/4. 其 实 , 我 们 还 得 到 ”2 = 2, 所 以 + = V3, 合 掉 解 > = -v5. 车 再 
看 一 下 上 面 的 图 , 可 以 看 到 点 (1, -1) 也 可 以 写成 极 坐标 (一 V2,r/4). 若 你 的 朋友 
面 朝 错 误 的 点 站 在 原点 , 然后 往 回 走 V2 个 单位 , 则 最 后 他 或 她 将 走 到 正确 的 点 处 . 

现在 我 们 有 两 种 方式 将 (1, -1) 写成 极 坐标 : V2, 5r/4 和 (V3,w/4). 但 这 
些 不 是 全 部 方式 , 在 9 上 加 2r 的 任何 整数 倍 也 一 样 . 故 , 该 点 可 用 的 所 有 极 坐 标 


如 下 : 


(v5 这 十 2m)， (—v3, 了 十 2rmj (n 为 整数 ). 


上 面 列表 中 有 无 穷 多 对 (7,9) 在 两 个 族 中 , 它们 都 描述 了 平面 中 的 同一 个 点 (1, -1)! 
幸运 的 是 几乎 在 每 一 个 问题 中 , 我 们 都 只 要 一 对 (7,0), 习惯 上 选择 +>0 且 0 在 0 
到 2r 之 间 的 那 对 . 所 以 , 倘若 你 能 理解 这 不 是 唯一 的 极 坐 标 形式 , 说 (-1, -1) 有 
极 坐 标 (V2, 5r/4) 就 可 以 了 . 

另外 一 些 例子 : 笛 卡 儿 坐 标 为 (0,1)、(-2,0) 和 (0, -3) 的 点 的 极 坐 标 是 什么 ? G 
在 相同 坐标 轴 下 画 出 这 些 点 (如 图 27-6 所 示 ). 
在 运用 前 面 的 公式 tan(0) = y/z 时 会 遇 到 些 麻烦 . 
例如 , 在 点 (0,1) 处 会 得 到 tan(6) = 1/0, 而 这 是 
没有 定义 的 . 忘记 这 个 公式 吧 ! 只 看 图 就 能 知道 
我 们 要 找 的 角 是 r/2, 故 (0,1) 有 极 坐 标 (1, /2). 
类 似 的 , (一 2,0) 有 极 坐标 (2, zt), (0, -3) 有 极 坐 标 
(3,3r/2). 当然 , 有 无 穷 多 个 答案 . 例如 , 点 (0, -3) 
经 常 被 写 为 极 坐标 (3, 一 x/2) 而 不 是 (3, 3r/2). 总 
之 ,需要 对 很 多 点 练习 笛 卡 儿 坐 标 和 极 坐 标的 互 
换 , 直到 熟练 为 止 . 


让 我 们 在 前 进 之 前 先 停 下 来 想 一 想 . 你 知道 那 
些 经 常 在 有 潜艇 的 电影 里 看 到 的 发 着 绿 光 且 发 出 
“ 哗 、 哗 、 哗 ………: ”声音 的 雷达 屏幕 吗 ? 那些 屏幕 
就 如 图 27-7 所 示 . 

这 就 是 极 坐 标 系 里 的 “格子 ">， 你 知道 ,一 个 
通常 的 格子 包含 z 为 常数 的 一 些 线 (垂直 的 线 ) 
和 y 为 常数 的 一 些 线 (水 平 的 线 ). 若 在 极 坐标 系 
下 , 则 应 该 画 一 些 > 为 常数 的 曲线 , 和 一 些 9 为 

27-7 常数 的 曲线 . ” 等 于 某 常 数 C 的 这 些 点 构成 一 个 
以 原点 为 中 心 , C 个 单位 为 半径 的 圆 , 而 6 为 常数 的 点 构成 一 条 以 原点 为 起 点 的 射 
线 . 上 图 显示 了 其 中 的 一 些 这 样 的 圆 和 射线 . 所 以 , 你 可 能 之 前 已 经 见 过 极 坐 标 , 只 
不 过 从 未 意识 到 ! 


to 


O 
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27.2.2 ” 极 坐 标 系 中 画 曲 线 


假设 你 知道 某 函 数 f 的 极 坐 标 方程 > = 了 (9), 且 欲 画 极 坐 标 系 下 的 所 有 点 (7, 0) 
的 图 像 , 其 中 > = 7(9) 在 9 给 定 的 范围 内 取 值 . 这 个 做 起 来 不 简单 , 或 许 最 好 的 方 
法 就 是 画 一 个 函数 值 表 并 描 点 ， 先 画 > = /6) 的 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 图 像 也 是 有 帮 
助 的 . 例如 , 为 了 画 极 坐标 系 下 > = 3sin(9) 的 图 像 , 其 中 0 < 6 < x, 我 们 先 画 出 
7 二 3sin(0) 以 和 0 为 笛 卡 儿 坐 标 轴 的 图 像 (如 图 27-8 所 示 ). 


7 一 3 sin (8) 


图 27-8 


该 图 说 明 随 着 角 由 0 转 到 r, 距离 x 由 0 增加 到 3, 然后 在 角度 回 
到 x 时 回 到 0. 所 以 所 求 的 曲线 如 图 27-9 所 示 . 
0 这 个 图 看 上 去 有 点 惨 . 为 了 给 它 绷 紧 一 下 , 我 们 可 以 写 出 如 下 的 函 
27-9 数值 表 . 


| 
3/2 3/vV2 V3/2 V3/2 3/V3 | 3/2 | 
画 出 这 些 点 , 可 得 到 图 27-10. 
所 以 它 其 实 像 一 个 真正 的 圆 ， 不 像 我 们 之 前 尝试 画 的 
那个 样子 很 凄惨 的 图 . 其 实 , 我 们 可 以 通过 将 其 转换 成 
笛 卡 儿 坐 标 来 验证 . 事实 上 , 由 于 vy = "sin(9), 且 我 们 
有 7 = 3sin(0), 可 以 消除 9 得 到 "2 = 3y， 另 一 方面 ， 
r2 二 2 十 优 , 故我 们 得 到 xz? 十 如 = 3y. 将 3y 移 到 左 
边 并 凌 成 关于 y 的 完全 平方 式 可 得 zx? 十 (y -3/2)? = 
(3/2)2, 它 是 以 (0,3/2) 为 圆心 且 3/2 为 半径 的 圆 . 这 
与 上 面 的 图 像 一 致 . 现在 , 可 自行 验证 若 6 从 x 变 到 
2n, 结果 只 是 沿 着 该 圆 又 描 一 饥 . 图 27-10 

我 们 来 看 另 一 个 例子 . 假定 我 们 要 画 曲 线 "= 1 十 2cos(0), 其 中 0 和 9< 和 2r 的 
图 像 . 首先 , 注意 笛 卡 儿 图 像 (如 图 27-11 所 示 ). 
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r=1+2 cos(0) 


图 27-11 


求 出 图 像 在 9 轴 (就 是 通常 被 认为 是 z 轴 的 水 平 轴 ! ) 的 交点 是 很 重要 的 . 你 知道 ， 
在 9 轴 的 交点 处 7 = 0, 所 以 这 时 极 坐 标 系 下 的 图 像 应 该 回 到 原点 . 在 这 个 例子 中 ， 
我 们 有 1 十 2cos(0) = 0, 意味 着 cos(9) = --1/2、 由 于 cos(9) 是 负 的 , 9 必须 在 第 
二 或 第 三 象限 . 而 且 相 应 的 角度 是 cos-1(1/2), 即 x/3. 我 们 推出 了 当 4 = 2r/3 或 
4r/3 时 > = 0, 如 上 图 所 示 . 
现在 开始 画 + = 1 十 2cos(9) 的 极 坐 标 图 像 . 随 着 9 从 0 增加 到 2x/3, 距离 7 从 
3 递减 到 0, 当 9 = r/2 时 穿 过 1. 这 是 目前 为 止 我 们 可 得 到 的 图 (如 图 27-12 所 示 ). 
等 r= 1 十 2 cos(0) 


27 
0 过 9 三 3 


27-12 
随 着 9 从 2r/3 增加 到 x, 距离 > 递减 到 -1. 意思 是 我 们 要 折 回 到 第 四 象限 ,而 不 
是 停留 在 第 二 象限 , 图 27-13 可 以 说 明 ， 


2™ r=1+2 cos(0) 
3 0<0<" 


图 27-15 

关于 上 述 曲 线 的 一 些 事实 . 

(1) 由 7 = 1+cos(0) 确定 的 曲线 称 为 心 形 线 . 曲线 7 一 十 3 cos() 是 蜗牛 形 
曲线 的 一 个 例子 , 而 心 形 线 是 蜗牛 形 曲 线 的 特例 . 

(2) 在 上 面 > = sin(36) 的 图 像 中 , 角 9 只 从 0 取 到 r. 当 0 从 取 到 2r 时 ,图 
像 折 了 回来 , 就 像 贺 > = sin(9) 的 情形 一 样 . 

(3) 曲线 7 = 9 / x 是 阿 基 米 德 螺旋 线 的 一 个 例子 , 该 曲线 不 是 周期 的 : 随 着 8 
的 增加 , 螺旋 变 得 越 来 越 大 . 

(外 曲线 7 = 2/(1+sin(g)) 看 起 来 像 一 个 抛物 线 . 实际 上 , 你 可 以 证 明 给 定 的 方 
程 在 笛 卡 儿 坐 标 下 为 z2 = 4 一 4y. 
27.2.3 ” 求 极 坐标 曲线 的 切线 


幸运 的 是 , 求 极 坐标 曲线 的 切线 就 是 求 参数 方程 确定 的 曲线 的 切线 的 特殊 情 
形 . 我 们 已 经 在 第 27 章 开始 部 分 讨论 过 该 问题 的 一 般 求解 方法 . 我 们 来 看 一 下 在 
极 坐标 下 怎么 运用 这 个 方法 . 
我 们 有 ”> = 7(6)， 且 欲求 该 曲线 上 某 点 处 的 切线 . 利用 xz = rcos(9) 和 yy = 
rsin(0), 我 们 可 以 有 
z = f(0) cos(0) 和 y = f(0) sin(O); 
这 意味 着 z 和 y 都 被 9 参数 化 了 . 根据 前 面 第 27 章 开 始 部 分 的 公式 , 我 们 有 
dy ”dy/db 
dr dz/db 
这 就 给 出 了 通常 的 切线 斜率 . 最 后 , 我 们 只 需 代 入 我 们 所 关心 的 9. 这 就 是 该 问题 
的 全 部 , 不 过 让 我 们 来 看 一 下 讨论 实例 时 的 情况 ， 
考虑 给 定 的 极 坐 标 下 的 曲线 > = 1 + 2cos(0). 我 们 前 一 节 画 过 该 曲线 图 像 , 假 


设 我 们 欲求 穿 过 极 坐标 为 (2, 7x/3) 的 点 的 切线 方程 ， 首先 , 我 们 做 一 个 检查 : 这 个 


点 在 曲线 上 吗 ? 当 9 = nf/3, 我 们 有 1 + 2cos(0) = 1 + 2cos(r/3) = 2, 即 给 出 了 


Saa 
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r 的 值 . 所 以 该 点 的 确 在 曲线 上 .下 一 步 , 我 们 要 求 出 切线 的 斜率 dy/dz. 我 们 有 
2 一 ”cos(g) = (1 十 2cos(9))cos(0) 和 yy = rsin(g9) = (1 十 2cos(9)) sin(9). 我 们 需要 
求 出 dy/dg 和 dx/d9. 不 幸 的 是 , 这 里 要 用 到 积 的 求 导 法 则 , 不 过 还 不 算 太 糟 . 这 
里 留 给 你 自行 验证 
YY = _2sin2(b) + (1 + 2 cos(0)) cos(9) 和 = _ sin(0)(1 + 4cos(0)), 
所 以 我 们 有 
dy _ dy/d —2 sin2(0) + (1 + 2 cos(0)) cos(0) 
dz dzx/d0 — sin(0)(1 + 4cos(0)) 
我 们 想 知 道 当 9 = /3 时 会 怎样 , 所 以 将 其 代入 . 应 该 可 得 
Gy _ -28/D+Q+20/2)0/2) 1 
dz —(V3/2)(1 + 4(1/2)) 3V3 
所 以 我 们 知道 了 所 求 直 线 的 斜率 . 现在 只 需 找到 直线 穿 过 的 一 个 点 . 显然 那个 点 为 
极 坐 标 下 的 (2, r/3), 不 过 我 们 需要 它 的 笛 卡 儿 坐 标 . 因此 , 只 需 用 x = rcos(6) 和 
y 二 7sin(0) 来 得 到 xz = 2cos(x/3) =1 和 ?7 = 2sin(r/3) = V3. 太 好 了 , 我 们 要 求 的 
直线 过 点 (1, V3), 且 斜 率 为 1/3V3. 这 条 线 为 


1 
V3 
稍 加 化 简 后 得 到 我 们 要 求 的 答案 


1 
y 二 5 十 8)， 


那 这 条 曲线 在 原点 处 的 切线 呢 ? 见 27.2.2 节 中 > = 1 十 2cos(9) 的 图 像 , 可 以 看 到 
在 那 点 应 该 有 两 条 切线 ! 不 过 , 我 们 还 是 能 求 出 它们 的 方程 ， 事实 上 , 我 们 知道 当 
7 二 0 时 曲线 过 原点 , 且 在 前 一 节 我 们 看 到 此 时 9 = 2r/3 或 9 = 4r/3. 可 以 验证 ， 
将 这 些 9 值 分 别 代 入 前 面 dy/dz 的 方程 可 得 到 -V3 和 V3. 由 于 两 条 切线 过 原点 ， 
它们 必 有 方程 y = -V3z 和 wy = V3z. 事实 上 , 这 些 直 线 补 齐 了 对 应 于 9 = 2r/3 或 
9 = 4m/3 的 射线 , 如 图 像 ( 见 27.2.2 节 ) 上 的 虚线 所 示 . 


27.2.4 ” 求 极 坐 标 曲 线 围 成 的 面积 


车 想 求 由 极 坐 标 曲 线 x = 了 (9) 围 成 的 面积 , 其 中 f 假设 是 连续 的 , 则 我 们 需 
要 求 积 分 . 接 下 来 呢 ? 我 们 只 需 建 立正 确 的 黎 曼 和 . (回顾 黎 曼 和 , 参见 16.2 节 .) 假 
设 我 们 取 介 于 9 和 06+ db 闻 的 一 小 块 角 . 沿 这 块 角道 时 针 方 向 移动 ,+ 则 从 jb) 
缓慢 移动 到 f(9 + db). 车 db 很 小 , 则 * 没有 机 会 移动 到 离 /(6) 很 远 的 地 方 , 所 以 
我 们 可 以 用 半径 为 "> = f(0), 角 为 d9, 以 原点 为 中 心 的 一 小 块 饼 图 来 近似 所 求 的 横 
形 , 如 图 27-16 所 示 . 


Wg 人 4 
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Ag 4 
“″ 近似 区 域 


4 “实际 区 域 0 
27-16 
遍 形 的 面积 是 半径 平方 的 二 分 之 一 于 以 记 形 的 角 (当然 是 弧度 角 ! ) 所 以 ,我 
们 可 以 近似 模 形 的 面积 (平方 单位 ) 为 3(f(0))?d9, 即 5rdg. 当 6 从 名 变 到 4 
时 , 整个 面积 可 通过 将 所 有 的 模 形 面积 加 起 来 并 令 4 间 减 于 0 来 得 到 , 推出 ?下 
面 的 积分 : 


(在 + 二 了 (0) 之 内 , 介 于 9=90 和 6 = 9 之 间 的 面积 )= | 1.2qg. 


跟 平 时 一 样 , 面积 以 平方 为 单位 . 

我 们 将 这 个 公式 用 于 曲线 x = 3sin(0), 其 中 0 < 9 < x 由 27.2.2 节 可 知 , 该 
曲线 是 一 个 半径 为 3/2 个 单位 的 圆 , 所 以 它 的 面积 应 该 为 x(3/2)?, 即 9r/4 平方 单 
位 . 让 我 们 来 证 明 它 . 我 们 有 

面积 = 站 ae = 3 Gainc0)?a0 = 3 | saoao 
这 个 积分 可 以 用 二 倍 角 公式 来 求解 , 就 像 19.1 节 开 始 所 描述 的 那样 . 请 验证 答案 
为 9rr/4. 

这 是 一 个 更 难 的 例子 . 让 我 们 试 着 求 由 曲线 > = 1 + 2cos(6) 围 成 的 形 如 新 月 

形 面包 的 区 域 的 面积 , 如 图 27-17 所 示 . 


2T 7 一 1 十 2 cos(0) 
0 大 0 三 2T 


图 27-17 


@ 要 证 明 这 个 公式 ， 需 要 考虑 /j(9) 的 最 大 值 和 最 小 值 来 确定 面积 的 上 和 与 下 和 ,其 中 9 取 值 于 
[960,91] 的 子 区 间 , 然后 证 明 当 分 割 的 区 间 趋 于 0 时 , 上 和 与 下 和 都 收敛 于 相同 的 值 
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540 第 27 章 参数 方程 和 极 坐 标 


看 来 应 该 能 够 利用 公式 求 得 我 们 要 求 的 面积 为 
1 


2 1 2 
| 172d0 = | (1 + 2 cos(0))?2d0. 
0 2 2 0 


同样 , 求 这 个 积分 还 要 用 到 二 倍 角 公式 . 你 可 自己 证 明 
2 ja + 2c0s(0))*d0 = 30 + 2sin(0) + 3 sin(20) + CO, 


上 面 的 定 积 分 可 以 通过 代入 9 = 2x 和 0 = 0 并 相 减 得 3x 而 求 得 . 不 幸 的 是 , 这 不 
是 正确 的 答案 . 问题 出 在 当 6 位 于 2x/3 和 4r/3 之 间 时 , 7 为 负 . 由 于 面积 公式 中 
包含 ”2, 因此 无 法 辨别 正 负 面积 . (这 与 笛 卡 儿 坐 标 下 的 情况 大 不 相同 , 在 笛 卡 儿 坐 
标 系 中 , y 轴 以 下 都 为 负 .) 所 以 , 我 们 真正 求 得 的 是 在 曲线 > = |1 + cos(20)| 里 的 面 
积 , 如 图 27-18 所 示 . 


7 一 |1 十 2 cos(0)| 
0 三 0 三 2 


图 27-18 


为 了 修正 这 个 情况 , 我 们 需要 求 垂直 轴 左 侧 的 小 环 内 的 面积 , 然后 从 原 面积 中 
减 去 两 次 . 为 什么 两 次 ? 因为 减 去 一 次 只 是 得 到 上 面 图 中 剩 下 的 阴影 部 分 面积 , 而 
我 们 其 实 是 想 在 该 区 域 前 去 一 个 小 环 来 得 到 我 们 需要 的 面积 . 那么 如 何 求 小 环 内 的 
面积 呢 ? 重复 上 面 的 积分 , 不 过 这 次 从 2x/3 到 4r/3: 


1 4T/3 
小 环 的 面积 = 3 | ” (1 十 2cos(0))2d0. 


现在 应 该 用 前 面 的 反 导 来 求 积 分 值 , 结果 为 (x 一 3V3/2) 平方 单位 . 因此 , 最 后 可 以 
将 我 们 要 求 的 面积 表示 成 3 平方 单位 减 去 两 倍 的 小 环 面积 , 然后 计算 出 该 面积 : 


我 们 要 求 的 面积 3x 一 2 ( 将) = (r 十 3V3) 平方 单位 . 


如 该 例 所 示 , 车 + 可 能 为 负 , 在 利用 上 述 公 式 求 极 坐标 系 下 的 面积 时 要 非常 
小 心 . 
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为 什么 有 些 二 次 方程 这 么 有 趣 昵 ?二 次 方程 zz -~ 1 可 以 有 两 个 根 (1 和 一 1)， 
而 可 怜 的 zz + 1 则 没有 根 , 因为 它 的 判别 式 为 负 . 为 了 能 够 稍 做 平衡 , 我 们 引入 复 
数 的 概念 . 利用 复数 , 任何 一 个 二 次 方程 都 有 两 个 根 ?2， (可 认为 (z 一 oa)? 的 复 根 a 
为 两 个 根 .) 总 之 , 这 是 我 们 即将 讨论 的 复数 内 容 : 

。 基 本 运算 (加 法 、 减法 、 乘法、 除法 ) 及 解 二 次 方程 ; 

。 复 平面 及 复数 的 第 卡 儿 和 极 坐 标 形 式 ; 

。 复数 的 高 次 宕 ; 

。 解 形 如 z” = ww 的 方程 ; 

。 解 形 如 ex = ww 的 方程 ; 

。 利 用 帘 级 数 和 复数 的 一 些 技 巧 求解 一 些 级 数 问 题 . 


28.1 ' 基 础 


不 能 取 一 1 的 平方 根 着 实 有 点 令 人 失望 . 然而 , 我 们 接 下 来 就 要 做 这 件 事 . 我 
们 创造 一 个 -1 的 平方 根 并 称 之 为 i. 好 的 , 这 样 我 们 就 有 认 = -1. i 是 -1 唯一 的 
平方 根 吗 ? 不 , 一 也 应 该 是 一 个 平方 根 , 因为 如 果 世 界 上 有 公平 这 回 事 的 话 , 则 

(-2)? = (-1)*(0)? =1(-1) = 一 1. 

(事实 上 世界 是 公平 的 : 最 后 这 一 系列 的 等 式 是 正确 的 .) 由 于 这 +1=0 且 (一 让 ?十 
1 = 0, 现在 我 们 有 二 次 方程 zz + 1 的 两 个 根 一 一 但 它们 不 是 实 根 : 它们 是 虚 根 . 
那 2 呢 ? 它 也 是 虚 的 . 实际 上 , (20)2 = 2222 = 4(-1) = -4 所 以 (2i)? 是 一 个 负数 . 
故 , 我 们 说 一 个 数 是 虚数 , 意思 是 它 的 平方 是 一 个 负数 . 虚数 的 唯一 形式 为 yi, 其 
中 y 是 不 等 于 0 的 实数 . 也 可 用 iy 代替 yi 表示 虚数 . 

现在 , 你 可 以 对 实数 和 复数 进行 加 减 , 如 2 - 3i, 但 不 能 化 简 结果 . 用 这 种 方法 ， 
我 们 得 到 所 有 的 复数 , 即 所 有 形式 为 x 二 iy 的 数 , 其 中 > 和 y 为 实数 . 全 体 复数 的 
集合 通常 用 符号 C 来 表示 . 注意 所 有 虚数 都 是 复数 , 如 2; = 0+ 2i; 所 有 实数 也 都 
是 复数 , 如 -13 = -13 + 0i. 每 个 复数 都 有 实 部 和 虚 部 . 若 z = z 十 iy, 则 实 部 是 z， 

@ 令 人 惊奇 的 是 它 也 对 更 高 次 的 多 项 式 成 立 : 任何 次 数 为 n 的 多 项 式 有 m 个 复数 根 ( 重 根 也 算 在 


内 ). 这 是 源 于 所 谓 的 代数 基本 定理 , 但 那个 方法 不 在 本 书 讨论 范围 内 . 或 许可 在 关于 复 分 析 的 书 中 
找到 更 多 相关 内 容 . 


OO ©O 
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虚 部 是 y, 分 别 被 写作 Re(z) 和 Im(z). 例如 , Re(2 一 3 二 2 和 Im(2 一 3i) = 一 3. 注 
意 , Im(2 - 3i) 不 是 -3i 而 是 -3. Re(2i) 是 什么 呢 ? 将 2i 写成 0+ 25, 可 以 看 到 实 
部 是 0, 另 一 方面 , 虚 部 Im(2i) 显然 是 2. 

复数 的 加 减法 很 简单 . 就 是 将 实 部 相 加 (或 相 减 ), 然后 再 处 理 虚 部 . 例如 ， 

(2 一 3 十 (-6 一 7 让 一 2 一 6 一 35 一 了 一 一 4 一 105; 
减法 的 一 个 例子 是 
(2—3i)—(-6—7i)=2+6—3i+7i=8+4 
乘法 也 不 是 很 难 只 需 展开 , 但 要 记 住 每 次 见 到 这 时 都 要 把 它 换 成 -1. 例如 ， 
(2— 3i)(-6— 7i)= 2(-6)+2(-7i) — (30)(—6) 一 (3 让 (一 7 
= 一 12—14i 二 +18i+2122 = 一 12 填 入 一 21 二 一 33 十 和. 

那 名 是 什么 呢 ? 放 了 呢 ? 和 药 了 呢 ? 我 们 从 妈 开始 . 我 们 有 = 这 xi= (1)xi= 一 i 
所 以 名 就 是 -i; 另 一 方面 , 让 = 如 xi = (- 人 xi=1 即 经 =1. 对 于 到 ,用 相同 
的 方法 : 区 = 六 xi=1xi= i 事实 上 , 由 于 六 = 1, 我们 可 以 看 到 ;的 宕 次 在 
1、i、 一 1、 一 i 中 循环 . 例如 , 901 = i, 因为 i = 1( 要 知道 100 可 被 4 整除 ). 

除法 昵 ? 有 一 点 坏 手 , 不 过 还 好 . 方法 与 分 母 有 理化 很 相似 . 该 方法 源 于 如 下 
的 观察 资料 : 如 果 有 一 个 复数 z 十 iy, 并 令 其 乘 以 复数 z 一 iy, 得 到 一 个 实数 . 当 我 
们 做 计算 时 , 意识 到 应 用 平方 差 公式 : 

(z+iy)(r — iy) = 22 — (iy)? = 22 — 2 = 2 +. 

现在 z 和 y 都 是 实数 , 显然 zz 和 yy? 也 是 , 故 它们 的 和 也 是 实数 . 若 z = z+iy, 与 其 
对 应 的 z 一 iy 是 如 此 重要 , 故 它 有 名 字 : 共 配 复数 , 并 表示 为 z. 例如 , 若 z=2 一 3i， 
则 z=2+3i; 而 荐 z=7i, 则 z= 一 7i. 注意 , 实数 的 共 轿 复数 仍 是 该 实数 . 这 是 因 
为 在 取 共 罗 复 数 时 , 只 是 变换 了 虚 部 的 符号 , 且 实 数 的 虚 部 为 0. 如 前 面 的 公式 所 
示 , 一 个 数 与 它 的 共 辆 复数 相 乘 得 实数 , 即 实 部 和 虚 部 的 平方 和 . 受 勾 股 定理 和 上 
面 的 公式 启发 , 对 给 定 的 复数 z = zz 十 iy, 我 们 定义 z 的 模 为 Vz2 十 刀 . 将 z 的 模 
写作 |z|, 则 


lz 十 让 = V 呈 十 好 . 

这 里 是 一 些 例子 ; |2 一 3i| = V22 十 (-3)2 = VETg = Vi3.， 类 似 的 , |7i| = 
V023+72 = 7. 那 |-13| 昵 ?我们 有 |-13| = V(-13)2+02 = 13, 即 -13 的 绝对 
值 . 模 的 表示 符号 与 原来 绝对 值 的 表示 符号 完全 一 致 . 其 实 , 可 认为 模 是 绝对 值 的 
加 强 版 . 不 管 怎样 , 前 面 的 平方 差 公式 显示 了 复数 与 它 的 共 思 复 数 的 乘积 是 模 的 平 
方 . 即 


zz = |z|2. 
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在 所 有 这 些 准备 工作 之 后 , 我 们 可 以 讨论 复数 除法 了 . 你 要 做 的 就 是 上 下 同 乘 下 面 
部 分 的 共 箔 复数 , 然后 展开 . 新 的 分 母 是 原 分 母 模 的 平方 . 如 
2—3i (2—3i)(-6+7) 


—6—7i (-6—7i)(-6+72) 
现在 上 面部 分 需要 完全 乘 出 来 , 但 下 面 就 是 |-6 - 7 计 , 所 以 


2-3i -12+18i+14 -212 9+32 9 32. 
-6—7i  (-6)2+(-7)2 ”85 85 + 85" 
我 们 可 推出 
2— 3 9 2 一 3; 32 
ae( 2 85 和 Im (25 85. 
男 一 个 例子 : 如 何 求 


3 十 4 
这 个 例子 包含 了 一 个 让 你 失去 防备 的 小 陷阱 . 分 母 真 应 该 写成 -1+i. 一 旦 你 这 样 
做 了 , 就 能 看 到 分 母 的 共 思 复 数 -1 一 i, 所 以 
3+4 (3+4)(-1-i) -3-3—-4—42 1-7 1 7, 
iT (Ii (I+ 2 2 2 
所 以 (3 + 4/G 一 1) 的 实 部 为 了 ,附带 还 可 知 它 的 虚 部 为 -7 
现在 我 们 来 看 如 何 解 二 次 方程 . 例如 , 欲 解 zz + 3z + 14 = 0, 只 需 用 二 次 方程 
公式 和 V1 = 土 i 来 得 出 
j= —3 土 V32 一 4x1x14 _ -3 圭 V- 和 7 __3.v4, 
2 2 2 2 
注意 , 我 们 已 将 十 V-4 化 简 为 +V47 -i. 如 果 你 有 系数 为 复数 的 二 次 方程 呢 ? 二 
次 方程 公式 仍 可 用 , 但 你 可 能 要 求 复 数 的 平方 根 , 而 不 只 是 如 我 们 刚刚 做 的 那样 只 
是 求 负数 的 平方 根 , 我 们 将 在 28.4.1 节 看 一 个 这 样 的 例子 . 


复 指数 函数 


我 们 已 经 讨论 了 如 何 加 减 复数 . 如 何 指数 化 它们 呢 ? 我 们 来 看 如 何 使 形 如 ez 
的 数 有 意义 , 其 中 z 是 复数 . 从 24.2.3 节 知 


对 所 有 实数 > 都 成 立 . 如 果 我 们 将 右边 的 z 换 成 z( 其 中 z 为 复数 ) 会 发 生 什 么 ? 
我 们 将 得 到 一 个 项 为 复数 的 级 数 . 不 管 相信 与 否 , 你 仍 可 用 比 式 判 别 法 证 明 该 级 数 
收敛 , 无 论 z 是 什么 样 的 复数 ，( 我 们 只 证 明了 实数 级 数 的 比 式 判别 法 , 但 你 一 旦 定 
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义 了 复数 序列 的 收敛, 该 证 明 仍 成 立 .) 受 所 有 这 些 启发 , 我 们 对 任意 复数 z, 通过 
如 下 等 式 : _ 
e” 一 >, 


n=0 
定义 ez. 该 等 式 当 z 为 实数 时 当然 成 立 , 因为 er 的 定义 满足 上 面 等 式 . 另 一 方面 ， 
如 果 新 对 象 e* 能 满足 我 们 对 指数 的 所 有 预期 就 好 了 . 其 实 , 关键 是 满足 指数 法 则 
eze" 二 ert+v. 一 且 我 们 知道 了 这 个 , 其 他 所 有 的 指数 法 则 马上 也 能 多 少 满足 . 
那么 , 我 们 怎么 证 明 ezew = ez+w? 这 里 有 一 个 间接 的 方法 . 我 们 知道 erey = 
e+ 对 任意 实数 zx 和 y 成 立 , 这 意味 着 
Tn ey (T+ oy) 
站 辽 砚 -> 型 
我 们 只 是 将 每 个 指数 用 它们 的 麦克 劳 林 级 数 代 换 了 ,在 每 个 和 中 用 了 不 同 的 旺 变 
量 . 如 果 将 左边 的 两 个 级 数 乘 开 , 你 将 得 到 一 些 x 和 y 条 次 的 双 窜 级 数 ; 右边 同 理 . 
因此 等 式 左边 和 右边 zngym 的 系数 相同 , 车 将 z 和 y 用 复数 > 和 w 分 别 代替 , 同 
样 也 成 立 . 因此 我 们 已 经 证 明了 e*e” = e*+vw 对 任意 两 个 复数 z 和 ww 成 立 ! 


28.2 复 平面 


实数 常常 被 表示 为 数 轴 上 的 点 , 是 一 维 的 .从 字面 上 看 , 复数 还 多 一 维 . 其 实 ， 
车 z = z 十 iy, 我 们 不 能 将 所 有 信息 压缩 到 一 个 实数 上 去 . 我 们 将 采用 一 个 复 平面 
而 非 实数 轴 . 复数 z = x 十 亡 将 用 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 (x,y) 表示 . 画 形 如 2- 3i、 2i 
和 一 1 的 复数 是 很 简单 的 , 如 图 28-1 所 示 . 
你 应 该 将 每 个 点 看 作 一 个 复数 ， 而 不 是 一 对 
实数 . 

在 前 一 章 , 我 们 看 到 也 可 将 平面 中 的 点 
用 极 坐 标 代替 . (如 果 已 很 入 没 看 的 话 , 现在 
应 该 复习 27.2.1 节 .) 那么 如 果 你 有 复 平面 内 
极 坐 标 为 (", 9) 的 点 , 该 点 所 表示 的 复数 是 什 
么 ? 我 们 可 用 z = rcos(9) 和 yy = rsin(0) 来 
转化 到 笛 卡 儿 坐 标 . 所 以 极 坐标 (7,9) 表示 复 
数 z=z+ 记 =rcos(0) 十 订 sin(9).， 特别 的 ， 

图 28_1 若 >=1 则 z 就 是 cos(9) +isin(9). 

现在 , 欧 拉 给 出 了 一 个 奇异 且 独 特 的 等 式 , 它 很 重要 . 


ei = cos(g) + isin(0). 
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对 所 有 实数 9 都 成 立 ”. 意思 是 复数 et 如 前 一 节 所 定义 的 , 当 在 复 平面 上 画 该 点 
时 有 极 坐 标 (1,0). 所 以 ew 在 单位 圆 上 且 有 从 z 轴 正 方向 开始 的 角 0. 图 28-2 给 
出 了 不 同 9 值 对 应 的 ez 的 位 置 : 


图 28-2 


对 于 不 在 单位 圆 上 的 点 , 你 只 需 乘 以 ~. 特别 的 , 我 们 看 到 如 果 z 由 极 坐 标 系 
下 的 点 (7,0) 表示 , 则 z = rcos(0) 十 订 sin(0). 由 欧 拉 等 式 , 这 意味 着 z = rei9, 故我 
们 已 证 得 


车 (zx,y) 和 (7,9) 为 相同 的 点 , 则 x 二 iy = rei8. 


我 们 说 形 如 re 的 复数 为 极 坐 标 形 式 (与 之 相对 的 z+iy 为 笛 卡 儿 形 式 ). 例如 ,在 上 
面 的 图 中 -1 = e*, 这 是 因为 笛 卡 儿 坐 标点 (-1,0) 有 极 坐 标 (1, x), 所 以 -1 上 +0; = 
le*， 也 就 是 说 ,一 1 的 极 坐 标 形式 是 er*， 类 似 的 , 笛 卡 儿 坐 标点 (0,1) 可 以 写成 
极 坐 标 (1,r/2), 所 以 我 们 有 0 + 1i = leir/2, 或 i = eia/2， 这 个 式 子 看 起 来 有 点 
奇怪 , 但 确实 是 正确 的 一 一 左边 是 笛 卡 儿 形 式 而 右边 是 极 坐标 形式 . 相同 的 还 有 
一 i 二 etar/3 (知道 为 什么 吗 ? ). 

在 27.2.1 节 , 我 们 看 到 有 无 穷 多 方法 来 表示 一 个 给 定 的 极 坐 标点 . 当 我 们 讨论 
复数 时 与 之 一 致 , 这 里 我 们 令 > 非 负 . 同样 的 , 如 果 已 经 求 出 给 定点 的 极 坐标 (r, 0)， 
则 可 以 将 2x 的 任意 整数 倍加 到 9 上 , 结果 不 变 . 例如 , 点 (0, 一 1) 有 极 坐 标 (1, 3r/2)， 
或 者 减 去 2r 得 到 该 点 还 有 极 坐 标 (1, 一 x/2). 对 于 复数 , 这 意味 着 ei(3%/2) = e-in/2. 

人 @@ 该 等 式 证 明 见 本 章 末 . 
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所 以 ex8 关于 9 是 周期 的 , 且 周 期 为 2r. 这 个 结果 很 重要 , 稍 后 将 用 到 . 

前 面 我 们 已 经 讨论 了 et = -1 我 们 仔细 想 片 刻 . 当 你 想 的 时 候 , 真是 太 可 怕 
了 . 在 你 到 目前 为 止 的 数学 教育 中 , 有 多 少 基本 新 数 呢 ?一 1 的 介绍 打开 了 通 往 负 
数 的 大 门 . 数字 x 来 自 圆 的 几何 . 数字 e 是 自然 对 数 的 底 , 且 在 微 积 分 学 习 中 很 重 
要 . 数字 i 指引 通 往 复数 的 路 并 可 以 解 二 次 (和 更 高 次 多 项 式 ) 方程 ,如 果 你 问 我 
的 话 , 它们 结合 成 这 样 简单 的 公式 是 很 不 寻常 的 . 总 之 , 这 样 的 哲学 闲 扯 已 经 够 了 ， 
我 们 来 看 一 些 复 数 的 极 坐 标 形 式 与 笛 卡 儿 形 式 相互 转换 的 例子 . 


笛 卡 儿 形 式 和 极 坐标 形式 互 换 


将 极 坐 标 形 式 的 复数 转换 成 笛 卡 儿 形 式 , 直接 应 用 欧 拉 等 式 ( 即 ei? = cos(9) 十 
isin(9))， 例 如 ，2ei(5*/6) 的 笛 卡 儿 形 式 是 什么 ? 根据 欧 拉 等 式 , 为 2(cos(57/6) 十 
isin(5r/6)). 明白 为 什么 要 知道 三 角 函 数 形式 吗 ? 希 望 你 能 算出 cos(5r/6) = 一 V3/2 
和 sin(5r/6) = 1/2, 所 以 我 们 有 


2ei(5r/6) 一 2 (eo ( 双 ) 二 Zsin (至 )) 一 2 (学 十 加 一 一 V3 二 ii 


另 一 方面 , 如 我 们 在 27.2.1 节 所 见 , 由 笛 卡 儿 形 式 转换 到 极 坐标 形式 要 稍 难 一 

些 . 在 那 节 我 们 看 到 
r= V 王 + 多 和 tan(9) = 二 

其 中 我 们 舍 去 了 可 能 的 解 r = -2 十 吧 , 因为 我 们 需要 复数 的 r+ > 0. 顺便 说 一 下 ， 
我 们 定义 z 的 模 为 |z| = Vz2 十 多, 所 以 r 等 于 |z|. 因此 模 |z| 是 从 原点 到 点 z 的 
距离 (在 复 平面 中 ). 角 6 被 称 为 z 的 幅 角 , 写 为 arg(z). (通常 要 求 0 < arg(z) < 2r 
以 避免 产生 歧义 ?. ) 

将 z 由 向 卡 儿 坐标 转换 为 极 坐 标 , 我 们 
只 需 用 上 面 的 公式 求 出 z 的 模 和 幅 角 . (其 
实 ,， 有 时 z 的 极 坐标 形式 也 被 称 为 模 - 幅 角 
式 .) 例如 , 如 何 将 z = 1 一 i 转换 成 极 坐 标 形 
式 ? 将 z 写作 1+ (一 1)i, 则 我 们 需 令 上 面 公式 
中 的 xz = 1,y = -1. 事实 上 , 若 > = re”%, 则 
r= VETC = vV5 tan(0) = (-D/1 = 
一 1. 现在 , 你 需要 确定 9 的 正确 值 所 在 的 象 

28-3 限 . 最 好 的 方法 是 画图 (如 图 28-3 所 示 ). 

显然 点 (1, -1) 在 第 四 象限 , 所 以 9 一 定 等 于 7x/4. (或 9 = 一 x/4.) 所 以 我 们 只 需 
将 r= V3 和 0 = 7x/4 一 起 代入 ret 而 得 到 1 一 i = VIeirwvg. ( 若 用 6 = 一 /4， 


@ 这 个 条 件 也 经 常 被 写 为 一 T < arg(z) 所 x. 


28.3 ”复数 的 高 次 办 ”547 


将 得 到 1 一 i = V2e-itWV9, 要 知道 在 9 上 加 2x 的 任意 整数 倍 都 是 正确 的 .) 
让 我 们 来 看 一 对 看 似 易 混 的 例子 ， 首先 , 如 
何 写 2i 的 极 坐标 形式 ? 考虑 2i 为 0+22, 故 它 可 
由 复 平面 上 的 点 (0,2) 表示 . 因此 , 若 2i = reie， 
则 我 们 有 7 = V0z 十 25 = 2, 而 tan(9) = 2/0. 等 
一 下 , 不 对 一 -0 不 能 作 除数 . 我 们 画 一 个 图 来 
看 9 应 该 是 什么 (如 图 28-4 所 示 ). 
由 图 片 可 知 9 = 3, 这 与 我 们 前 面 奇怪 的 tan(9) 
值 一 致 , 因为 tan (3) 无 定义 . 因此 , 我 人 有 2i = 
2eir/2. 当然, 这 正 是 我 们 前 一 节 的 公式 i = eir/2 图 284 
的 2 倍 . 


那 将 -6 转换 成 极 坐标 形式 呢 ? 现在 我 们 将 
-6 写 为 -6 + 0i, 可 知 7 = V(-6)2 十 02 = 6， 
tan(9) = 0/(--6) = 0. 这 意味 着 9 是 x 的 整数 倍 ， 
但 为 了 确定 它 , 我 们 另 画 一 个 图 ( 见 图 28-5). 
现在 可 知 9 = x( 或 随 你 喜欢 , 选 -x 甚至 3x, 或 
任何 x 的 奇数 倍 ). 因此 , 我 们 有 -6 = 6eir. 顺 
便 提 一 句 , 车 我 们 除 以 6, 将 得 到 令 人 惊异 的 公式 
ef = 一 1, 该 公式 我 们 在 上 一 节 已 讨论 过 . 


28.3 ”复数 的 高 次 帘 


你 究竟 为 什么 要 用 极 坐 标 形式 呢 ? 一 个 原因 是 极 坐 标 形式 比较 容易 进行 乘法 
和 取 短 运算 . 设想 你 想 用 2e-i(3"/8) 对 3eir/4. 这 个 很 简单 只 需 用 一 般 指数 法 
则 ( 见 9.1.1 节 ) 得 
(3eir/4)(2e 一 3/8)) 一 6eti(r/4 一 3m/8) 二 Ge—i™/8. 


甚至 更 好 的 方式 一 一 想象 你 要 取 3ei™/4 的 200 次 桥 . 就 是 


(3etr/4)200 一 32008i(x/4)x200 一 32006i(507). 


事实 上 , 由 欧 拉 等 式 可 知 ei(507) = cos(50r) +isin(50m). 由 于 50x 是 2r 的 整数 倍 ， 
我 们 有 cos(50r) = 1 和 sin(50r) = 0, 故我 们 已 证 得 (3eir/4)200 = 3200， 

很 多 时 候 ， 可 能 你 想 要 的 最 终结 果 是 笛 卡 儿 形 式 的 ， 例如, 假设 我 们 要 计算 
(1 一 人 99, 且 要 给 出 笛 卡 儿 形 式 的 结果 . 将 该 式 展开 是 很 荒唐 的 , 所 以 我 们 不 会 那么 
做 . 正确 的 方法 是 将 1 -i 转换 为 极 坐 标 形式 , 取 99 次 寡 , 然后 再 转换 回 笛 卡 儿 形 
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式 . 好 , 我 们 在 前 一 节 见 到 极 坐 标 形式 的 1 -i = V2eitrr/ 和 ,所 以 我 们 有 
(1 — 7% = (V5eirr/0)99 一 (21/2)99 (ei(7#/4))99 一 999/26i(6937/4). 


现在 , 我 们 要 回 到 笛 卡 儿 形 式 . 在 转换 之 前 , 我 们 来 看 ei(6937/4), 这 个 分 数 693r/4 
有 点 讨厌 . 要 知道 et 以 关于 9 的 2x 为 周期 , 所 以 我 们 可 把 分 数 693r/4 的 所 有 2r 
倍数 去 掉 而 不 影响 结果 . 故 , 我 们 有 693/4 = 1737， 小 于 这 个 数 的 最 大 偶数 为 172， 


且 这 两 个 数 之 差 为 173 一 172 一 5/4. 所 以 我 们 可 将 693rr/4 看 作 172rr 二 5m/4. 


为 172r 是 2r 的 整数 倍 (这 就 是 我 们 想 要 偶数 的 原因 , 172 就 是 这 种 情况 ), 我 们 知 
道 ei(693"/4) = eitsw/4. 这 样 就 好 多 了 , 现在 我 们 可 将 整个 式 子 写成 笛 卡 儿 形 式 ; 


(1 — 1)99 = 299/2et(egar/4) ~ 299/2et(5r/4) 一 299/2 (eos (至 ) jsin (=)) 
1 1 
299/2 (- ii 
Vi 


其 实 , 这 个 式 子 还 可 以 进一步 通过 将 1/V2 写成 2-Y? 来 化 简 , 最 终 的 结果 为 249(1+ 
让 . 现在 , 作为 练习 , 你 可 以 从 另 一 种 极 坐 标 形式 1 -i = V2e-im/4 开始 , 来 验证 有 
相同 的 结果 . 

总 之 , 若 取 复 数 的 高 次 赛 , 首先 将 它 转化 为 极 坐标 形式 , 然后 取 知 . 求 小 于 8 的 
r 的 最 大 整数 倍 , 然后 从 9 中 减 去 这 个 整数 倍 , 且 用 所 得 新 数 来 代 换 9. 最后, 换 回 
笛 卡 儿 形 式 . 


28.4 解 z 一 也 


我 们 来 看 一 个 复杂 的 主题 : 如 何 解 形 如 z = w 的 方程 , 其 中 n 是 给 定 的 整 
数 , 且 w 为 给 定 的 复数 .这 意味 着 要 取 w 的 n 次 方 根 , 但 我 们 不 是 要 简单 地 说 
z = Vw, 因为 它 没 有 告诉 我 们 太 多 信息 . 正 相 反 , 我 们 将 直接 求解 . 因为 极 坐 标 形 
式 的 寡 次 很 好 算 , 而 它 就 是 我 们 要 用 的 . 

例如 , 要 解 z5 = 一 V3 + 我 们 应 该 同时 用 
z 和 w= 一 V3 十 1 的 极 坐标 . 因为 我 们 不 知道 z 
的 值 , 令 > = rez. 现在 , 为 了 求 z, 我 们 只 需求 7 
和 68. 对 于 ww, 我 们 写 出 -V3 +i = Reiy 并 求 R 
和 4 (这 里 用 和 9 而 不 是 rx 和 9 的 原因 是 后 
面 的 两 个 变量 已 经 用 于 > 了.) 现在, 我 们 来 画 出 
图 28.6 该 情形 对 应 的 图 ( 见 图 28-6). 


所 以 我 们 有 R= WW(-vV 引 ?二 12 =2 和 tan(g) = 一 1/V3. 由 于 点 在 第 二 象限 , 4 必 
为 5x/6. 太 好 了 , 我 们 知道 了 极 坐 标 形式 下 一 V3 + i = 2et(5/ 9). 
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现在 我 们 把 注意 力 转移 到 方程 zs = -V3++i, 并 将 它们 转换 为 极 坐标 形式 . 在 
左边 , 我 们 用 re 代 换 z 而 得 到 z5 = (reize)5 = r5ei(59), 而 我 们 已 经 知道 右边 为 
2ei(5v6). 故我 们 的 方程 变 为 

r5ei(50) 一 2ez(5m/6) . 
车 两 边 同 时 取 模 , 可 得 r = 2( 因 为 着 4 是 实数 , ei4 的 模 总 是 为 1). 然后 我 们 可 以 
消去 r5 和 2( 因 为 它们 相等 ) 得 到 ei(59) = ei(sx/6). 我 们 已 将 上 述 方程 分 成 了 两 个 
独立 的 方程 : 
r5 = 2 和 ei(50) 一 ei(5x/6) 

第 一 个 容易 求解 : 只 需 取 5 次 方 根 而 得 到 + = 21/5, 这 是 合情合理 的 , 因为 
是 一 个 非 负 实数 ， 对 于 第 二 个 方程 , 你 可 能 想 说 59 = 5mr/6, 但 没 那么 简单 ， 记 住 ， 
ef 关于 变量 9 以 2r 为 周期 ! 你 可 以 通过 下 面 这 个 重要 原理 来 盖 释 这 个 结果 , 这 个 
原理 我 要 你 着 重 记忆 ， 


| [ 戎 s4 = sis 对 任意 实数 4 和 成立 , 则 4 二 如 +2nh 其 中 大 是 不 驶 数 | 


该 原理 使 我 们 转危为安 . 由 于 ei(59) = ei(s/6), 我 们 运用 该 原理 有 
57n 
50 = — + 27xk, 


其 中 为 整数 . 除 以 5, 我们 有 


看 起 来 好 像 有 无 穷 多 9 值 , 因此 有 无 穷 多 可 解 我 们 方程 的 z 值 . 然而 外 表 是 有 欺骗 
性 的 ! 你 看 , 由 于 n = 5, 你 只 需要 用 的 前 5 个 值 , 即 天 一 0, 1, 2, 3,4. 待 会 儿 我 们 
会 讨论 原因 . 现在 , 我 们 可 以 计算 大 从 0 取 到 4 时 , 9 的 值 分 别 为 


开 TL TY) ~ 29r 
6’ 6 5/) 30， 6 5/ 30° 
On) _ Aln x Br) _ 537 
6 5/ 30， 6 5/ 30° 
将 6 的 这 些 值 和 7 = 21/5 代入 方程 z = rei9, 可 得 


z= 21/5eir/6， 21/5ei(17r/30) 21/5ei(29r/30)， 21/5ei(4lr/30)， 或 21/5ei(53r/30)， 
当然 , 将 这 些 转换 为 笛 卡 儿 形 式 就 好 了 . 第 一 个 解 很 容易 : 
21/Sein/6 ~ 21/5 (cos (5) 十 ESsin (5)) = 21/5 攻 + 一 2-45(V3 十 让 . 
对 于 其 他 的 解 , 看 起 来 就 没 那么 简单 了 . 例如 , 上 面 算出 来 的 列表 中 第 二 个 解 为 


， 177x 177 
1/56i(17x/30) —_ 91/5 一 on 
2 /68 2 (oe (之)+isn( 讨 ))， 
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不 容易 化 简 . (你 知道 cos(17r/30) 是 多 少 吗 ? 我 也 不 知道 , 没 必 要 算出 来 .) 我 把 写 
其 他 3 个 解 的 (未 化 简 的 ) 笛 卡 几 形 式 留 给 你 完成 , 

现在 , 我 们 来 看 为 什么 只 需 令 从 0 取 到 4, 而 舍 掉 其 他 所 有 的 值 . 我 们 来 
看 当 上 = 5 时 会 怎样 . 运用 上 面 的 方程 


当 有 = 5 时 , 我 们 有 


6 5 6 
这 个 结果 当然 与 我 们 上 面 列 出 的 其 他 9 值 不 一 样 , 但 它 没 有 导致 一 个 不 同 的 z 值 . 
为 什么 ? 因为 


91/56i(n/6+2n) 一 21/5ei(r/6) . 


即 , 我 们 得 到 了 一 个 与 = 0 情形 一 样 的 解 . 类 似 的 , 若 你 令 & = 6, 你 应 该 得 到 与 
k 二 1 时 一 样 的 z 值 . 一 般 的 , 每 次 将 天 加 5, 你 将 会 再 一 次 得 到 相同 的 z 值 . 所 以 ， 
值 天 = 0,5,10,…: 与 五 = 一 5 一 10, 一 15,.… 一 样 都 导致 相同 的 解 , 即 z = 21/5ei(r/6). 
类 似 的 , 值 上 = 1,6,11,… 和 = 一 4, 一 9, 一 14,.… 给 出 了 相同 的 解 . 其 他 3 个 解 也 
一 样 . 而 你 需要 重视 这 个 结果 , 它 在 实践 中 很 容易 应 用 : 除非 w = 0, 方程 z = w 
有 m 个 不 同 的 解 ， 这 种 情况 发 生 在 k = 
0,1,… ,nn 一 1 时 . 那些 就 是 你 要 用 的 大 值 . 我 
们 的 例子 中 ”= 5, 所 以 只 需要 & = 0, 1, 2, 3, 4. 

在 复 平 面 中 描画 所 有 的 解 很 有 意思 . 它们 
模 都 为 25， 这 意味 着 它们 都 在 中 心 在 原点 ， 
半径 为 2V5 单位 的 圆 上 ， 同样, 连续 解 的 幅 
角 ( 即 9 值 ) 差 为 2r/5, 它 是 整个 圆周 的 五 分 


A = -0 ”之 一 .这 意味 着 所 有 的 解 均匀 的 分 布 在 圆周 上 ; 
6= 30 也 就 是 说 , 它们 形成 了 一 个 规则 的 五 边 形 ( 解 
28-7 用 zo 到 za 标记 ), 如 图 28-7 所 示 . 


一 般 的 , 方程 z* = w 有 7 个 解 , 当 画 出 这 些 解 时 , 它们 的 顶点 形成 了 一 个 规 
则 多 边 形 . (w = 0 时 例外 , 这 种 情况 下 z = 0 为 唯一 的 解 , 但 它 是 ” 重 的 ). 

我 们 来 列 出 解 z* = w 的 主要 步骤 . 

(1) 将 z = ret 写成 极 坐 标 . 则 z" = r"ein8. 

(2) 将 w 转化 成 极 坐 标 . 我 们 设 w = Rei. 

(3) 由 于 z = w, 我 们 可 以 将 原 方程 写成 reine = Rei$. 这 里 n、R 和 # 的 值 
应 当 用 已 知 值 填 入 , 但 > 和 9 总 是 我 们 要 求 的 (所 以 它们 作为 变量 出 现 ). 

(4) 分 成 两 个 方程 : mm = R 和 ei = ei$. 
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(5) 第 一 个 容易 求解 : 取 n 次 方 根 可 得 x = Ri/". 
(6) 对 第 二 个 运用 前 面 三 条 框 中 的 原理 可 得 nb = 6 十 2nk, 其 中 是 一 个 整数 . 
(7) 用 n 除 这 个 结果 , 然后 写 出 当 大 = 0,1 2,… ,n 一 1 时 的 所 有 不 同 6 值 . 
(8) 将 7 值 和 不 同 的 9 值 代入 z = rei 得 到 nn 个 不 同 的 > 佣 , 即 为 解 . 
(9) 若 有 必要 , 将 每 个 解 转换 成 箔 卡 儿 坐标 形式 . 
我 们 再 看 一 个 例子 : i 的 三 次 方 根 为 多 少 ? 这 个 问题 需 解 方程 z3 = i. 我 们 从 ©O 
写 出 z = re 开始, 则 z3 = r3ei(39)( 第 1 步 ). 现在 , 我 们 需 将 i 转换 成 极 坐 标 (第 
2 步 ), 但 我 们 已 在 前 面 知 道 i = eir/2. 由 于 z3 = i 我们 有 r3ei(39) = leir/2( 第 3 
步 ). 这 就 导出 方程 r? = 1 和 ei(39) = etir/2( 第 4 步 ). 对 第 一 个 方程 取 三 次 方 根 可 得 
7 二 1( 第 5 步 ), 我 们 的 重要 原理 和 第 二 个 方程 给 出 了 30 = r/2 + 2rj, 其 中 上 是 一 
个 整数 (第 6 步 ). 这 与 0 = r/6 十 2xk/3 等 价 , 由 于 这 个 问题 中 的 n = 3, 我 们 只 需 
取 上 = 0,1,2. 写 出 这 些 , 我 们 有 
n TT 27 5 起 4 3 
9= 6 (3+ 符 ) =6， 或 (3+ 等 ) = 也 
(第 7 步 ). 继而 导出 了 z 的 三 个 可 能 值 , 为 


z = eir/6， @i(5x/6) 或 ei(3x/2) 


(第 8 步 ). 最 后 , 我 们 应 该 将 这 些 解 转换 为 笛 卡 儿 形 式 (第 9 步 ). 第 一 个 解 为 


2 = eir/6 一 cos (5) + isin (z) 一 全 十 计 ， 


6 
第 二 个 解 为 


Zz 一 ei(5%/6) 一 cos (等) 十 Sin (至 ) -_Y3 + 让 . 
最 后 , 第 三 个 解 为 
z = ei(37%/2) ~ cos (至 ) + isin (至 ) 一 0 一 ?21) = i. 
我 们 来 画 出 这 三 个 解 并 验证 它们 的 确 形成 一 个 等 边 三 


角形 , 如 图 28-8 所 示 . 图 28-8 
一 些 变 式 
假设 要 解 方程 (z - 2)3 = i. 没 问题 只 需 令 Z = > - 2, 则 方程 为 23 = i GG 
就 像 上 一 节 末 我 们 所 做 的 那样 来 解 这 个 方程 , 可 得 
V3 1 V3 .1 


最 后 , 两 边 同 时 加 2 得 J 
3 .1 3 .1 . 
一 一 一 十 1 一 一 一 十 i 二 或 2 一 i. 
二 2 十 5 十 ?5， 2 3 +i3, 或 2-i 


没有 什么 难 的 . 这 里 有 个 较 难 的 . 让 我 们 来 试 着 解 二 次 方程 © 
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2+ 万 2- 交 - 0 

我 们 用 二 次 公式 得 到 
一 1 1 ,V3 
i 2 3 


2 
该 结果 是 正确 的 ， 它 不 是 位 卡 儿 形 式 的 (也 不 是 极 坐标 形式 ), 所 以 我 们 应 该 证 化 


简 它 . 我 们 需求 复数 1 1 的 二 次 方 根 . 生僻 通过 解 方程 722 = 1 二 
根据 前 面 的 步骤 我 们 写 出 2 -= re?, 极 学 标 形式 二 二 i 二 ein/3 可 自行 证 明 . 
所 以 我 们 的 方程 变 为 r2ei29 = eix/3， 这 意味 着 r? = 1 和 28 = 7/3 + 2xk, 其 中 
k= 二 0 或 1. (要 记 住 重要 原理 ! ) 所 以 我 位 有 rr 1 和 9 = /6 或 7r/6, 这 意味 着 
2 一 em/s 或 3 = e176, 同样 , 要 验证 这 些 对 应 的 储 卡 儿 形式 (分 别 为)2 = > -1 


2 
或 了 二 -次 - 于， 最 后 , 我 们 可 以 在 上 面 > 的 方程 中 用 二 攻 + 3 来 代 换 


土 1 +ixa 得 
1 V3 
z 二 一 — 
2 
化 简 为 
zi 


男 一 个 例子 . 如 何 将 (z* 一 z? 十 1) 因 式 分 解 为 复数 ? 那 分 解 为 实数 呢 ? 在 第 一 个 情 
形 中 , 我 们 只 需求 出 方程 zt 一 z? +1 = 0 的 所 有 复数 解 , 共 4 个 . 为 了 求解 , 我 们 
首先 需要 意识 到 这 个 方程 其 实 是 z2 的 一 个 二 次 方程 . 我 们 令 Z = z2, 则 方程 变 为 
22 -2G+1=0. 可 用 二 次 公式 求解 得 


一 22 一 


2 ”2 2 


我 们 需求 了 +1 和 二 一 ix 的 二 次 方 根 . 我 们 在 前 一 个 例子 中 已 经 完成 了 第 一 


个 的 求解 ， 你 可 以 重复 步 台 来 处 理 第 二 个 ， 这 个 足够 简单 . 这 两 个 数 都 有 两 个 平方 
根 , 算出 来 为 


V3+i —V3-—i -V3+i 和 V3 
2 ， 2 2 2 
这 些 是 z4 一 zz 十 1 =0 的 解 . 由 此 我 们 可 对 z4 一 z2? 十 1 进行 如 下 的 因 式 分 解 : 
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A441 (2 -之 (一 -=). 
2 2 3 2 


这 是 复 因 式 分 解 . 为 了 求 出 实 因 式 分 解 , 我 们 运用 一 个 事实 : 若 w 为 任意 复数 , 则 
(z 一 ww)(z 一 了 H) 乘 出 来 有 实 系数 . 其实, 你 会 得 到 z2 一 (w 十 名 )z 二 ww, 不 过 易 知 
也 十 全 = 二 2Re(w)( 为 实数 ), 且 我 们 已 知 ww = |w|”, 它 也 是 实数 . 总 之 , 注意 我 已 将 
四 个 因 式 进行 了 巧妙 地 分 组 , 使 得 当 我 们 将 前 两 个 乘 出 来 时 得 到 


人 全 
2 2 2 2 2 2 
= 2z2— V3z 十 1. 
类 似 的 , 你 可 验证 将 后 两 个 因 式 乘 出 来 时 , 得 到 的 是 z? + V3z + 1. 结论 是 
2 — 2+1= (2 — V3z+1)(2 + V3z+1). 


注意 , 这 里 没有 任何 复数 , 然而 车 不 用 那些 因 式 来 计算 , 会 相当 国手 . 


28.5 解 ez 一 已 


现在 是 讨论 如 何 解 对 给 定 的 w, 形 为 e = w 的 方程 的 时 候 了 . 如果 我 们 可 写 
出 z = In(w) 就 好 了 , 但 没有 什么 太 大 帮助 . 例如 , In(vV3+i 具体 是 多 少 昵 ? 让 我 
们 来 尝试 回答 这 个 问题 . 

幸运 的 是 , 求解 ez = w 并 不 比 求解 z = ww 难 多 少 , 事实 上 , 若 有 任何 区 别 的 
话 , 它 的 求解 更 简单 . 在 我 们 讨论 做 法 之 前 , 需 更 多 地 理解 sz. 我们 来 看 如 果 写 出 
z 二 7 十 iy 会 发 生 什么 . 可 得 


ez 一 ety 一 ereiy. 


那 又 怎样 ? 关键 是 这 个 已 经 是 极 坐 标 形式 了 . 模 为 ez, 幅 角 为 y. 若 你 喜欢 , 可 写 为 
7 二 e*( 记 住 , e* 是 正 实 数 ), 9 = y. 这 意味 着 若 z 是 笛 卡 儿 形 式 z 十 iy, 则 ez 自动 
为 极 坐标 形式 : ez = ezei. 所 以 ,求解 ee 二 w 和 z"* = w 时 的 主要 区 别 是 , 在 第 一 
个 问题 中 不 必 将 z 写成 极 坐标 形式 , 而 在 第 二 个 问题 中 需 这 样 做 . 该 问题 带 来 的 一 
种 副 产 物 是 方程 e = w 有 无 穷 多 个 解 (除非 w = 0, 在 这 种 情况 下 方程 无 解 ). 

我 们 来 解 e? = 一 v3 +i. 我 们 已 将 右边 转换 成 极 坐 标 2ei(5"/6)( 见 28.4 节 ). 为 
了 处 理 左 边 , 将 z = x +iy 写成 币 卡 儿 坐 标 , 所 以 ez = erez, 因此 , 将 原 方程 转换 
成 极 坐 标 形式 , 可 得 

ereiy 一 oei(5r/6) 

现在 分 成 两 个 方程 ; 


ez 一 2 和 eiy = ei(5r/6) . 
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为 解 第 一 个 方程 , 我 们 需 取 对 数 , 可 知 z = In(2)， 第 二 个 用 我 们 的 重要 原理 可 得 
y = 57/6 十 2xk, 其 中 是 整数 . 最 后 , 将 这 些 值 代入 z = x +iy, 可 得 


2 一 ln(2) 十? (至 +2nk) ， 


其 中 是 任意 整数 . 在 本 例 中 , 我 们 确实 对 不 同 的 值得 到 不 同 的 z 值 , 所 以 我 们 
需 全 用 它们 . 我 们 来 画 出 一 些 对 应 = -2, 一 1,0,1,2 的 可 能 z 值 (为 了 清晰 起 见 ， 
我 们 对 两 坐标 轴 运 用 不 同 的 尺度 ), 如 图 28-9 所 示 . 
所 以 解 都 在 垂直 直线 z = In(2) 上 均匀 分 布 . 顺 
便 提 一 句 , 这 意味 着 它们 形成 一 个 复数 的 等 差 数 
列 . 虽然 上 图 只 显示 了 5 个 解 , 你 应 该 记 住 原 方 
程 es = -V3+i 其实 有 无 穷 多 个 解 . 

我 们 再 看 一 个 例子 . 假设 想 解 e2*13 =i. 指 
数 2iz + 3 使 得 该 例 比 前 一 个 例子 复杂 一 点 , 但 
还 不 算 太 坏 . 我 们 已 经 知道 右边 的 极 坐标 是 ei"/?， 
但 左边 呢 ? 同样 , 我 们 写 出 z = zx 十 iy, 不 过 现在 
需 令 2iz 十 3 = 2i(z 十 让 ) 十 3 一 (2 十 3) 十 区 27). 
所 以 , 左边 的 极 坐 标 形式 由 


e2iz+3 一 e 一 2y+3et(2z) . 
给 出 . 注意 i 的 因 式 是 如 何 改变 实 部 和 虚 部 的 
(还 有 y 的 符号 ). 不 管 怎样 , 将 方程 e222+3 = i 转换 成 极 坐 标 形 式 , 我 们 有 


@™2y+36i(27) 一 lesr/2 


图 28-9 


可 推出 方程 


e-2y+3—1 和 ei(27) 一 etir/2 
为 解 第 一 个 方程 , 取 对 数 可 得 -2 上 3 一 In(1) = 0, 所 以 y 二 >. 为 解 第 二 个 方程 ， 


运用 图 框 中 原理 可 得 2z = /2 + 2nk, 其 中 大 是 整数 . 这 意味 着 x = x/4 十 mk, 所 
以 由 z =z 十 iy, 我 们 有 


n 3 . 
4 一 攻 十 Tk 十 pi 
其 中 是 整数 . 我 们 画 出 有 = 一 2, 一 1,0,1,2 的 解 
来 看 它们 是 什么 样 的 , 记 住 这 些 只 是 无 穷 多 解 中 
的 5 个 (如 图 28-10 所 示 ). 
同样 , 这 些 解 为 等 差 数 列 , 不 过 这 次 分 布 在 水 平 线 
y= > 下. 28-10 
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28.6 ”一 些 三 角 级 数 
一 个 三 角 级 数 是 对 一 些 系数 {a,,} 和 {6,,}, 形 如 


》 (on cos(n0) + bn, sin(ng)) 


n=0 


的 级 数 . 本 节 , 我 们 将 看 到 有 些 这 样 的 级 数 可 被 化 简 . 
例如 , 考虑 三 角 级 数 


> sin(ng) 


nl 


其 中 6 为 实数 . 注意 , 这 不 是 一 个 关于 0 的 寡 级 数 , 因为 sin(nb) 不 是 9 的 祖 . 另 一 
方面 , 我 们 可 通过 巧妙 地 运用 互补 级 数 

2 cos(n0 

将 整个 级 数 转换 成 一 个 宪 级 数 . 实际 上 , 我 们 可 以 立刻 找到 两 个 级 数 . 关键 就 是 欧 
拉 等 式 . 要 仔细 的 看 , 因为 这 是 一 个 迁 回 的 技巧 . 我 们 通过 将 它们 组 合成 这 样 


ea cos(nb) .Cm sin(n0) 

2 n! i, nl 

来 快速 找到 这 两 个 级 数 . 好 , 这 就 是 一 个 级 数 加 上 另 一 个 级 数 乘 以 1; 那 又 怎样 ? 通 
过 对 和 式 的 整理 ?然后 运用 欧 拉 等 式 , 化 简 为 


2 cos(n0) + isin(ng ce eing 
二 (ng) 上 (n0) _ 二 和 
最 后 , 运用 指数 规则 将 ein4 写成 (ew8)", 和 式 变 为 
oo (ei0)™ 
or nl 
现在 , 最 后 的 和 式 看 起 来 很 熟悉 . 其 实 , 我 们 在 前 面 第 28 章 开始 部 分 见 到 对 所 有 复 
数 > 有 


现在 我 们 只 需 代 入 z = et 可 得 
ee eGb)” 0 
一 e 


! 
0 7 


@ 这 需要 一 些 理由 . 事实 是 一 切 OK, 因为 两 个 级 数 均 绝 对 收敛 . 


Sa 
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如 果 你 能 跟 得 上 这 些 推理 , 就 应 该 能 明白 我 们 已 经 证 明了 
ecos(nb in(nb oi9 
0 


n=0 n=0 
现在 怎么 办 ? 我 们 需 将 右边 转换 成 笛 卡 儿 形 式 . 为 此 , 写 出 ei? = cos(9) + isin(b)， 
故 


ee 一 @cos(0)+isin(0) 一 ecos(9)eisin(6) 


这 是 一 个 好 的 开端 一 一 这 是 ee” 的 极 坐 标 形 式 . 为 了 得 到 笛 卡 儿 形 式 , 我 们 
需 转 换 eisin(9) 成 cos(sin(0)) + isin(sin(9)). 综 上 所 述 , 我 们 可 得 


》、cosCng) ce 二 入 nD - = ecos() cos(sin(0)) 十 iecos(e) sin(sin(0)). 
有 一 0 n=0 nm 


车 两 复数 相等 , 则 它们 的 实 部 必须 相等 , 虚 部 也 必须 相等 . 由 此 可 推出 下 面 的 两 个 
方程 , 它们 对 所 有 实数 9 都 成 立 ; 


> cao - ecos(g) cos(sin(9)) 和 》、 sin(n0) Se - ecos(9) sin(sin(0)). 


n=0 n=0 


不 容易 , 但 这 基本 上 是 你 必须 做 的 . 我 将 再 做 一 个 例子 , 但 不 给 出 任何 解释 . 你 的 
任务 是 跟随 每 一 步 并 给 出 相应 的 解释 . 例子 是 求 


cs sin(ng) 
和 cg) 和 > 37m 


n=0 


遵照 前 面 例子 的 形式 , 我 们 有 
> cos(ng9) 4 > ze - 二 cos(n0) 二 isin(n0) 


37 3n 
"0 "0 0 0o0 (i0)” ce iON\ 7 
ein ez e 
- 37 =2, 37 -> (5) : 
n=0 n=0 多 一 0 


现在 这 是 一 个 公 比 为 e8/3 的 几何 级 数 . 最 后 那个 数 为 极 坐标 形式 , 模 为 1/3 < 1， 
所 以 该 几何 级 数 应 该 收敛 . 根据 几何 级 数 求 和 公式 ( 见 23.1 节 ), 我 们 有 


2 ( 邱 ) -ry 


n=0 一 一 esi9 
3 


现在 我 们 有 将 这 个 结果 转换 成 笛 卡 儿 坐 标的 讨厌 任务 . 首先 , 试 一 下 看 能 否 完 成 . 
若 不 能 , 至 少 应 该 试 着 理解 下 面 的 步骤 : 
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1 1 
1 一 Leio 1— 1 cos(b) 一 il sin(0) 
3 3 3 1 1 
1 1 一 5 cos(0) + i sin(0) 


1 1, . 1 1 . 
1— 了 cos(0) 一 i sin(0) 1— 3 cos(0) 十 3 sin(0) 


1 1 
1 。 。 
一 3 cos(0) 十 ?3 sin(0) 


( 一 3 et) 十 Geo) 
1 一 3 cos(9) 十 i sin(0) 


1 一 acos(g) 十 co? (9) 十 3 sin?(0) 


1 1 
四 1— 5 cos(9) 十 i3 sin(0) 


1— 5 cos(g) 十 5 


_ 9— 3cos(0) +1i3sin(0) 

加 10 一 6cos(g) 
9-3cos(0)  . 3sin(9) 
”10 一 6cos(0) T7106 cos(0) 


在 这 些 之 后 , 我 们 完全 可 得 出 


cos(n0) .Co sin(ng) _ 9—3cos(6) . 3sin(9) | 
2 + = 10—6co0s(0) "10—6cos(0)’ 


n=0 有 一 0 


由 于 实 部 和 虚 部 必须 相等 , 可 推出 对 所 有 的 实数 9 有 


> cos(20) 9— 3cos(0) 3 sin(ng) 3sin(0) 


3% 10 二 6cos(0) 3"” 10— 6cos(0) 


n= 二 0 


如 你 所 见 , 这 些 问题 相当 难 ! 


n=0 


28.7 ” 欧 拉 等 式 和 罕 级 数 
我 们 以 军 级 数 对 欧 拉 等 式 


et ~ cos(0) + isin(0) 


的 证 明 来 结束 本 章 . 根据 前 面 第 28 章 开始 部 分 中 es 的 定义 , 将 z 替换 为 ig, 可 以 
看 到 
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Gio 1 4 0) + (9) GO (i0)* 05 (0) 6 


2! 3! 4 5! 6! 7! 
, 02 03 9 0 0 97 
-1+ — 5- is 看 i 6 7 


由 于 i 的 帘 在 值 1,i, 一 1, 一 i 间 持 续 循 环 , 可 推出 上 述 级 数 的 偶 次 帘 都 有 实 系 数 , 而 
奇 次 寡 都 有 虚 系 数 . 另外 , 隔 项 偶 次 帘 项 为 负 , 其 余 为 正 ; 奇 次 究 项 同 理 . 所 以 e8 
的 实 部 为 


02 04 6 
1 一 写 十 看 一 后 十 = cos(g)， 
虚 部 为 ， 
0 05 97 
9 


一 可 可 一 页 十 一 sin(b) 
(回顾 这 此 麦克 劳 林 级 数 , 见 26.2 节 .) 由 最 后 这 个 等 式 可 推出 si = cos(g) +isin(g) 
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我 们 已 经 用 定 积分 求 过 面积 . 现在 我 们 将 用 它们 来 求 体积 , 弧 长 , 和 表面 积 . 对 
于 体积 和 表面 积 , 我 们 将 特别 关注 平面 区 域 绕 某 轴 旋转 一 周 得 到 的 固体 , 这 类 固体 
被 称 为 旋转 体 . 对 于 体积 , 我 们 也 会 讨论 一 些 更 一 般 的 固体 . 这 里 是 本 章 内 容 的 计 
划 : 

。 圆 盘 法 和 沉 法 求 体 积 ; 

。 求 更 一 般 固体 的 体积 ; 

。 求 光滑 曲线 的 弧 长 和 带 参 数 的 质点 速率 ; 

。 求 旋转 体 的 表面 积 . 


29.1 旋转 体 的 体积 


我 们 从 求 旋转 体 体 积 开 始 . 平面 上 有 某 个 区 域 , 也 有 某 个 辅 , 固体 由 区 域 关 于 
轴 旋 转 得 到 . 为 便于 我 们 的 研究 , 这 些 轴 总 是 平行 于 x 轴 或 y 轴 . (也 可 能 有 和 斜 辅 ， 
不 过 这 会 很 麻烦 , 除非 用 线性 代数 里 的 方法 . ) 

在 我 们 带 上 3D 眼镜 之 前 , 先 来 回顾 一 下 定 积 分 的 原理 . 我 们 原来 在 第 16 章 
见 过 该 原理 , 不 过 这 里 是 一 些 主要 思想 的 快速 回顾 . 我 们 先 看 求 曲 线 

y= VI 

下 方 , x 轴 上 方 区 域 的 面积 . 它 看 起 来 像 
什么 ? 如 果 我 们 将 方程 平方 并 重 整 将 得 到 
(z 一 3 十 妨 = 1, 它 的 图 像 是 以 (3,0) 为 圆 
心 , 1 为 半径 的 圆 , 所 以 这 个 函数 是 圆 的 上 
半 部 分 , 如 图 29-1 所 示 . 
根据 定 积分 的 定义 ， 我 们 知道 阴 - 影 区 
域 的 面积 (平方 单位 ) 是 


| = 
2 
也 可 写作 i ydz. 


男 一 方面 , 为 了 用 黎 曼 和 求 该 半圆 的 面积 , 我 们 需 将 z 轴 上 的 底 分 割 成 小 段 ， 
然后 将 这 些小 段 向 上 延伸 为 小 条 . 这 些小 条 不 必 有 相同 的 宽 , 唯一 需要 确定 的 是 每 
个 小 条 的 顶部 都 在 曲线 某 处 割 到 曲线 (或 某 个 角 触 到 曲线 ). 这 些小 条 的 面积 和 很 
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容易 求 出 , 因为 不 过 是 矩形 的 面积 和 . 这 个 面积 是 半圆 真正 面积 的 近似 , 小 条 越 细 ， 
近似 越 好 , 如 图 29-2 所 示 . 


我 们 只 看 一 个 普通 的 小 条 .为 了 讨论 
方便 , 假设 小 条 的 左上 和 角 在 曲线 上 . 如 我 们 
在 16.4 节 所 见 , 选择 哪个 小 条 都 可 以 , 只 要 
所 有 的 小 条 顶部 穿 过 曲线 . 不 管 怎样 , 来 看 
一 个 小 条 (如 图 29-3 所 示 ) 

由 于 这 个 矩形 小 条 的 底 长 dz 个 单位 , 高 y 个 单位 , 它 的 面积 是 ydz 平方 单位 . 
现在 我 们 需 做 的 就 是 将 所 有 小 条 的 面积 加 起 来 , 同时 令 最 大 的 底 宽 趋 于 0. 积分 符 
号 的 优势 在 于 你 只 需 将 积分 号 写 在 小 条 面积 的 前 面 , 并 用 正确 的 界 来 完成 积分 . 在 
我 们 的 例子 中 , z 在 区 间 [2,4 内 , 一 个 小 条 的 面积 是 ydz 平方 单位 , 所 以 所 有 小 条 


的 面积 在 小 条 最 大 的 底 宽 趋 于 0 时 一 是 fyadz 平方 单位 . 


所 以 模式 是 这 样 的 ; 我 们 在 > 轴 上 的 点 z 处 取 宽 dz 个 单位 且 高 y 个 单位 的 
小 条 , 算出 它 的 面积 , 然后 将 积分 号 放 在 前 面 来 得 到 我 们 要 求 的 的 整个 面积 . 这 种 
方法 不 仅 对 求 面积 有 效 一 一 也 可 用 于 求 体积 . 特别 的 , 我 们 来 看 它 怎么 作用 于 求 
旋转 体 的 体积 的 两 种 不 同 的 方法 : 圆 盘 法 和 壳 法 . 


29.1.1 圆 盘 法 


假设 我 们 绕 z 轴 旋 转 上 一 节 中 的 半圆 , 将 会 得 到 一 个 球 . (能 明白 为 什么 吗 ? ) 
我 们 来 试 着 求 体积 . 从 一 个 小 条 开始 , 就 像 前 一 节 末 的 图 一 样 , 然后 关于 z 轴 旋 转 
这 个 小 条 参见 图 29-4. 

这 是 一 个 宽 dz 个 单位 , 半径 为 y 个 
单位 的 薄 盘 ， 把 它 看 作 一 个 圆柱 体 , 半 
径 为 y 个 单位 , 高 为 dz 个 单位 . 由 于 半 
径 为 > 单位 , 高 为 h 单位 的 圆柱 体 的 体 
积 为 xr2h 立方 单位 , 小 泗 盘 的 体积 是 
ny2dz 立方 单位 ， 现在, 我们 取 一 些小 
条 以 使 它们 的 底 形成 区 间 [2,4] 的 一 个 
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图 29-4 
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分 割 , 并 让 它们 绕 z 轴 旋 转 , 例如 , 若 用 5 个 小 条 旋转 , 会 得 到 图 29-5 所 示 的 结果 . 

与 完美 的 球 相 比 , 上 面 的 这 个 物体 
很 燃 脚 , 不 过 它 的 体积 却 是 球体 积 的 一 
个 相当 好 的 近似 ， 记 用 的 圆 盘 越 薄 , 近 
似 越 好 . 在 极限 中 , 当 圆 盘 的 最 大 厚度 趋 
于 0 时 , 近似 变 得 完美 : 全 部 圆 盘 的 总 体 
积 趋 于 球 的 体积 . 同样 的 , 实现 “将 所 有 
体积 加 起 来 , 同时 令 圆 盘 最 大 厚度 趋 于 
0” 的 思想 , 就 是 取 任 意 一 个 圆 盘 的 体积 (ry2dz 立方 单位 ) 并 在 我 们 需要 的 区 间 上 
积分 . 在 我 们 的 例子 中 , y = Vi 一 (z 一 3)3 且 x 从 2 取 到 4, 所 以 我 们 有 

V= [ea = | 0 一 (z 一 3)2)dz 
2 2 


算出 来 的 体积 是 宕 立方 单位 ( 试 一 下 ! ), 正 是 我 们 预期 的 , 因为 我 们 讨论 的 是 半 
径 为 1 的 球 . 我 们 所 用 的 方法 被 称 为 贺 盘 法 , 也 被 称 为 切片 法 . 
29.1.2” 壳 法 

现在 , 假设 这 次 让 我 们 前 面 偏爱 的 半圆 形 区 域 ( 见 29.1 节 ) 绕 y 轴 旋 转 . 试想 
你 将 会 得 到 什么 一 一 其 实 就 是 百 吉 饼 的 上 半 部 分 (不 带 器 栗 籽 ). 我 们 还 用 细 条 来 


近似 半圆 , 但 这 次 我 们 要 关于 y 轴 旋 转 每 个 小 条 , 而 不 是 z 轴 ， 如 我 们 之 前 所 见 ， 
一 个 典型 的 小 条 如 图 29-6 所 示 . 


图 29-6 
当 你 关于 y 轴 旋 转 它 时 , 你 不 是 得 到 一 个 圆 盘 一 一 而 是 一 个 柱 壳 ( 见 图 29-7). 


图 29-7 


我 们 将 用 一 系列 的 壳 来 近似 那 半 个 百 吉 饼 ， 然 后 令 壳 的 最 大 厚度 递减 趋 于 0. 
例如 , 如 果 用 5 个 小 条 来 近似 区 域 (与 前 一 节 所 做 一 样 ), 你 可 能 会 得 到 这 样 的 东西 
( 见 图 29-8) 
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图 29-8 


这 个 怪 怪 的 固体 真是 半 个 粗 笨 的 百 吉 饼 , 但 它 的 体积 相当 接近 我 们 的 所 求 . 壳 

的 最 大 厚度 越 小 , 近似 越 好 . 与 前 面 一 样 , 积分 关注 于 所 有 柱 壳 的 体积 之 和 及 壳 的 
最 大 厚度 趋 于 0 的 极限 . 

首先 我 们 需求 一 个 普通 壳 的 体积 . 最 简单 的 方法 是 把 壳 看 作 是 一 个 没有 底 和 项 

的 薄 金 属 弘 . 如 在 前 面 看 到 的 这 的 图 片 所 示 , 罐子 的 高 是 y 个 单位 , 半径 为 z 个 单 

位 , 厚度 是 dz 单位 . 想象 用 锋利 的 剪刀 沿 铅 子 的 一 边 剪 开 , 打开 并 平 铺 成 一 个 薄 

注 的 矩形 状 金 属 片 ， 当 然 它 不 是 一 个 和 矩形， 要 知道 , 矩形 是 一 个 二 维 的 物体 , 而 展 

开 的 钠 子 是 三 维 的 一 一 虽然 铅 子 很 薄 , 但 还 

是 有 厚度 的 . (甚至 一 片 纸 也 有 厚度 ,否则 大 

量 的 纸 可 能 很 薄 很 薄 .)” 它 甚至 不 是 一 个 四 

Tn7 此 棱柱 ， 因 为 镀 子 的 内 半径 不 等 于 外 半径 但 

图 29-9 关键 是 , 它 儿 乎 是 一 个 四 棱柱 . 铅 子 越 薄 , 越 

接近 于 一 个 由 棱柱 ， 当 我 们 最 后 (用 积分 ) 求 

极限 时 , 一 切 就 都 算出 来 了 ”. 所 以 , 理想 的 镀 子 展开 图 为 图 29-9. 其 厚度 为 dz 单 

位 , 我 们 剪 开 的 边 长 仍 为 柱 壳 的 高 , 即 y 个 单位 . 那 长 边 昵 ? 它 等 于 过 的 周 长 ( 想 一 

想 吧 ), 即 2rz 个 单位 , 因为 壳 的 半径 基本 上 为 z 个 单位 . 所 以 壳 的 体积 与 2rzydz 

立方 单位 很 接近 . 现在 我 们 所 要 做 的 就 是 从 z = 2 到 x = 4 积分 来 看 半 个 百 吉 饼 的 

体积 (立方 单位 ): 


4 
| 2xzydz = ax av — (xz — 3)2dz 
2 2 


太 棒 了 一 一 我 们 已 将 问题 简化 为 求 定 积分 的 值 , 不 过 这 个 积分 还 是 有 点 杂乱 . 
以 做 代 换 t = zx 一 3 开始 , 则 dt = dz. 同样 , 当 z = 2; 我 们 有 t+ = -1; 当 z = 4, 我 
们 可 知 t= 1. 所 以 , 用 t 表示 , 积分 变 为 


| (t+3)vVI— tdt = 2r (| tvI 二 友 dt 十 | V1i— Bat). 
第 一 个 积分 可 通过 做 代 换 -ww = 1 一 女 求解 , 第 二 个 积分 可 用 三 角 换 元 求解 . 一 


Q@ 更 一 般 的 , 我 们 把 壳 的 体积 看 成 外 面 壳 (半径 为 x 二 dz 个 单位 ) 与 里 面 这 (半径 为 x 个 单位 ) 的 体 
积 差 . 两 个 壳 都 有 y 单位 高 , 所 以 壳 的 体积 为 xy((z 十 dz)? 一 z2), 化 简 为 2rzydz 十 my(dz)2 立 
方 单位 . 当 求 积 后 , 第 二 项 由 于 可 忽略 量 (dz)2 而 为 0. 
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个 更 好 的 求解 方法 是 , 注意 第 一 个 积分 其 实 为 0, 因为 被 积 函数 是 关于 t 的 奇 函 数 ， 
且 积 分 区 域 [-1,1] 关于 t = 0 对 称 ，( 我 们 已 在 18.1.1 节 末 证 过 这 个 求 积分 的 捷 
径 .) 此 外 , 求 第 二 个 积分 的 最 简单 的 方法 (暂时 忽略 积分 前 面 的 因子 3) 是 意识 到 
它 等 于 半径 为 1 个 单位 的 半圆 的 面积 (平方 单位 ) 即 x/2. 所 以 不 用 太 多 计算 ， 
可 知 整个 答案 为 3r2, 因此 半 个 百 吉 饼 的 体积 是 3r2 立方 单位 .我们 刚才 用 的 方 
法 一 一 不 用 奇怪 一 一 被 称 为 过 法 (也 被 称 为 柱 沉 法 ). 


29.1.3 ”总 结 和 变 式 


目前 为 止 , 我 们 已 经 知道 了 如 何在 半圆 的 特定 例子 中 应 用 圆 盘 法 和 壳 法 . 相同 
的 方法 也 可 应 用 在 由 曲线 、z 畏 和 两 垂 线 围 成 的 区 域 , 如 图 29-10 所 示 . 
根据 与 我 们 在 前 面 半圆 的 特定 例子 中 一 样 
的 论证 , 我 们 可 以 得 到 下 面 的 原理 . 
e。 若 将 曲线 y = f(x) 下 方 ,x =a 和 w=b 
之 间 的 区 域 绕 z 轴 旋 转 , 则 可 应 用 圆 栖 
法 且 体 积 等 于 


| xy2dz 立 方 单位 . 


e 若 将 曲线 y = f(x) 下 方 , x =a 和 x=5b 之 间 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 , 则 可 应 用 
壳 法 且 体 积 等 于 


图 29-10 


| 2rczydz 立方 单位 . 


用 心 记 住 这些 公 式 可 不 是 坏 主意 , 但 若 能 够 通过 了 解 如 何 求 典型 圆 盘 和 壳 体 积 
来 推导 出 这 些 公 式 更 好 . 当 你 遇 到 下 面 的 变 式 之 一 时 , 这 点 尤其 有 用 : 

(1) 要 旋转 的 区 域 在 曲线 和 y 轴 之 间 (而 不 是 > 轴 ); 

(2) 要 旋转 的 区 域 在 两 曲线 之 间 , 而 不 只 是 曲线 下 方 到 一 个 轴 的 区 域 ; 

(3) 旋转 轴 可 能 平行 于 z 轴 或 y 轴 , 而 不 是 轴 本 身 . 

这 些 情况 的 任何 组 合 都 可 以 通过 取 典 型 小 条 并 合理 地 旋转 , 然后 积分 来 处 理 . 
在 我 们 讨论 如 何 实 现 之 前 , 了 解 如 何 确定 用 圆 盘 法 还 是 壳 法 是 很 重要 的 . 注意 , 当 
用 圆 盘 法 时 , 小 条 绕 平行 于 它们 短 边 的 轴 旋 转 ; 而 应 用 壳 法 时 , 小 条 绕 垂直 于 短 边 
的 轴 旋 转 . 也 就 是 说 , 在 你 将 区 域 切 成 小 条 之 后 , 则 : 

。 若 每 个 小 条 的 短 边 平行 于 旋转 轴 , 运用 圆 盘 法 ; 

。 而 若 每 个 小 条 的 短 边 垂直 于 旋转 轴 时 , 运用 壳 法 . 
用 这 些 知识 做 武装 , 我 们 就 可 以 逐个 来 看 这 3 个 变 式 . 


29.1.4” 变 式 1: 区 域 在 曲线 和 wy 轴 之 间 
如 果 区 域 在 曲线 和 y 轴 之 间 , 你 可 能 会 想 取 横 放 的 小 条 , 短 边 在 y 轴 上 : 


saa 


564 第 29 章 体积 、 缴 长 和 表面 积 


我 们 其 实在 做 与 求 由 某 曲线 和 y 轴 所 围 区 域 
的 面积 一 样 的 事 , 见 16.4.3 节 . 不 管 怎样 , 若 
想 求 由 该 区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 固体 的 体积 , 你 
应 该 用 圆 盘 法 ， 因 为 小 条 的 短 边 平行 于 那个 

轴 ， 在 点 y 处 的 一 个 典型 小 条 有 宽 dy 和 长 
ey z 单位 , 所 以 所 得 贺 担 的 体积 为 xz?dy 立方 单 
位 . 当 对 其 求 积 分 来 求 整个 体积 时 , 要 时 刻 注 
意 积分 的 上 下 限 对 应 y 轴 上 的 点 , 而 不 是 > 轴 上 的 点 , 因为 积分 是 关于 y 的 (因为 
dy). 特别 的 , 我 们 需要 积分 从 4 到 B, 而 不 是 a 到 b( 见 图 29-11), 所 以 我 们 要 求 的 
体积 是 上 mr2dy. 

还 有 一 种 方法 . 看 上 图 并 将 头 偏 放 在 右 肩 上 . y 轴 变 成 了 水 平 的 , 但 一 切 都 是 
颠倒 的 , 试 着 想象 如 果 纸 是 透明 的 , 且 从 反面 看 该 图 ( 头 还 偏 放 ) 会 发 生 什 么 . 现在 
y 轴 和 x 轴 交 换 了 位 置 ! 这 就 暗示 你 可 以 在 见 到 z 和 y 时 交换 变量 , 在 此 假定 你 仍 
用 y 轴 上 的 点 来 做 积分 范围 . 其 实 , 如 果 对 前 面 29.1.3 节 的 公式 V = J ny?dz 做 
这 个 变换 , 我 们 看 到 曲线 到 y 轴 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 体积 是 | rz2dy, 这 与 我 
们 之 前 所 求 一 致 . 

如 果 上 面 的 区 域 绕 zx 轴 而 不 是 绕 y 轴 旋 转 昵 ? 只 需 用 29.1.3 节 的 壳 公 式 V = 
J 2xzydzx, 可 知 我 们 想 要 的 体积 是 全 2rgyzdy- 这 是 有 道理 的 , 因为 将 典型 小 条 关 
于 z 轴 旋 转 将 得 到 一 个 厚 dy、 高 z, 半径 为 y 个 单位 的 壳 . 你 应 该 画 一 下 当 展 开 这 
个 小 条 成 薄片 时 会 发 生 什 么 . 这 个 菏 片 近似 为 一 个 四 棱柱 , 计算 它 的 体积 , 并 看 到 
确实 得 到 了 2nyzdy. 总 之 , 所 得 的 准则 如 下 . 


车 区 域 在 曲线 和 y 轴 之 间 , 交换 x 和 y. 

如 往常 一 样 , 画 一 个 典型 小 条 , 旋转 , 计算 所 得 体积 , 且 积 分 是 最 可 信赖 的 方法 . 上 
面 的 准则 只 是 一 个 向 导 . 

这 是 变 式 1 的 一 个 例子 ， 令 丸 为 曲线 y = VD 
y =2 和 y 轴 之 间 的 区 域 (如 图 29-12 所 示 ). 

我 们 来 计算 关于 gy 轴 和 z 轴 的 旋转 体 的 体积 . 在 
第 一 种 情况 中 , 我 们 用 圆 盘 法 , 因为 区 域 在 曲线 和 y 轴 
之 间 , 且 我 们 关于 相同 的 轴 旋 转 . 则 体积 为 


| ea 
0 
因为 y= Vz, 我 们 有 z = 内 , 所 以 z2 = 5. 这 意味 着 体积 是 


2 5 12 
2 aq | 32 
| 一 dy = |， dy = 5 | 5 
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立方 单位 . 另 一 方面 , R 关于 z 轴 的 旋转 体 的 体积 用 壳 法 求 , 上 且 体 积 为 
| 2ryzdy = 2| 23dy， 
0 0 


因为 yz =yx 包 = 多 , 可 验证 算出 来 为 8r 立方 单位 . 要 确定 能 画 出 该 例 中 两 种 情 
况 下 的 典型 小 条 并 验证 上 面 公 式 的 正确 性 . 同样 注意 积分 必须 从 0 到 2, 不 是 0 到 
4: 毕竟 , 积分 关于 y( 而 非 z! ) 且 相应 的 y 的 取 值 范围 为 i0,2], 如 上 图 所 示 . 


29.1.5 ” 变 式 2: 两 曲线 间 的 区 域 


如 果 要 旋转 的 区 域 介 于 两 曲线 之 间 , 我 们 将 要 面 对 与 16.4.2 节 求 两 曲线 间 面 积 
一 样 的 情形 . 一 般 方法 是 取 顶 部 曲线 下 方 到 旋转 轴 的 区 域 进行 旋转 , 得 到 一 个 所 需 
的 较 大 固体 . 现在 取 底 部 曲线 下 方 到 旋转 轴 的 区 域 进行 旋转 , 得 到 一 个 固体 以 便 从 
较 大 固体 中 去 掉 , 来 得 到 所 需 的 固体 . 最 后 , 从 大 体积 中 减 去 小 体积 . 考虑 图 29-13 


中 的 3 个 区 域 . He i | 


图 29-13 
我 们 要 旋转 的 区 域 见 左 图 , 它 是 项 部 曲线 下 方 到 > 轴 (上 面 中 间 图 像 ) 的 区 域 
和 底部 曲线 下 方 到 z 轴 区 域 ( 右 图 ) 之 差 . 现在 , 不 管 是 关于 z 四 还 是 关于 y 轴 旋 
转 , 我 们 所 求 区 域 的 旋转 体 体 积 等 于 较 大 区 域 旋 转 体 体积 与 较 小 区 域 旋转 体 体积 之 
差 . 例如 , 车 该 区 域 绕 > 轴 旋 转 , 则 得 到 一 个 类 似 截 头 圆锥 的 结构 , 且 它 的 中 间 从 
左 到 右 是 样子 很 奇怪 的 润 . 该 固体 是 实体 (没有 洞 ) 与 润 的 差 (如 图 29-14 所 示 ). 
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因此 , 我 们 推出 了 如 下 结论 . 
车 区 域 在 两 曲线 之 间 , 求 相 应 的 旋转 体 体积 之 差 . 


我 们 来 看 一 个 具体 的 例子 . 考虑 如 图 29-15 所 示 的 两 曲线 
y 二 2z3 和 y = zt 之 间 的 有 限 区 域 . 该 区 域 绕 > 轴 旋 转 所 得 
固体 的 体积 是 多 少 ? 
欲求 交点 , 需 令 2z3 = zx4. 可 得 xz = 0 或 z= 2. 所 以 交点 为 原 
点 和 (2,16), 如 上 图 所 示 ; 因此 我 们 要 考 虚 的 > 区 间 是 [0, 2]. 
现在 , 对 应 z 的 这 个 区 间 里 ， 曲 线 y = 2zx3 在 曲线 y = zx4 
上 方 , 所 以 我 们 要 求 凡 = 2zx3 的 旋转 体 体 积 并 减 去 ys。 = zx4 
的 旋转 体 体积 . 注意 , 用 yt 和 ys 来 取代 y 有 利于 区 分 二 者 . 


© 


©O 
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现在 对 两 个 曲线 用 圆 盘 法 可 求 得 所 需 的 体积 是 
2 2 2 2 
| Ty?dz 一 | my2dz = "| (2z3)2dz ~ | (z4)2dz. 
0 0 0 0 
你 可 以 计算 出 结果 , 并 验证 答案 为 1024r/63 立方 单位 . 


图 29-16 


那 让 些 区域 关于 y 轴 旋 转 呢 ? 由 于 我 们 刚 
刚 求 了 两 曲线 间 的 面积 , 并 没有 对 某 轴 或 其 他 
轴 有 特别 的 倾向 , 所 以 我 们 应 该 能 够 用 圆 盘 法 
或 壳 法 来 求解 ， 我们 用 两 种 方法 来 实现 一 下 . 
首先 , 用 圆 盘 法 . 假设 我 们 将 该 区 域 切割 成 短 
边 平行 于 y 轴 的 小 条 , 如 图 29-16 所 示 . 

所 求 的 体积 是 y = z4 和 wy = 2x3 旋转 体 
体积 之 差 . 这 些 体积 的 第 一 个 大 于 第 二 个 , 因 
为 x 在 2z3 的 右边 , 所 以 我 们 令 zi = 9/4 
且 za = (y/2)'3. 运用 圆 盘 法 , 将 z 和 y 互 换 


(如 前 面 变 式 1), 并 在 y =0 和 y= 16 间 积 分 (不 是 从 0 到 2), 可 知 所 求 体积 为 


16 16 16 16 
| refay— | ridy= | (ve)2ay -| ((y/2) /3)?2ay 
0 0 0 


6 6 
二 ZX | yi/2dy 一 2 | y2/3dy. 


稍 作 几 步 运 算 后 为 64r/15 立方 单位 , 可 练习 算 一 下 . 


我 们 来 试 着 用 壳 法 求 相 同 的 体积 . 这 次 ， 
我 们 垂直 的 切割 该 区 域 , 如 图 29-17 所 示 . 
由 于 = 2z3 在 yo = wt 之 上 , 我 们 如 下 取 两 
体积 之 差 ， 
: 2 2 

| 2xzxydz -| 272V2d2 
0 

党 Adm 5 
= | 22“dz 2 上 | Td7 


结果 为 64r/15 立方 单位 一 一 与 我 们 用 贺 盘 
法 所 求 结 果 一 样 , 这 是 当然 ! 注意 当 我 们 用 图 
盘 法 时 , 我 们 把 所 求 固 体 看 作 是 一 个 中 间 控 挤 
另 一 个 碗 的 碗 状 物 , 而 壳 法 更 像 一 个 中 间 去 掉 


一 个 更 小 盆 的 盆 状 物 . 这 里 你 应 该 尝试 画图 来 看 具体 情况 . 


图 29-17 


该 变 式 同 样 适用 于 区 域 没有 延伸 到 坐标 轴 的 情况 . 例如 , 假设 我 们 要 求 曲线 
y 二 1 十 V25 一 x23 和 直线 y = 1 之 闻 区 域 线 zx 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 体 积 . 注意 , 曲 
线 是 中 心 在 (0,1), 半径 为 5 个 单位 的 圆 zz + (y 一 1)? = 25 的 上 半 部 分 , 故 所 涉及 
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区 域 如 图 29-18 所 示 . 
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当 我 们 将 该 区 域 绕 x 轴 旋 转 时 , 得 到 一 个 水 珠 状 形状 一 一 它 是 一 个 中 心 为 洞 
的 球状 固体 . 它 的 体积 是 多 少 ? 你 可 用 关于 变量 y 的 这 法 一 一 作为 练习 ”. 另 一 个 
可 行 的 方法 是 圆 盘 法 . 我 们 应 该 将 该 区 域 看 作曲 线 yi =1+ V25 一 2 和 yo=1 之 
间 的 区 域 , 所 以 体积 为 


[ An(1+ V25 一 z2)2qz 一 (1)2dqz 
一 5 -5 


第 二 个 积分 是 10r, 恰巧 是 高 为 10 个 单位 , 底面 半径 为 1 个 单位 的 圆柱 体 体 
部 分 . 第 一 个 积分 自己 计算 , 注意 [= V35 一 Z2dz 比 你 


应 该 验证 答案 为 25r2 十 500r/3 立方 单位 . 
29.1.6” 变 式 3: 绕 平行 于 坐标 轴 的 轴 旋 转 

最 后 , 我 们 来 看 一 下 如 何 处 理 轴 为 z = 4h 或 y = 的 旋转 体 , 其 中 不必 一 定 
等 于 0. 我 们 从 y = 开始 , 它 平行 于 zx 轴 
但 高 为 h. 假设 我 们 要 令 曲 线 y = f(x) 和 
直线 y= ,7z =a 和 zx =。 间 的 区 域 绕 直 
线 y = h 旋转 , 如 图 29-19 所 示 . 

一 个 典型 小 条 如 右 图 所 示 .” 宽 为 dz， 
但 高 不 是 y, 而 是 y -hh. 在 图 中 , h 显示 为 i 
正 数 , 所 以 显然 y 一 h 小 于 y 一 一 事实 上 也 
应 该 如 此 . 车 碰巧 为 负 , 则 小 条 的 高 大 于 y, 但 显然 这 时 y 一 h 大 于 y, 因为 为 负 ! 
不 考虑 h 的 符号 , 我 们 看 到 小 条 的 高 为 y 一 h, 所 以 相应 的 圆 盘 和 体积 是 x(y - h)?2dz， 
整个 旋转 体 的 体积 是 | xy -hh)?dz. 


Q@ 要 做 此 练习 的 话 ， 必 须 小 心 , 因为 该 区 域 不 是 关于 y 轴 的 曲线 下 方 部 分 ， 如 果 半 圆 的 右 半 边 绕 xz 轴 
旋转 , 最 好 先 算出 体积 ,然后 令 结果 乘 2. 
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事实 上 , 这 个 公式 与 正规 圆 盘 法 的 唯一 
区 别 是 : y 被 (y 一 六 代 换 了 . 如 我 们 在 1.3 
节 所 见 , 这 个 变化 有 转换 标准 图 像 的 作用 ， 
使 得 区 域 在 z 轴 上 方 h 单位 的 地 方 ( 若 忆 
为 负 则 在 下 方 ). 该 变化 唯一 的 问题 是 , 直线 


图 29-20 y = 二 hh 可 能 会 在 曲线 上 方 , 图 29-20 所 示 . 


这 种 情况 中 , 小 条 的 高 度 是 h 一 y, 而 不 是 y 一 
h. 这 点 对 圆 盘 法 没有 实质 影响 , 因为 要 取 高 
的 平方 , 但 对 这 些 加 以 小 心 还 是 好 的 ， 此 外 ， 
壳 法 又 另 当 别论 了 . 

假设 我 们 现在 欲求 由 如 图 29-21 所 示 区 
域 绕 轴 x = 旋转 得 到 的 圈 体 体积 . 
这 里 我 们 需 用 壳 法 ， 因 为 小 条 的 短 边 垂直 于 


2 


WE dm sa 
2 


图 29-22 


"92. 


~ 


b 
过 的 半径 zz 一刀 


图 29-21 


旋转 轴 ， 一 个 典型 壳 高 y, 厚 dz 单位 , 不 过 现在 的 
半径 是 > -hh 而 非 z 单位 ， 你 可 验证 壳 的 体积 为 
2x(z 一 hh)ydz, 所 以 总 体积 是 1 2r(z 一 hjydz 立方 单 

| ， 位 . 同样 , 注意 这 个 结论 来 源 于 将 前 面 29.1.3 节 中 的 
吉 的 和 _， 。，iL， 。 壳 法 标准 公式 , 只 是 其 中 的 x 代 换 为 (z 一 及. 这 个 
变换 有 将 标准 图 像 向 右 平移 h 单位 的 作用 ,该 平移 


包括 旋转 轴 一 一 我 们 已 做 的 就 是 平移 图 像 . 


如 果 旋 转轴 在 该 区 域 右边 呢 ? 考虑 图 29-22. 


现在 壳 的 半径 是 h 一 z 单位 , 而 不 是 xz 一 hh 单位 , 因为 h 大 于 积分 区 闻 [a, 9] 内 的 所 
有 z. 所 以 这 次 旋转 体 的 体积 是 | 2x(h - z)ydz 立方 单位 (具体 自行 验证 ). 


所 以 , 这 里 是 变 式 3 的 一 般 思 想 : 


若 旋转 轴 是 x = h, 用 (z 一 (车 x <h 则 用 (h 一 z)) 代 换 z; 
若 旋 转轴 是 y=, 用 (yy 一 (车 y < 有 h 则 用 (4 一 y)) 代 换 y. 


我 们 来 看 一 些 变 式 3 的 例子 . 在 所 有 例子 中 , 我 们 将 8 
讨论 在 曲线 y = z3, 直线 z = 2 和 y= 1 之 间 的 区 域 , 如 图 


29-23 所 示 . 


(注意 图 29-33 中 的 z 轴 和 y 轴 尺 度 不 同 , 因此 此 图 并 没有 
过 细 . ) 我 们 从 求 该 区 域 绕 直 线 y = 1 旋转 所 得 固体 体积 
开始 . 为 求 该 体积 , 见 到 y - 1 就 将 其 替换 为 y, 将 该 图 向 


下 移 1 个 单位 . 因此 体积 是 


图 29-23 
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2 2 
| (bg 一 1)2dz = «| (z3 — 1)}2dz, 
1 1 


很 容易 就 可 算出 为 1637/14 立方 单位 . 想 一 想 能 否 通过 求 典 型 圆 盘 的 体积 来 验证 
这 个 答案 (小 条 是 垂直 的 ). 

车 此 区 域 绕 直线 > = 2 旋转 呢 ? 这 其 实 是 变 式 1 和 变 式 3 的 组 合 , 由 于 关于 平 
行 于 y 轴 的 轴 旋 转 , 所 以 我 们 将 交换 > 和 y, 并 用 (2 - z) 代 换 z 来 处 理 这 个 平移 . 
注意 这 里 是 (2 - z) 而 不 是 (z - 2), 因为 区 域 在 直线 > = 2 的 左边 . 同样 , 积分 应 该 
从 1 到 8, 因为 积分 是 关于 y 而 不 是 关于 z 的 . 因此 体积 为 


| -sdy=z|e- y1/3)2dy, 
化 简 后 为 8r/5 立方 单位 ， 通 过 求 典型 圆 盘 体 积 也 可 求 出 该 体积 , 用 该 方法 进行 验 
证 是 个 好 主意 , 注意 这 次 我 们 将 区 域 切 成 了 水 平 小 条 , 就 像 变 式 1 一 样 

车 我 们 让 此 区 域 绕 = 二 _3 旋转 呢 ? 脑子 开始 有 点 乱 了 ， 若 我 们 用 垂直 小 条 ， 
则 我 们 需 用 壳 法 , 因为 每 个 小 条 的 短 边 垂直 于 旋转 轴 . 我 们 将 用 变 式 2 和 变 式 3 的 
组 合 . 你 知道 , 垂直 来 看 , 区 域 在 两 曲线 yy = (在 顶部 ) 和 ya = 1( 在 底部 ) 之 间 . 
同样 , 壳 法 标准 公式 中 的 z 要 替换 为 (z + 3). 这 意味 着 体积 由 


2 2 2 2 
| 2r(z 十 3)y1dz 一 | 2r(z 十 3)yadz 一 | (z 十 3)z38dz 一 2 | (z+ 3)dz, 
1 1 1 1 


给 出 , 计算 可 得 259r/10 立方 单位 . 

我 们 来 重复 相同 的 例子 , 这 次 取水 平 小 条 . 现在 我 们 要 用 圆 盘 法 , 因为 每 个 小 
条 的 短 边 平行 于 旋转 轴 . 我 们 需 交 换 z 和 y, 因为 旋转 轴 是 垂直 的 ( 变 式 1); 我 们 
同样 要 把 该 区 域 看 作 平 放 在 右 曲 线 zi = 2 和 左 曲线 za = y1/3 之 间 ; 最 后 , 我 们 需 
将 z 代 换 为 z 十 3( 变 式 3), 意思 是 将 zl 代 换 为 zl 十 3 且 将 za 代 换 为 za 十 3. 所 以 
这 个 例子 运用 了 以 上 三 个 变 式 ! 标准 圆 盘 体积 是 xy2dz; 交换 z 和 y 可 得 nw?2qdy; 
用 z+3 代 换 z 得 r(z+3)2dy; 对 该 形式 分 别 关 于 zi 和 ra 从 1 到 8 积分 , 取 差 . 
可 得 体积 为 


8 8 8 8 
| (zl 十 3)2dg 一 | n(x2 十 3)2dg = «| (2+ 3)2dy— | (yi/3 + 3)2dy, 
1 1 1 1 


算出 来 仍 为 259x / 10 立方 单位 . 至 少 我 们 得 到 的 是 同 前 面 一 样 的 答案 ! 同样 , 最 
好 确保 你 自己 可 以 求 典型 圆 盘 体 积 . 

总 之 , 已 经 有 足够 多 关于 旋转 体 体积 的 理论 了 , 要 想 掌 握 所 有 的 变 式 必 须 多 做 
练习 . 现在 是 讨论 求 更 一 般 固体 体积 的 时 候 了 . 


29.2 一般 固 体 体 积 
大 多 数 固 体 不 能 通过 平面 区 域 绕 平 面 内 某 轴 旋转 而 形成 . 例如 , 一 个 棱锥 没有 
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曲面 , 所 以 无 论 你 怎么 看 , 它 都 不 是 旋转 体 . 求 类 似 固 体 体 积 的 一 个 方法 是 切片 法 ， 
它 推广 了 前 面 29.1.1 节 的 圆 盘 法 . 

想象 你 的 固体 是 一 个 蔬菜 , 比如 黄瓜 或 南瓜 . 将 它 放 在 切 板 上 切 成 注 的 平行 小 
片 . 这 些小 片 的 大 小 不 会 总 是 相同 . 甚至 一 个 小 片 的 两 面 也 不 总 是 一 样 . 例如 , 对 
于 黄瓜 , 靠 头 的 切片 会 有 一 点 斜 . 另 一 方面 , 车 一 个 小 片 很 注 , 则 它 的 两 面 会 很 接 
近 . 所 以 我 们 将 取 两 面 中 的 一 面 乘 上 切片 的 厚度 来 近似 切片 的 体积 取 哪 面 都 
没关系 . 然后 我 们 将 把 所 有 切片 的 体积 加 起 来 , 并 取 切 片 厚度 趋 于 0 的 极限 . 

在 实践 中 , 过 程 有 些 复杂 , 事实 是 , 有 很 多 方法 来 切割 固体 . 例如 , 若 切 平 放 着 
的 黄瓜 , 则 得 到 盘 状 的 薄 切 片 ; 若 把 黄瓜 竖 起 来 , 切 起 来 更 难 , 不 过 还 是 可 以 切 的 ， 
且 你 将 会 得 到 不 同 大 小 的 椭圆 形 切 片 ; 或 者 将 黄瓜 倾斜 一 个 角度 而 切 得 更 小 的 椭圆 
形 . 

基本 上 , 这 是 你 的 选择 : 需 选 一 个 轴 , 不 必 穿 过 固体 . 所 有 的 切片 将 垂直 于 这 个 
轴 . 一 旦 选 定 了 轴 , 前 进 的 路 就 清晰 了 : 你 需求 每 个 垂直 于 该 轴 的 切片 的 横 截面 面 
积 . 不 同 的 切片 有 不 同 的 面积 . 所 以 , 在 你 的 轴 上 , 要 选择 一 个 原点 和 正方 向 , 然后 
算出 穿 过 z 的 切片 横 截面 面积 , 其 中 > 是 轴 上 的 任意 一 点 . 最 后 一 步 是 用 面积 乘 
厚度 dz 来 近似 切片 的 体积 , 然后 积分 . 这 步 相 当 于 把 所 有 切片 的 体积 加 起 来 , 同时 
取 切 片 最 大 厚度 趋 于 0 的 极限 . 总 之 , 这 里 是 解 题 思路 : 

(1) 选 定 一 个 轴 ; 

(2) 求 一 个 在 轴 上 点 > 处 的 典型 横 截面 面积 , 称 该 面积 为 4(z) 平方 单位 ; 

(3) 则 , 若 Y 为 固体 的 体积 (立方 单位 ), 我 们 有 


V= | 4(z)dzr 


其 中 [已 是 完全 覆盖 固体 的 z 的 取 值 范围 . 

相信 我 , 你 真 要 选 一 个 使 横 截 面 越 简单 越 好 的 轴 .， 若 能 确保 横 截面 都 很 相似 ， 
会 很 有 帮助 , 也 就 是 它们 互 为 不 同 大 小 的 副本 . 不 过 不 会 总 有 这 个 可 能 . 

让 我 们 用 上 面 的 方法 求 一 个 “广义 ” 锥 体 的 体积 . 意思 是 平面 上 某 形状 的 面积 
为 4 平方 单位 , 在 平面 上 方 一 定 的 距离 处 有 一 顶点 已 如 图 29-24 所 示 ). 
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现在 我 们 从 平面 形状 的 边 上 每 个 点 到 P 做 线段 . 这 就 给 出 了 一 个 底 为 起 始 形 
状 的 表面 . 我 们 要 讨论 的 固体 就 是 里 面 填充 了 的 表面 , 或 者 说 是 表面 的 内 部 . 这 是 
一 种 表面 形状 的 框架 图 , 如 图 29-25 所 示 . 
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例如 , 车 底 为 圆 且 点 PP 在 圆心 的 正 上 方 , 则 我 们 得 到 一 个 一 般 圆 锥 . 若 底 为 正 
方形 且 点 PP 在 正方 形 中 心 ( 即 正方 形 对 角 线 的 交点 ) 的 正 上 方 , 则 我 们 得 到 一 个 四 
棱锥 . 你 可 以 想象 什么 样 的 底 和 顶点 P 可 让 你 得 到 一 个 规则 的 锥 体 , 或 斜 锥 体 (就 
像 一 顶 奇 怪 的 帽子 一 一 类 似 一 种 巫师 帽 , 但 不 是 直 的 ). 结果 是 与 求 固体 体积 相关 
的 唯一 的 量 是 底 的 面积 一 一 4 平方 单位 , 以 及 从 PP 到 平面 的 垂直 距离 . 我 们 称 后 
面 的 量 为 h 单位 (图 29-25 已 标 出 ). 

那么 , 如 何 求 体积 呢 ? 首先 要 选 一 个 轴 . P 似乎 是 一 个 特殊 的 点 , 所 以 我 们 选 
择 的 直线 或 许 应 该 穿 过 P. 那 其 他 点 昵 ? 你 可 以 进行 各 种 尝试 , 但 唯一 有 用 的 是 让 
直线 垂直 于 包含 底 的 平面 . 我 们 也 把 轴 的 原点 设 在 P, 正方 向 向 下 . (看 起 来 有 点 奇 
怪 , 但 没有 理由 说 正方 向 不 可 以 向 下 . 毕竟 , 广义 锥 体 也 可 能 以 顶点 向 下 的 方式 展 
示 给 我 们 , 此 时 向 上 是 正方 向 . ) 这 会 使 我 们 的 计算 变 得 更 容易 . 我 们 来 看 车 选择 轴 
上 的 一 个 点 zx 并 取 穿 过 x 的 垂直 切片 会 怎样 (参见 图 29-26). 


图 29-26 


横 截 面 是 原 底 的 一 个 较 小 副本 . 数学 上 讲 就 是 横 截 面 与 底 相似 , 现在 我 们 要 求 
出 横 截面 的 面积 . 为 此 , 我 们 选取 底 的 边 上 的 任意 一 点 并 连 到 P 上 . 这 条 线 在 广义 
锥 体 的 边 上 , 且 同 样 穿 过 我 们 截面 的 相应 点 . 我 们 也 要 选 一 点 使 得 直线 为 图 像 的 右 
边缘 , 但 我 们 也 可 以 选 底部 边 上 任意 点 . 我 们 还 要 画 一 些 垂 线段 , 如 图 29-27 所 示 . 


572 第 29 章 体积 、 缴 长 和 表面 积 


一 一 一 一 一 


图 29-27 图 29-28 


我 在 上 图 标 出 了 垂 线 的 长 度 . 我 们 来 看 形成 的 三 角形 (如 图 29-28 所 示 ). 
运用 相似 三 角形 , 我 们 可 知 
Z 六 


1 LL’ 
这 意味 着 1 = zL/h. 我 们 对 这 个 方程 做 一 个 事实 检测 , 若 z = 0, 则 切片 过 锥 体 的 
顶点 (P), 且 ! 应 该 , 为 0 而 它 就 是 0. 另 一 方面 , 若 x = h, 则 切片 是 平面 的 底 , 且 
横 截面 不 是 底 的 较 小 副本 一 一 它 就 是 底 . 所 以 , 这 时 ! 理所当然 应 该 等 于 也, 而 事 
实 的 确 如 此 . 
现在 来 看 我 们 的 底 和 横 截 面 , 其 中 画 出 了 长 度 为 工 和 1 的 线段 , 如 图 29-29 所 示 . 


底 横 截 面 


面积 = 4 


图 29-29 


这 两 幅 图 , 包括 线段 都 是 相似 的 一 一 其 中 的 一 个 是 另 一 个 的 放大 . 这 里 有 一 
个 相似 性 的 重要 原理 . 假设 我 们 有 两 个 相似 图 形 , 且 已 知 对 应 线段 的 长 度 , 每 幅 图 
一 条 线段 ， 当 我 们 将 一 幅 图 放大 到 与 另 一 幅 图 一 样 大 小 时 ,两 条 线段 要 严格 匹配 . 
那么 两 图 面积 之 比 是 对 应 长 度 之 比 的 平方 . 例如 , 车 我 们 取 两 个 正方 形 的 瓷砖 , 其 
中 一 个 边 长 是 另 一 个 边 长 的 3 倍 , 则 大 瓷砖 的 面积 是 小 瓷砖 面积 的 9 倍 . 回 到 上 
图 , 底 的 面积 是 4 平方 单位 , 横 截面 的 面积 是 A(z) 平方 单位 . 因此 , 面积 之 比 是 对 


应 长 度 之 比 的 平方 , 在 本 例 中 长 度 是 工 和 1, 则 : 
4 二 L,, 
A ~ (7) 
化 简 并 运用 前 面 ; 的 表达 式 , 可 得 
412 A L\? 4z2 
A()- 牌 - 去 -( 至 ) es 
同样 需 进行 事实 检测 : 若 xz = 0, 横 截 面 为 点 P, 此 时 横 截面 没有 面积 . 可 以 验证 ， 
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因为 4(0) = 4 x02/h2 =0. 那 z= 疡 时 呢 ? 则 我 们 讨论 的 是 底 , 所 以 横 截 面 面 积 应 
该 为 4 平方 单位 . 没 问 题 : A(h) = A x 有/h? = 4. 

最 后 , 我 们 可 以 做 积分 了 ! 唯一 的 问题 是 x 的 范围 是 多 少 ? 如 我 们 所 见 , x = 0 
是 顶 , 且 z = 4h 是 底 , 这 就 是 z 的 正确 取信 范围 所 以 

h 2 
v=| 4)az =| 和 -dz = 各 | 

立方 单位 . 

嘿 ,， 我 们 已 求 得 任意 棱锥 或 类 圆锥 体 的 体积 公式 ， 例 如 ， 


对 讨论 过 的 正 圆锥 , 体积 是 3r?h 立方 单位 , 正 是 上 面 公式 中 


由 4 = nr? 所 求 的 结果 , 对 正四 楼 锥 一 体积 为 312h 立方 
单位 (其 中 底 边 长 1 单位 ) 一 也 一 样 有 效 , 因为 此 时 底面 积 是 
A=2. 

我 们 再 看 一 个 例子 ， 取 在 > = 0 和 > = 3 之 间 的 曲线 
y = er, 并 考虑 曲线 和 z 轴 之 间 的 区 域 . 如 图 29-30 所 示 . 

假设 有 一 个 形状 怪异 的 固体 位 于 上 述 平面 的 上 面 ， 
并 伸 出 纸 面 , 它 的 底 就 是 上 图 的 阴影 区 域 . 该 固体 的 形 
状 是 这 样 的 , 车 沿 平行 于 y 轴 的 任何 直线 竖 直 向 下 切 ， 
则 横 截面 是 长 边 在 上 图 底 上 , 短 边 为 长 边 一 半 的 矩形 , 
将 图 稍微 倾斜 一 下 来 看 透视 图 ， 这 里 是 一 些 模 截 面 的 
样子 (如 图 29-31 所 示 ). 

该 固体 的 体积 是 什么 ?我们 从 选 轴 开 始 ， z 轴 
怎样 ? 似乎 有 道理 , 因为 我 们 知道 垂直 于 该 轴 的 横 截 
29-31 面 是 什么 样 的 ， 我 们 已 经 有 了 一 个 原点 和 正方 向 , 就 

以 它们 为 准 . 在 轴 上 的 z 点 ， 重 线段 长 度 为 e= 单位 . 


这 是 矩形 长 边 , 所 以 短 边 长 度 为 :er 单位 (要 知道 , 短 边 是 长 边 的 一 半 ). 因此 逢 形 


& A hp 1 
2 ee 
人 了 一 了 4 


29-30 


2 


的 面积 为 
A(z) 一 ez X se = jo” 
平方 单位 . 故 体 积 是 
1/2 1/2 2z |1/2 
V= I. 4(z)dz = z]| e2*dz = 了 = (Ge 一 了 立方 单位 . 


29.3 弧 长 
对 某 函 数 f, 我 们 有 y = f(z) 的 图 像 , 其 中 zx 的 取 值 范围 为 a 到 5. 取 一 段 细 
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强 沿 曲线 放 在 曲线 上 面 , 标记 两 端 , 然后 离开 纸 面 , 拉 直 并 测量 两 个 标记 点 之 间 的 
长 度 . 你 怎么 计算 曲线 长 度 呢 ? 这 个 长 度 被 称 为 曲线 弧 长 , 我 们 将 找 一 个 弧 长 公式 . 
策略 是 得 到 某 种 原型 表达 式 , 然后 将 其 改装 来 得 到 一 些 有 用 公式 . 

我 们 来 看 介 于 xz 和 z 十 dz 之 间 的 一 小 段 曲线 , 如 图 29-32 所 示 . 


a z Z 十 dz b 
图 29-32 


我 们 用 虚线 段 4B 的 长 度 来 近似 4 和 B 之 间 的 曲线 长 度 . 4 与 B 越 接近 , 近似 程 
. 度 越 好 . 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 4B 的 长 度 是 V(dz)2 + (dy)2 单位 . 现在 我 们 只 需 
对 很 多 小 线段 重复 该 过 程 , 形成 一 个 曲线 的 近似 . 像 往常 一 样 , 积分 关注 连 加 和 极 
限 部 分 , 但 要 小 心 . 若 只 在 小 段 长 度 V(dz)2 + (dy)? 前 加 一 个 积分 号 , 将 得 到 


? 


绵长 = | Vlas TC). 

问题 是 , 这 个 积分 没有 任何 意义 ! 我 们 需要 关于 一 个 变量 积分 . 幸运 的 是 , 我 们 可 
以 针对 各 种 情形 来 调整 上 上 面 的 公式 , 以 得 到 一 个 有 意义 的 结果 . 例如 , 你 可 以 将 因 
子 (dz)2 移出 平方 根 式 , 将 小 段 长 度 表 示 为 V1 十 (dy/dz)2dz 单位 , 看 起 来 更 可 行 . 
(这 个 变动 其 实 需 要 证 明 , 不 过 细节 有 些 超 出 本 书 的 范围 . ) 不 管 怎样 , 在 下 面 的 每 
个 例子 中 , 我 们 将 讨论 如 何 调整 上 面 的 原始 公式 来 得 到 弧 长 的 合乎 情理 的 公式 : 

(1) 车 y= f(z), 且 z 在 a 到 4。 间 取 值 , 则 在 上 述 被 积 函 数 中 取 因 子 (dz)2( 如 
我 们 前 面 所 做 ) 并 将 其 移出 平方 根 得 


弧 长 = [ i+ (时 ) dz “| (标准 形式 ) 


b 
弧 长 -| V1+ (f(x))*dz. 


(2) 假设 给 定 关 于 y 的 z. 若 x = gly) 且 y 在 h 到 B 间 取 值 , 则 取 因 子 
(dy)2( 或 者 , 交换 上 面 图 框 中 公式 的 > 和 y) 得 


关于 f, 可 男 写 为 


也 可 写 为 
B 
缴 长 -| V1lt+(g'(y))dy 


(3) 参数 形式 昵 ? 这 意味 着 x 和 y 是 关于 参数 上 的 函数 ,上 在 to 到 1 间 取 值 . 
(参数 方程 回顾 见 27.1 节 . ) 我 们 将 量 (dz)? 看 作 (dz/dt)?(9t)?;y 同 理 . 然后 我 们 
可 将 (dt)? 移出 平方 根 得 到 一 个 有 用 的 公式 : 


ne 


(4) 最 后 这 个 公式 的 特殊 情况 发 生 在 极 坐 标 情形 . 特别 的 , 在 27.2.4 节 , 我 们 讨 
论 了 如 何 求 曲 线 ” = f(9) 内 部 的 面积 , 其 中 9 的 取 值 范围 为 bo 到 91, 现在 我 们 来 
求 相 同 曲 线 的 弧 长 . 我 们 知道 x = rcos(g) 且 y = rsin(9), 所 以 用 f(9) 代 换 7, 我 
们 有 z = f(0)cos(9) 和 yz = f(9) sin(9). 这 里 9 的 角色 是 参数 , 所 以 我 们 可 以 使 用 
上 面 参数 版 的 弧 长 公式 (t 代 换 为 9). 我 们 需 知 道 dz/d6b 和 dy/d9 是 什么 . 根据 乘 
积 法 则 ， 


和 = f'(0) cos(0) — f(0) sin(0) 
和 
2 = f’(0) sin(0) + f(0) cos(9). 


现在 需 对 这 两 个 式 子 取 平 方 并 相 加 . 试 一 下 吧 ! 你 将 会 发 现 有 些 项 消 掉 了 . 还 
有 两 套 sin?(0) + cos?(9) 项 , 这 些 项 可 用 1 代 换 . 综 上 , 可 得 到 公式 


01 
弧 长 -| (f(0)) + (fF (O2d0 | ( 极 坐标 函数 , > = f(0)). 


顺便 说 一 下 , 你 应 该 把 所 有 这 些 弧 长 用 单位 表示 出 来 . 
我 们 来 看 一 些 例子 . 假设 要 求 曲 线 y = In(z) 的 弧 长 , 其 中 > 的 取 值 范围 为 V3 
到 V15. 我 们 用 前 面 的 第 一 个 公式 可 得 


V1i5 2 V1i5 2 
弧 长 = | 1+ (型 ) daz=| 1+ (3) dz 
V3 V3 


dz 并 
三 /x2 1 
一 一 一 一 QZ. 
V3 


这 其 实 是 一 个 非常 难 的 积分 ， 作 为 练习 , 你 肯定 要 试 一 下 的 . 如 果 卡 住 了 , 这 


Seaa 


NSOQ 


eo 
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是 对 策 : 从 一 个 合适 的 三 角 换 元 开始 . 若 做 对 了 , 积分 对 应 的 不 定 积分 为 『sec3(0) 
/tan(9)d9. 要求 它 , 将 分 子 表示 为 sec(9)(1 + tan2(9)), 将 原 积 分 分 成 两 个 积分 , 可 


用 第 19 章 的 方法 求解 . 验证 所 得 弧 长 为 2 十 1n(3) 一 5 In(5) 单位 . 


车 所 求 弧 长 是 由 参数 x = 3 一 12t+4 和 w= 8vV32t3/2, 其 中 t 在 3 到 5 间 取 值 所 
表述 的 呢 ? 我 们 需 用 参数 版 的 公式 . 事实 上 , dz/dt = 6t - 12, 且 dy/dt = 12V2t1/2, 


故 
弧 长 = [ /和 ) 十 (¥) a 一 V (6t 一 12)2 + (12V2t1/2)2dt. 


现在 , 我 们 来 看 被 积 函 数 的 最 里 面部 分 , 有 一 个 因子 62 可 被 提出 来 , 得 
(6t — 12)?2 + (12V2t1/2)?2 = 62((t — 2)? + (2V2t1/2)?) 
= 36(t2 —4t+4+8t) = 36(t + 2)?. 
现在 将 这 个 结果 带 入 被 积 函数 并 作 积分 , 可 得 弧 长 为 72 单位 , 这 就 是 一 件 简 
单 的 事 了 . 细节 留 给 你 完成 ! 


参数 化 和 速率 


在 讨论 求 表 面积 之 前 , 我 想 看 关于 参数 坐标 系 下 弧 长 公式 的 一 点 事实 .假设 
一 个 蝎 蚊 (这 次 不 是 蜗牛 ! ) 绕 一 个 平地 候 行 , 我 定义 在 时 间 t 秒 处 的 昭 蚁 位 置 是 
(z(t),y( 有 )). 晤 蚁 在 时 间 t 的 速率 是 多 少 ? 我 们 知道 速度 是 位 移 关 于 时 间 的 导数 . 因 
此 蚂蚁 在 z 方向 的 速度 是 dz/dt, 且 它 在 y 方向 的 速度 是 dy/dt. 它 的 实际 速率 需 
涉及 这 两 个 速度 . 其 实 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 我 们 应 该 有 ?: 


dz\? dy 2 
ES 
嘿 , 这 是 我 们 在 参数 情况 下 求 弧 长 时 所 积分 的 量 ! 确实 , 要 求 蚂蚁 私 过 的 总 距 
离 , 你 需要 对 它 的 速率 求 积 分 . 因此 , 现在 弧 长 公式 中 的 被 积 函 数 有 了 意义 , 至 少 在 


参数 情形 中 是 有 意义 的 : 它 是 质点 在 曲线 上 移动 的 瞬时 速率 , 就 像 参 数 所 描述 的 一 
样 


考虑 前 一 节 末 的 例子 , 其 中 我 们 有 zx = 3&2 - 124+4 和 yy = 8V2t3/2. 根据 前 面 
的 探讨 ， 


dz 


2 2 
速率 = (号 ) 十 (号 ) = V36(t + 2)? = 6(t + 2). 
其 中 答案 以 单位 每 秒表 示 (假设 t 的 单位 为 秒 ). 这 意味 着 在 时 间 t= 3 处 , 在 时 间 t 
@ 这 里 我 们 进入 了 向 量 范畴 , 属于 关于 多 变量 微 积分 的 书 所 涉及 的 内 容 . 
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处 的 质点 (此 时 位 于 (z(t), y(t)) 处 , 速率 是 6(3 十 2) = 30 单位 每 秒 ; 而 在 时 间 t==5 
处 (速率 稍 快 一 点 ), 为 6(5 +2) = 42 单位 每 秒 . 

在 27.1 节 , 我 们 探讨 了 参数 方程 x = 3cos(t) 和 yy = 3sin(), 其 中 0 < t < 2m， 
它 描述 了 中 心 在 原点 , 半径 为 3 的 圆 . 由 这 些 方程 所 描述 的 运动 的 质点 速率 为 


(¥) + (¥) = Vso = V9=3, 


因为 sin?(t) + cos?(t) = 1. 这 意味 着 质点 以 恒定 的 速率 3 单位 每 秒 绕 圆 运动 ( 当 
然 是 道 时 针 方 向 ). 另 一 方面 , 我 们 也 探讨 了 x = 3cos(2t) 和 y = 3sin(2t), 这 次 
0 gt < zf, 也 描述 了 相同 的 圆 . 现在 速率 是 


2 2 
( 守 ) 十 ( 吧 ) = V(-6sin(2 加 )2 + (6 cos(2t))? = V36 = 6， 
所 以 描述 这 个 新 的 参数 方程 的 质点 的 确 以 两 倍 于 原 质点 的 速率 绕 相 同 的 圆 运动 . 
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本 章 最 后 要 讨论 的 问题 , 是 如 何 求 由 曲线 绕 某 轴 旋 转 所 得 表面 的 表面 积 . 采用 
的 方法 是 我 们 求 弧 长 和 体积 方法 的 一 种 组 合 . 我 们 从 切割 曲线 成 小 段 弧 开 始 , 然后 
关注 当 将 其 中 一 段 弧 绕 轴 旋转 时 的 情况 . 假设 绕 z 轴 旋 转 ， 当 我 们 旋转 这 些小 段 
弧 中 的 一 段 时 会 发 生 什么 昵 ? 我 们 得 到 一 种 环 , 但 它 的 边 是 弯 的 . 若 环 的 宽 足 够 小 ， 
我 们 应 该 能 用 直 边 环 来 近似 它 . 我 们 从 割 线段 近似 弧 开 始 , 如 前 面 29.3 节 的 做 法 . 
如 我 们 前 面 所 见 , 割 线 的 长 为 V(dz)? + (dy)? 单位 . 当 我 们 用 该 制 线 代替 弧 段 旋转 
时 , 我 们 得 到 一 个 直 边 环 , 如 图 29-33 所 示 . 


(村 (dj 


A (do + dy) 
B 


578 第 29 章 体积 、 弧 长 和 表面 积 


上 面 左边 的 图 给 出 了 一 段 曲线 和 近似 割 线 ; 中 间 图 给 出 了 我 们 要 求 表 面积 的 真 
实 的 曲 边 环 ; 右边 的 图 给 出 了 我 们 用 来 做 替换 的 近似 环 . 事实 上 , 我 们 甚至 更 懒 : 环 
的 边 不 是 平行 于 z 轴 的 , 所 以 我 们 的 环 实际 是 圆锥 表面 的 一 部 分 . 像 这 样 的 物体 的 
表面 积 是 可 以 计算 的 , 但 比较 麻烦 . 因而 我 们 将 进一步 近似 , 假想 要 讨论 的 是 一 个 
边 长 都 相等 的 环 , 不 过 现在 的 环 是 一 个 圆柱 形 的 , 如 图 29-34 所 示 . 


最 终 的 结果 是 我 们 得 到 了 一 个 半径 为 y 单位 ， 
C 9 te) 宽度 为 /dz Ta 单位 的 圆柱 形 环 , 因此 它 
有 表面 积 2rywW(dz)2 + (dy)2 平方 单位 ，( 它 是 周 


长 2ry 单位 乘 以 宽度 . ) 结果 表明 ®, 这 个 近似 在 
极限 中 是 可 行 的 , 这 里 的 极限 是 我 们 将 这 些 环 的 
表面 积 加 起 来 , 并 令 环 的 宽度 趋 于 0 的 极限 , 所 以 
我 们 可 由 此 得 到 关于 zx 轴 旋 转 的 原型 公式 ， 
表面 积 二 | 2mg VE (关于 z 轴 旋转 ) 


了 7 


或 者 , 车 旋转 是 关于 y 轴 的 , 则 我 们 采用 的 环 宽度 
不 变 , 但 现在 的 半径 是 z 而 不 是 y 单位 , 所 以 关于 
图 29.34 y 轴 旋 转 的 原型 公式 是 


表面 积 = | 2xzV(dz)? + (dy)2( 关 于 y 轴 旋 转 ). 


你 也 可 以 参照 体积 的 变 式 1( 见 前 面 29.1.4 节 ), 将 第 一 个 原型 公式 中 的 > 和 y 对 换 
来 得 到 该 公式 . 

不 管 怎样 , 与 弧 长 一 样 , 这 些 原 型 公式 不 能 用 于 求 任何 表面 积 ! 我 们 来 看 一 下 
如 何 修改 这 些 公式 才能 使 用 它们 

(1) 假设 我 们 要 关于 z 轴 旋 转 曲 线 y = f(z), 其 中 z 取 值 范围 为 c 到 我 们 
从 第 一 个 原型 公式 中 的 被 积 函数 中 提出 因子 (dz)? 并 将 其 提 到 平方 根 之 外 , 就 像 我 
们 在 弧 长 的 讨论 中 所 做 一 样 , 得 


Er = | 2ry4/ 1 十 四 z 轴 ). 


写成 关于 了 的 形式 , 就 像 这 样 : 
b 
表面 积 = | 2nf (zr) V1 + (fF'(r)) dz. 


(2) 若 我 们 要 关于 y 轴 旋 转 相 同 的 曲线 , 可 对 另 一 个 原型 公式 采用 相同 的 处 理 ， 
得 出 
Q@ 所 率 涉 的 计算 有 些 令 人 生 厌 一 一 如 果 你 想 算 的 话 , 可 运用 半径 为 x 和 R, 高 为 h 单位 的 平 截 头 圆 
锥 体 的 表面 积 公式 x(R 十 7)V( 呈 一 7)? 十 h2 平方 单位 . 
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表面 积 = [ 2xz4/1+ (并 ) dz |( 关 于 y 轴 )， 


或 者 写成 关于 f 的 形式 : 


表面 积 = | "ong VIF PE dy. 


(3) 当然 也 有 参数 形式 . 若 zx 和 y 是 参数 t 的 函数 , 其 中 上 的 取 值 范围 为 to 到 
去 , 则 dt 可 推出 下 面 的 公式 : 


dz 
dt 


mg - L 2mz (¥) + (em 关于 y 轴 ) 


所 有 这 些 表面 积 的 单位 都 是 平方 单位 . 
这 里 有 一 个 例子 : 若 从 z=0 到 >z= r/2 的 曲线 y= cos(z) 关于 zx 轴 旋 转 , 我 
们 需 应 用 前 面 第 1 种 情形 中 的 公式 , 可 知 表 面积 为 


/2 xT/2 
| 27y4/1 十 (并 ) dz = 2r | cos(z) /1 二 sin2(z)dz 
0 


要 求 该 积分 , 首先 令 t = sin(z), 然后 用 三 角 换 元 来 求解 新 积分 . 试 一 下 一 一 算出 
来 的 表面 积 应 为 x(V2 + In(1 十 V2)) 平方 单位 . 

另 一 方面 , 在 x =0 和 zx = 2V2 间 的 抛物 线 y = zx?/2 绕 y 轴 ( 非 x 轴 ) 旋转 
所 得 表面 积 可 用 前 面 第 2 种 情形 中 的 公式 求 得 . 由 于 dy/dz = z, 表面积 由 


2V2 dy 2 2vV2 
| 2xz4/1 十 (型 ) dz 一 | 2ZVI 十 Z2dz 
0 0 


给 出 , 做 换 元 上 = 1 +z2 后 可 算得 527/3. 

现在 考虑 以 原点 为 中 心 , 半径 为 7 单位 的 上 半圆 . 参数 形式 为 xz = rcos(9) 和 
y 二 7sin(9), 其 中 9 的 取 值 范 围 为 0 到 x( 我 们 只 取 到 r 是 为 了 只 取 上 半圆 ). 我 们 
关于 z 轴 旋 转 该 半圆 , 将 得 到 一 个 球 , 它 的 表面 积 由 前 面 的 情形 3 给 出 (t 代 换 为 
0): 


zy ($B) 十 (¥) a = 2 | sin(0) V(—r sin(0))? + (r cos(0))2d0. 


现在 可 利用 sin?(9) + cos2(9) = 1 计算 , 可 得 表面 积 为 4rr? 平方 单位 , 这 就 证 明了 
传统 公式 . 


表面 积 =| ory (入 ) + (¥) a (参数 版 , 关于 z 轴 ) 


和 


Oo © 


OO) 
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最 后 , 我 们 来 考虑 类 似 于 旋转 体 体 积 变 式 3 的 表面 积 ( 见 29.1.6 节 ). 若 旋 转轴 
不 是 z 轴 , 而 是 直线 y = /平行 于 > 轴 ), 则 圆柱 形 环 的 半径 是 y 一 h 单位 (而 非 y 
单位 ), 所 以 前 面 情形 1 中 的 公式 需要 适当 的 改动 一 下 ; 


表面 积 = [ 2m(y — h)' J1+ (型 ) = (关于 y = hh). 


(其 实 , 若 曲线 在 直线 y = h 下 方 , 最 好 用 h 一 y 代替 y 一 hh, 否则 将 得 到 一 个 表面 积 
为 负 的 答案 ! ) 同样 , 你 不 能 单纯 地 学 习 上 面 的 公式 , 而 应 理解 如 何 由 已 知 推出 该 
公式 . 事实 上 , 你 现在 应 该 能 对 前 面 所 有 的 公式 进行 适当 改动 , 以 对 应 关于 y = h 
或 z = 的 旋转 . 


第 30 章 微分 方程 


微分 方程 是 一 个 包含 导数 的 方程 , 它们 对 于 描述 现实 世界 中 量 的 变化 非常 有 
用 . 例如 , 若 想 了 解 种 群 增长 快慢 , 甚至 还 清 学 生 贷 款 的 快慢 , 微分 方程 都 能 帮助 模 
拟 对 应 情形 并 给 出 令 人 满意 的 答案 . 在 最 后 这 章 , 我 们 将 讨论 如 何 解 特定 类 型 的 微 
分 方程 . 特别 的 , 这 是 我 们 将 讨论 的 内 容 : 

。 微分 方程 导论 ; 

。 可 分 离 变量 的 一 阶 微分 方程 ; 

。 一 阶 线性 微分 方程 ; 

。 一 阶 和 二 阶 常 系数 微分 方程 ; 

。 微分 方程 建 模 . 


30.1 ”微分 方程 导论 


我 们 早 在 9.6 节 讨 论 指 数 增长 和 衰退 时 已 经 见 过 一 个 微分 方程 的 例子 . 当时 我 
们 考虑 方程 


dz 

其 中 是 确定 的 常数 , 并 断言 唯一 解 的 形式 为 y = Ae*?, 4 为 常数 . 我 们 将 在 后 面 
的 30.2 节 证 明 这 个 断言 . 我 们 不 应 该 对 这 个 突然 出 现 的 形 如 4 的 常数 感到 意外 . 
毕竟 , 原 方程 包含 一 个 导数 , 拆 开 导数 的 唯一 方法 就 是 对 其 积分 , 而 积分 会 引入 一 
个 未 知 常数 (回想 +C). 

方程 dy/dz = ky 是 一 个 一 阶 微分 方程 的 例子 . 这 是 因为 在 方程 中 只 有 一 个 一 
阶 导 . 一 般 的 , 一 个 微分 方程 的 阶 是 其 所 包含 的 最 高 阶 导数 的 阶 . 例如 , 这 个 复杂 
的 方程 ， 

4 2 
2 十 sin(z) ( 开 ) 十 ezy 一 tan(z) 

是 一 个 四 阶 微分 方程 , 因为 它 包 含 一 个 四 阶 导数 , 且 没 有 五 阶 或 更 高 阶 导数 . 

现在 考虑 本 节 开 始 部 分 讨论 的 一 阶 微分 方程 的 一 个 特例 , 但 附带 一 个 条 件 : 


dy 
-2 0) = 5. 
dz y, y(0) 


这 意味 着 你 不 仅 要 使 解 满足 微分 方程 , 还 要 保证 当 x = 0 时 , 得 到 y = 5. 我 们 知道 
y 二 4ekz 是 微分 方程 dy/dz = ky 的 通 解 , 通过 令 大 = 一 2, 我 们 可 知 上 面 微 分 方程 
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的 通 解 是 y = 4e-2= 对 某 常 数 4 成 立 . 现在 代入 z=0 和 y=5 可知 5= 4e-200)， 
也 就 是 4 = 5 额外 的 信息 y(0) = 5 使 得 我 们 能 够 确定 4 的 值 , 所 以 实际 解 为 
2 = 5e 一 27. 

我 们 刚才 看 的 是 IVP(Initial Value Problem, 初 值 问题 ) 的 例子 . 思想 是 知道 一 
个 初始 条 件 (在 这 个 例子 中 为 y(0) = 5) 和 告诉 你 实际 情况 的 微分 方程 (在 这 个 例 
子 中 为 dy/dz = -2y), 你 可 以 运用 这 两 个 条 件 来 求 无 不 定常 数 的 解 ， 对 于 一 个 二 
阶 微分 方程 , 需 积 分 两 次 , 所 以 你 将 得 到 两 个 不 定常 数 , 由 此 可 知 需 已 知 两 条 信息 . 
一 般 的 , 这 两 条 信息 是 y(0) 的 值 和 yy/(0) 的 值 (z = 0 处 的 导数 ). 我 们 将 在 30.4.2 
节 看 一 些 例题 . 

现在 , 微分 方程 的 研究 是 相当 广泛 的 . 这 些 问 题 很 难 求解 , 事实 上 , 基本 是 不 可 
能 求解 的 , 至 少 一 般 是 这 样 的 . 幸运 的 是 , 有 一 些 简单 的 类 型 解 起 来 不 很 麻烦 . 我 们 
将 讨论 三 种 这 样 的 类 型 : 一 阶 可 分 离 变量 方程 、 一 阶 线 性 方程 、 线性 常 系 数 方 程 . 
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一 个 一 阶 微分 方程 被 称 为 是 可 分 离 变 量 的 , 是 因为 能 够 将 所 有 关于 y 的 部 分 
(包括 dy) 放 在 一 边 , 所 有 关于 z 的 部 分 (包括 dz) 放 在 另 一 边 . 例如 , 方程 dy/dz = 
ky 可 重新 整理 为 

1 
ky 
故 它 是 可 分 离 变 量 的 . 作为 另 一 个 例子 , 方程 


了 一 cos2(y) cos(Z) 一 0 


可 重新 整理 (代数 运算 自行 验证 ! ) 成 
sec2(y)dy = cos(z)jdz. 


现在 , 继续 向 下 计算 的 方法 是 两 边 加 积分 号 并 积分 , 然后 整理 ? 求 y. 在 第 一 个 
例子 中 , 我 们 得 到 
1 
Jw =] 


dy = dz, 


即 
< Inly|=£+0O, 
其 中 C 为 常数 . 要 解 y, 两 边 乘 上 并 取 指 数 . 我 们 得 到 
yl 二 ekr+tkC 二 erCekr 


@ 如 你 所 预期 的 , 这 些 机 动 都 可 用 链 式 求 导 法 则 证 明 . 
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这 意味 着 y = +te*Cek*. 现在 , 士 ekC 是 一 些 不 为 0 的 常数 , 我 们 称 它 为 4, 因此 给 
出 了 我 们 所 期 望 的 解 y = Ae**，( 事 实 上 , 4 甚至 可 以 为 0: 其 实 , 若 对 所 有 x 有 
y 二 0, 方程 dy/dz = ky 显然 可 以 成 立 , 因为 两 边 都 为 0. 这 个 没 在 我 们 的 解 中 出 
现 , 原因 是 我 们 要 除 以 y, 这 是 出 于 y 恒 不 为 0 的 假设 . ) 
对 于 前 面 的 第 二 个 例子 , 两 边 同时 积分 有 
| se (ay = | sosoar 
可 推出 
tan(y) = sin(x) + C， 
其 中 C 是 常数 . 它 作为 解 已 经 很 好 了 , 但 或 许 你 会 更 愿意 写成 
y=tan (sin(x) + O). 

这 里 有 个 问题 是 , 反正 切 函 数 的 值 域 为 (一 nx/2, nx/2). 我 们 应 该 可 在 上 述 表 达 式 
上 加 x 的 任何 整数 倍 , 而 得 到 一 个 有 效 解 . 其 实 , sec?(y) 有 周期 x, 故 全 解 应 该 为 
一 tan-li(sin(z) 十 C) 十 mm， 

其 中 C 为 常数 , 为 整数 . 或 许 我 们 应 该 避 开 这 些 讨论 , 仍 写成 tan(y) = sin(z) +C 
的 形式 . (同样 , 我 们 在 开始 求解 时 曾 除 以 cos? (y), 这 导致 我 们 丢 了 常数 解 y = nn/2， 
其 中 n 为 奇数 , 因为 这 些 是 当 cos?(y) = 0 时 的 值 . 这 些 解 在 上 面 解 中 C 一 上 co 时 


出 现 . ) 
那 相 同 的 例子 , IVP 是 什么 情况 呢 ? 例如 , 考虑 IVP 
YY — cos?(y) cos(z) = 0, . y(0) = z 


若 用 上 面 的 方法 解 微分 方程 , 可 得 与 前 面 一 样 的 
tan(y) = sin(z)+C 
现在 , 令 z=0 和 y= 7/4 可 得 
tan(x/4) = sin(0) + C， 
这 意味 着 C = 1. 所 以 我 们 有 
tan(y) = sin(z)+1. 
若 我 们 写 为 
y= tan-l(sin(z) + 1) + nx 
其 中 m” 为 整数 , 还 令 z= 0 和 yy = x/4, 可 知 r/4= tan-1(1) 十 nn, 这 意味 着 ”= 0. 
故 将 解 写成 
y= tan-l(sin(x) + 1). 
是 合 情 理 的 . 为 使 该 点 更 清晰 , 令 初 始 条 件 为 y(0) = 5n/4 而 不 是 y(0) = my/4. 将 它 
代入 方程 tan(y) = sin(z) + C, 又 一 次 推出 了 C = 1, 因为 tan(5x/4) = 1. 所 以 再 一 
次 的 , 我 们 求 出 了 tan(y) = sin(x) + 1, 但 将 这 个 方程 写成 y = tan-1(sin(z) 十 1) 是 
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错误 的 . 为 什么 ? 当 xz = 0, 我 们 有 
y=tan (sin(0) +1) = tan-1(0) = 
这 不 是 我 们 想 要 的 . 所 以 需 加 r: 
y= tan i(sin(z)+1)+x. 
现在 微分 方程 得 到 满足 ， 且 如 我 们 所 希望 的 y(0) = 5x/4.， 如 果 初 始 条 件 为 
y(0) = /4 十 nm 对 任意 非 0 整数 n 成 立 , 需要 采取 相同 的 警惕 . 这 些 需 要 精密 的 手 
法 ! 


30.3 ”一 阶 线性 方程 


这 是 另 一 种 一 阶 微分 方程 : 
池 + p(T)y = q(z), 
其 中 p 和 g 是 关于 zx 的 函数 . 这 样 的 方程 被 称 为 一 阶 线性 微分 方程 . 它 可 能 不 是 
可 分 离 变量 的 , 甚至 看 起 来 线性 不 很 明显 ! 例如 ， 
Y + 6z2y = er sin(z) 
看 起 来 不 是 很 线性 , 然而 这 个 方程 确实 是 一 阶 线性 的 . 原因 是 y 和 dyy/dz 的 窒 次 


都 是 1. 故 像 
于 十 6z2393 = e-27 sin(z) 


的 方程 不 是 一 阶 线性 的 , 因为 y3 不 是 y 的 一 次 . 类 似 的 ， 
2 

(型 ) 十 6z24 — e-2z sin(z) 

也 不 是 线性 的 , 因为 量 dy/dz 被 平方 了 . 

我 们 回 到 前 面 的 线性 方程 
dy 
dz 

这 个 方程 不 是 可 分 离 变量 的 . 试 一 下 ! 你 不 能 得 到 一 边 都 关于 y 而 另 一 边 都 关于 x 
的 方程 . 幸运 的 是 , 有 一 个 巧妙 的 诀窍 可 以 运用 . 想象 我 们 两 边 都 乘 e2* . 这 个 操 
作 显 然 使 右边 变 得 简洁 了 , 但 其 实 有 一 个 更 有 趣 的 作用 . 我 们 来 看 发 生 了 什么 : 


e2z 和 十 6z2e2r "4 = sin(z)， 
现在 要 仔细 看 : 当 我 将 它 另 写 为 


d . 
十 (ez 2) = sin(z). 


十 6z2y = e~2z sin(z). 
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时 , 并 没有 隐藏 什么 妙计 . 怎么 可 能 呢 ? 我 所 做 的 就 是 私 底下 把 隐 函 数 求 导 过 程 中 
的 乘积 法 则 反 过 来 ! (小 菜 一 碟 . ) 为 了 证 明 这 是 正确 的 , 你 要 做 的 就 是 把 导数 算出 
来 . 事实 上 , 根据 乘积 法 则 , 其 中 一 项 为 ez”” 乘 以 y 的 导数 , 即 y x 6z2e2 (用 链 式 
求 导 法 则 ). 但 那 正 是 原来 方程 的 左边 ! 所 以 我 们 确实 有 
二 ez?g) = sin(z). 
现在 我 们 所 要 做 的 就 是 两 边关 于 z 积分 . 这 样 就 消 掉 了 左边 的 导数 , 剩 下 
e2r 1 = | samaa = 一 cos(Z) 十 C. 
除 以 ezz ,得 到 解 
y= (C — cos(z))e-27", 

其 中 C 为 任意 常数 . 现在 试 着 对 其 求 导 来 验证 它 满足 原 微分 方程 ! 

上 述 求解 的 关键 是 乘 以 ez” . 此 后 , 我 们 能 将 左边 整体 写成 元 ( 某 式 ) 的 形式 ， 


这 样 可 以 很 容易 积分 . 出 于 这 个 原因 , ez”” 被 称 为 积分 因子 . 可 知 对 于 一 般 一 阶 线 
性 微分 方程 


一 个 好 的 积分 因子 由 方程 
积分 因子 =ef pz(=)dqr， 
给 出 , 这 里 不 必 对 积分 结果 +C. 在 你 将 原 微分 方程 弱 了 这 个 积分 因子 之 后 , 左边 
可 被 “ 因 式 分 解 ” 成 
所 (积分 因子 x 乡 ). 
我 们 将 在 稍 后 讨论 原因 . 同时 , 我 们 用 这 个 更 一 般 的 框架 来 重新 计算 前 面 的 例子 
dy 十 6z27 一 一 2z3 0s 
卫士 bz Y=e sin(zZ) 
首先 , 通过 取 y 的 系数 ( 即 6z2) 来 找 积分 因子 , 对 其 积分 并 指数 化 结果 : 
积分 因子 一 ef 6z2dz — e2z” 


现在 我 们 可 以 像 原 求解 过 程 那样 继续 : 用 e2* 乘 微分 方程 并 将 左边 重 写 为 是 (ezr vy)， 
它 是 积分 因子 和 y 乘积 的 导数 . 
目前 为 止 , 学 习 这 个 方法 的 最 好 办 法 是 做 大 量 的 练习 , 直到 掌握 为 止 . 这 里 是 
另外 两 个 例子 . 首先 , 如 何 解 
dy 


dz = ezy 十 e2z， vy(0)= 2(e— 1)? 
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这 是 一 个 IVP, 但 我 们 担心 的 是 微分 方程 解 完 后 的 事 . 第 一 件 事 是 将 其 变 成 标 
准 形式 , 意思 是 需 将 所 有 关于 y 的 部 分 放 在 左边 , 所 有 只 关于 zx 的 部 分 放 在 右边 ， 
且 dy/dz 的 系数 要 为 1. 在 本 例 中 , 我 们 只 需 两 边 减 去 ery, 得 
YY — ey=e, y(0)= 2(e—1). 
y 的 系数 为 -e*, 故 积 分 因子 是 该 量 积分 的 指数 化 : 


积分 因子 = ef(me)d” = er . 
( 记 住 , 这 里 不 需 +C. ) 我 们 用 这 个 积分 因子 乘 上 述 微分 方程 的 两 边 ; 


+-d TI I 
一 e oy 一 eze 一 4 一 ee e22 . 


dz 
如 往常 一 样 , 左边 是 y 乘积 分 因子 的 导数 , 所 以 我 们 有 


开 
一 e e2z 


d 
(ee " Y=e 
dz 

最 好 通过 对 左边 求 导 来 验证 这 个 化 简 的 合理 性 . 总 之 , 对 上 述 方 程 的 两 边 积分 可 得 
ee 4 一 | ear 


为 了 求 这 个 积分 , 令 t = er, 则 dt = erdz, 注意 , 需 将 e27 写成 ere 来 计算 . 我 把 
积分 的 计算 (运用 分 部 积分 法 ) 留 给 你 来 完成 , 并 验证 结果 方程 为 
ey=—ere ee ~e 十 C. 

最 后 , 两 边 除 以 积分 因子 e-。 可 得 

y=—e?—1l1+Cee 
对 某 常数 C 成 立 . 现在 剩 下 的 就 是 解 IVP. 当 x = 0, 我 们 知道 y = 2(e 一 1), 所 以 
将 这 个 代入 上 述 方 程 , 我 们 有 

2(0e -1 = -e0 14+Ces” 

你 可 以 很 容易 解 出 C = 2, 故 最 后 的 解 是 

4 一 2es 一 ez 一 1. 
可 对 其 求 导 来 验证 它 满足 原 微分 方程 . 

让 我 们 快速 地 再 浏览 一 个 一 阶 线性 微分 方程 : 
tan(z) Yu = esin(z) — yy. 


首先 , 将 关于 y 的 部 分 放 在 左边 并 令 方 程 除 以 tan(z), 以 使 dy/dz 的 系数 等 于 1: 


d 
二 十 cos(z)y = cos(z)esin(z) 


4 的 系数 是 cot(z), 故 
积分 因子 = el coslz)dz - emGin(a)) - sin(z). 
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(技术 上 讲 我 们 应 该 写成 sin(z)l, 但 这 个 使 事情 变 得 不 必要 的 复杂 . ) 不 管 怎么 说 ， 
用 sin(z) 乘 微分 方程 可 得 
sin(z) YL + cos(z)y = cos(z)jesin(z)， 
因为 sin(z) cot(z) = cos(z). 现在 左边 变 为 y 乘积 分 因子 的 导数 (验证 它 ): 
(ysin(z)) = cos(zjesin(z). 
两 边 积分 (用 换 元 来 化 简 右边 ): 
ysin(x) = | sayemwar 一 esin(?) 十 O. 
最 后 , 用 sin(z) 除 以 两 边 可 得 
y = csc(z)esn(®) + C csc(z), 

我 们 已 经 找到 了 微分 方程 的 解 . 

总 之 , 下 面 是 解 一 阶 线性 微分 方程 的 方法 . 

。 将 包含 y 的 部 分 放 在 左边 , 包含 x 的 部 分 放 在 右边 , 然后 用 dy/dz 的 系数 

除 两 边 , 得 到 一 个 标准 形式 的 方程 

dy 
Axz + PEN = qz). 

。 两 边 乘积 分 因子 , 我 们 称 其 为 f(x), 由 

积分 因子 f(x) = el ?(*)d* 
给 出 , 这 里 不 需 为 指数 上 的 积分 +C. 

。 左 边 变 为 卫 (f(z)y), 其 中 /f(z) 是 积分 因子 . 用 这 个 新 的 左边 重 写 方程 

。 两 边 积 分 , 这 次 必须 在 右边 +C. 

。 除 以 积分 因子 来 解 出 y. 

练习 这 个 方法 , 你 不 会 后 悔 的 ! 
为 什么 积分 因子 起 作用 
为 什么 怪异 的 表达 式 el ?(*)4* 是 一 个 很 好 的 积分 因子 呢 ? 假设 我 们 取 一 般 方 和 


程 
YY + p(x)y = gq(7z) 


并 用 积分 因子 ef zlods 乘 以 它 . 我 们 得 到 
ojzodeS + oljrlojaep(z)y = 关于 = 的 部 分 


现在 我 真 的 是 只 关注 左边 , 故我 只 将 右边 写 为 : 关于 z 的 部 分 . 现在 我 们 已 经 声明 
可 将 左边 重 写 , 使 得 上 面 的 方程 变 为 


Sa 
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在 (eresey) = 关于 的 部 分 

这 就 容易 求解 了 . 为 了 证 明 我 们 的 声明 , 对 左边 运用 求 积 法 则 写 为 
el jae YU 十 所 (s rye) y. 

这 个 儿 乎 是 我 们 需要 的 了 , 我 们 只 需 运用 链 式 求 导 法 则 写成 


二 (are) 一 二 ( [ower) x el pP(z)dz 一 p(z)el p(x)dz 


注意 ,号 | padz =p(z), 因为 [plz)dz( 不 带 +C) 是 的 一 个 反 导 . 现在 如 果 把 
前 面 各 部 分 整理 一 下 , 最 后 可 知 

el rior YY 十 el p(z)dzp(z)y 一 二 (el redey ) ， 
我 们 的 方法 是 可 行 的 ! 


30.4 ” 常 系 数 微 分 方程 


现在 我 们 来 讨论 常 系数 线性 微分 方程 . 这 些 方程 形 如 : 

on 也 十 …， + 十 a 十 aoy = f(x). 
这 里 /是 只 关于 z 的 函数 , 且 an， ,a1,ao 只 是 一 些 普 通 的 常 实 数 . 注意 上 面 方 
程 的 左边 有 点 像 一 个 y 的 多 项 式 , 不 过 它 用 的 是 导数 而 不 是 y 的 容 . 


我 们 来 看 一 个 一 阶 例题 . 考虑 微分 方程 


3 特 一 sin(57) = 127 ~ 6y. 


它 可 以 整理 成 所 有 关于 z 的 部 分 在 右边 , 且 所 有 关于 y 的 部 分 (包括 导数 ) 在 左边 
的 形式 . 最 后 , 除 以 3 可 得 


d 1 
也 十 2y 二 47 十 3 sin(5z). 


这 是 一 个 一 阶 常 系数 线性 方程 . 其 实 , 你 可 以 用 前 一 节 的 一 阶 线性 方程 的 方法 来 解 
它 . 如 果 这 么 做 的 话 , 你 将 需要 用 积分 因子 , 而 这 在 这 个 例子 中 有 点 难度 ( 试 一 下 看 
看 ! ) 我 们 很 快 会 讨论 解 该 方程 的 另 一 个 方法 . 事实 上 , 我 们 将 在 30.4.6 节 解 上 面 
这 个 例子 . 
我 们 同样 要 详细 地 考察 二 阶 的 情形 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 要 讨论 形 如 
adY + 6 + oy = f(2), 
的 方程 . 例如 ， 
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dx? dz ， 
我 们 将 在 30.4.6 节 讨 论 它 的 解法 . 首先 , 我 们 需要 讨论 一 阶 和 二 阶 常 系数 线性 方 
的 一 般 解 法 ?. 
我 们 从 一 个 简单 例子 入 手 : 假设 右边 没有 关于 z 的 部 分 . 两 个 这 样 的 例子 为 
dy d2y dy 


YY_3y=0 YY 20y=0. 
dz 3y 和 dzZ2 dzt y=0 


这 样 的 方程 被 称 为 齐 次 的 . 我 们 来 看 如 何 求解 一 阶 (如 上 面 左 边 的 例子 ) 和 二 阶 (如 
右边 那个 例子 ) 齐 次 方程 . 


30.4.1 解 一 阶 齐 次 方程 
这 个 非常 简单 . 


dy 
az +W=0 


的 解 为 y = Ae-。?. (其 实 , 这 个 方程 就 是 dy/dz = ky 且 上 = -oa 的 形式 , 见 30.1 和 
30.2 节 . ) 例如 , 给 定 微分 方程 


dy 
gz Y= 


可 以 直接 写 出 解 y = Ae3”, 其 中 4 是 常数 . 
30.4.2 ” 解 二 阶 齐 次 方程 
这 种 情况 有 点 埋 手 . 我 们 需 解 


虽然 它 看 起 来 有 点 奇怪 , 最 简单 的 办 法 就 是 提取 一 个 二 次 方程 出 来 . 这 个 二 次 方程 
被 称 为 特征 二 次 方程 , 即 at?2 + bt 十 c= 0. 例如 , 考虑 下 面 3 个 微分 方程 ; 
(ajy’—y—20y=0 (bjy’+6y +9y=0 (cy’—2y +5y=0. 

注意 , 我 们 已 经 用 W 代替 dy/dz, 并 用 yr’ 代替 d?y/dz?. 不 管 怎样 , 这 3 个 例子 的 
特征 方程 分 别 为 太一 t+ 一 20=0、 如 +6t+9= 二 0 入 一 2t+5 一 0. 

接 下 来 就 是 求 特征 方程 的 根 . 有 三 种 可 能 , 取决 于 是 否 有 两 个 实 根 , 一 个 ( 双 
重 ) 实 根 或 两 个 复 根 . 我 们 来 总 结 一 下 整个 方法 , 然后 解 上 述 三 个 例子 . 

下 面 是 解 齐 次 方程 om + by' + cy = 0 的 方法 . 

(1) 写 出 特征 二 次 方程 o 妇 十 天 十 ec= 0 并 解 世 

(2) 若 有 两 个 不 同 实 根 a 和 6, 解 为 

y = 4ecz + Bepz， 
(3) 若 只 有 一 个 (双重 ) 实 根 a, 解 为 


加 这 些 方法 对 高 阶 方程 也 适用 , 不 过 本 书 将 主要 着 重 于 一 阶 和 二 阶 方程 . 


590 第 30 章 微分 方程 


y= Ae®” + Bre®™, 
“(4) 车 有 两 个 复 根 , 它们 将 是 互 为 共 轿 的. 即 , 它们 定 为 形式 a 十 i6. 解 为 
y= e**(Acos(Br) + Bsin(7)). 

在 所 有 情形 中 (2、3 和 4), 4 和 B 为 不 定常 数 . 

所 以 , 对 前 面 的 例 (a), 我 们 看 到 特征 二 次 方程 是 #2 ~-t 一 20 = 0. 若 将 二 次 式 
因 式 分 解 为 (t+ 色 (t -5), 显然 方程 的 解 为 += -4 和 t= 5. 由 上 面 第 2 步 可 知 方 
程 y* -vy -20y = 0 的 解 为 

y= Ae tr + Bes®, 
对 某 些 常数 4 和 B 成 立 , 

例 (b) 的 特征 二 次 方程 妇 +6t+9 = 0 化 简 为 (i + 3)? = 0, 因此 唯一 解 为 
t = 一 3. 由 前 面 第 3 步 , 齐 次 方程 y' + 6y +9 =0 的 解 为 

y= 4e-3z 十 万 re 一 3z. 

最 后 ,如 果 我 们 用 二 次 公式 来 解 例 (e) 的 特征 二 次 方程 妇 -24+5= 0, 可 
得 上 = 1 土 2，( 试 一 下 看 看 ! ) 故 , 由 aw = 1 和 6 = 2 上 面 的 第 4 步 给 出 了 
y" 一 2y 十 5y = 0 的 解 : 

y= e*(Acos(27) + Bsin(2x)). 
同样 , 4 和 B 为 不 定常 数 . 


30.4.3 ”为 什么 特征 二 次 方程 适用 


我 们 来 看 为 什么 前 面 的 方法 适用 . ( 若 你 不 关心 原因 , 最 好 直接 转 到 下 一 节 ! ) 
考虑 将 y = ers” 代入 方程 ay” + by + cy = 0 时 会 发 生 什么 . 我 们 有 Y = ae** 和 
y= 二 az2ecz, 所 以 

ay’" + by" + cy = oe®® + bee? 十 cesz = (aa2 十 ba 十 cj)ecz. 
故 , 车 a 为 特征 二 次 式 a&2 十 比 十 c 的 一 个 根 , 则 我 们 有 aa2 + ba + ec = 0. 上 述 方 
程 有 暗示 了 oy + by' 十 cy = 0, 即 y = ez 解 出 了 微分 方程 ! 同样 , 该 解 的 任何 常数 
倍 也 是 方程 的 解 , 且 车 有 另 一 个 根 6, 则 可 将 两 个 解 y = he** 和 = Bes” 加 起 来 
得 到 更 多 解 . ( 试 试看 ! ) 但 要 小 心 第 2 步 

下 面 我 们 来 看 第 4 步 . 若 二 次 方程 的 两 个 解 是 形 如 w+ 的 共 堪 复 根 , 则 根据 

第 2 步 的 讨论 , 解 定 为 
y= 4e(e+i0jz 十 Bel(o-if)r ~ eor (Aeibr + Be-ips), 
这 里 4 和 B 甚至 可 以 为 复数 . 现在 可 用 欧 拉 等 式 ( 见 28.2 节 ) 知 
y = er(A(cos(Bz) + isin(Bz)) + B(cos(Bx) ~ isin(B7x))) 
=e°*((A+B)cos(h7) + (4 — B)isin(B2)). 
重新 标记 常数 (4 + B) 为 4, 常数 (4 一 B)i 为 B 来 得 到 正确 的 公式 . 
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最 后 , 对 第 3 步 , 假定 特征 二 次 方程 具有 一 个 根 a. 若 将 y = zeez 带 入 微分 方 
程 ay” 十 by +cy 二 0, 可 以 用 y= azrecz +ecs 和 % = a2zexs + 2aecz 推出 
ay’ +by +ey= (aa2 十 pa c)re®? 十 (2aa 十 Decz. 
者 a 是 at 十 此 +e 的 双重 根 , 则 不 仅 az +ja+ce= 0, 而 且 2aa 二 = 02. 由 此 可 
推出 前 面 第 3 步 的 正确 解 . 


30.4.4” 非 齐 次 方程 和 特 解 
我 们 来 看 方程 右边 确实 有 独立 的 含 > 部 分 时 的 情况 . 例如 , 考虑 微分 方程 


37 _ y 207 一 eT 
它 不 是 齐 次 的 , 因为 右边 有 er. 试 着 猜 一 个 解 , 我 们 知道 es 的 所 有 导数 为 ex, 试 着 
令 y=ez. 则 风 =er 且 4 = ez, 所 以 左边 VY 一 yy 一 20y 变 为 e200" = —20e”, 
不 等 于 右边 , 但 很 接近 . 我 们 只 需 除 以 -20. 再 试 一 次 : 令 y 二 -0 则 yy 和 wy 


也 为 到 所 以 我 们 有 


1 1 1 
yy — 20y= 20°" 一 (-) 一 20 (- 贡 = 一 ez 
所 以 证 明了 y = 一 雹 er 是 原 方程 一 yy - 20y = ez 的 一 个 解 . 但 它 不 是 唯一 

解 . 要 知道 原因 , 考虑 相关 齐 次 方程 

y'—y —20y=0. 
这 其 实 是 30.4.2 节 的 例 (a). 当时 我 们 知道 全 解 为 

y = Ae-4® + Be5z 
因此 我 们 来 做 个 小 游戏 . 我 们 将 用 yn 代替 y 来 写 这 个 解 , 其 中 五 表示 齐 次 . 我 们 
已 经 证 明了 

车 yn = Ae- 生 + Be ， 则 yf 一 yy 一 20yp =0. 

另 一 方面 , 我 们 在 前 面 说 明了 


1 
者 yp = -30 则 y$ -yp ~ 20yp 一 er 


这 里 我 把 前 面 的 解 -元 er 写 为 ye, 称 其 为 特 解 , 它 解释 了 下 标 P. 现在 , 如 果 把 广 
程 y 一 yy 一 20yn = 0 和 多 一 yp 一 20yp =e” 加 起 来 ,把 导数 放 在 一 起 , 我 们 得 到 
yy + — yg — yp — 20yn — 20yp = 0+er. 

事实 上 , 由 于 导数 之 和 等 于 和 的 导数 , 对 二 阶 导 也 一 样 , 我 们 可 得 
(YH + YP) — (YH + yp) 一 20(gr 十 yp) 一 ez， 
Q@ 这 是 二 次 方程 a 巡 十 bt 十 c 一 0 在 tt 二 a 时 有 双重 根 2aa 十 b = 0 的 原因 : 判别 式 为 0, 所 以 
如 二 4ac. 则 
(2aa + b)? = 4a2a2 十 4aba + b?2 = 4a2a2 + 4aba + 4ac = 4alaa2 + ba + c)=0. 
又 因为 (2aa 十 b)? = 0, 当然 有 2aa +5 = 0. 
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因此 , 车 y= yn 十 yp,; 则 y 也 是 原 微分 方程 y’ 一 yy 一 20y = ez 的 一 个 解 . 换 句 话 
说 , 我 们 可 以 取 特 解 
yp 二 -i 

它 确实 是 原 微分 方程 的 解 , 然后 加 上 微分 方程 齐 次 形式 的 任意 解 , 结果 仍 为 原 微分 
方程 的 解 . 另外 , 非 齐 次 方程 的 所 有 解 均 为 该 形式 . 

一 阶 和 二 阶 微分 方程 都 可 用 这 个 方法 . 唯一 的 问题 是 怎么 猜 这 个 特 解 . 在 下 一 
节 , 我 们 将 讨论 如 何 推测 解 的 形式 (与 18.3 节 中 的 部 分 分 式 法 类 似 )， 若 幸运 的 话 ， 
可 以 代入 该 形式 并 求 出 未 知 常数 来 确定 特 解 . 

这 是 目前 我 们 讨论 的 方法 总 结 . 

(1) 将 方程 整理 成 正确 的 形式 . 即 , 将 所 有 含 x 的 部 分 放 在 右边 . 则 可 将 一 阶 
形式 方程 化 简 为 | 

YL +ay = f(x) 
或 二 阶 形式 化 简 为 
sy 1b + oy = f(z) 

(2) 运用 30.4.1 和 30.4.2 节 的 方法 , 解 相应 的 齐 次 方程 
于 +oy=0 或 a tb toy=0 

我 们 将 解 记 作 yn, 它 有 一 或 两 个 待定 常数 (取决 于 方程 是 一 阶 还 是 二 阶 ). 我 
们 称 ye 为 方程 的 齐 次 解 . 

(3) 若 原 函数 了 为 0, 则 计算 结束 , 全 解 为 y = yn. 

(4) 另 一 方面 , 若 函 数 f 不 为 0, 则 写 出 特 解 yp 的 形式 ( 见 30.4.5 节 ). 这 个 形 
式 有 一 些 需 要 确定 的 常数 . 将 yp 代入 原 方程 并 令 系 数 相等 来 求 待定 常数 . 

(5) 最 后 , 解 为 y = yn + yp. 


我 们 将 在 30.4.8 节 讨 论 IVP 的 情况 . 此 时 , 我 们 来 看 如 何 求 特 解 . 
30.4.5 ” 求 特 解 


目前 为 止 , 我 们 忽略 了 可 能 出 现在 右边 的 含 > 部 分 (之 前 称 为 f(x)). 现在 该 
讨论 这 部 分 了 . 方法 是 写 出 特 解 的 形式 , 然后 将 该 形式 代入 方程 来 求 真 正 的 解 . 通 
过 后 面 的 表格 可 知 如 何 写 出 正确 的 形式 . 例如 , 在 微分 方程 

4 一 37 = 5e27， 
中 , 右边 是 ezz 的 倍数 , 由 表 可 知 特 解 的 形式 应 为 yp = Ce”?, 其 中 C 是 一 个 常数 ， 
我 们 需 将 yp 代入 原 方程 来 求 出 这 个 常数 . 易 知 yp = 2Ce2*, 因此 我 们 有 
2Ce2z — 3(Ce2z) = 5e27. 
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可 化 简 为 -Ce2z = 5e27, 所 以 C = -5， 由 此 , 特 解 为 yp = -5e2z， 事实 上 , 由 
于 我 们 在 30.4.1 节 见 过 齐 次 形式 y 一 3y = 0 的 解 为 yy = he3”, 现在 我 们 知道 
y 一 3y = 5e27 的 全 解 是 
y= YH+YyP = 4e3z — 5e27, 
其 中 4 为 未 知 常数 . 注意 , 齐 次 解 包 含 未 知 常数 , 而 特 解 必 须 不 含 未 知 常数 . 
这 就 是 那个 表格 . 


若 了 是 一 个 则 形式 为 
次 数 为 n 的 多 项 式 VP = 次 数 为 n 的 一 般 多 项 式 
例 ， f(z)=7 yP=@& 
f(z)=3z—2 yP=az+b 
f(x) = 10z2 2P 一 az2 十 bz 十 c 
f(7) 三 一 z3 — 2 +r+22 yp—=ar3+br2+ertd 
指数 es 的 倍数 yp = Cekz 
例 ， f(x) = 10e yP = Ce 如 
f(z)=e” yP = Ce” 
cos(kz) 的 倍数 十 sin(kzx) 的 倍数 YyP = C cos(kz) + D sin(kz) 
例 ， f(z) = 2sin(3z) 一 5cos(3z) ypP = Ccos(37) + Dsin(37) 
f(x) = cos(z) yP = C cos(z) + Dsin(z) 
f(z) = 2sin(117) yP = Ccos(llz)+ Dsin(ilz) 
上 面 某 些 形式 的 和 或 积 这 些 形式 的 和 或 积 (车 为 积 , 删 掉 一 个 常数 ) 
例 ， f(z) = 2z2 二 e-6? yP 一 az2 十 br 十 c 十 Ce-6r 
f(z) = 2z2e 6 yp 一 (az2 + br 十 cje-6z 
f(z) = 7e2z sin(3z) yp = (C cos(3z) + D sin(3z))e?2? 
f(x) = cos(27) + 6 sin(z) yP = C cos(2x) + Dsin(27x) + Ecos(x) + F sin(z) 
f(x) = 4% cos(37) yP = (z+b)(C cos(37) + Dsin(37x)) 


若 yp 与 y 冲突 , 令 特 解 的 形式 乘 以 z 或 x2? 

除了 最 后 一 行 , 这 个 表 中 的 内 容 包 括 说 明 “ 着 为 积 , 删 掉 一 个 常数 ”都 是 不 言 自 
明 的 , 最 后 一 行将 在 30.4.7 节 加 以 解释 . 要 明白 这 个 说 明 的 意思 , 首先 注意 将 两 种 形 
式 乘 起 来 时 有 一 个 多 余 的 常数 . 例如 , 2z?e-67 看 似 会 引入 形式 (azx? 十 bx 十 c)Ce-6”， 
但 常数 C 是 没 必 要 的 , 可 以 删除 , 因为 它 可 以 被 其 他 的 常数 a、5b 和 c 吸收 . 这 点 同 
样 适 用 于 上 面 表 中 的 例子 7e2z sin(3z) 和 4z cos(3z). 

(顺便 说 一 下 , 这 个 表 只 显示 了 若 f 为 多 项 式 、 指数 、 正 弦 、 余弦 , 或 一 个 或 多 
个 这 些 类 型 函数 的 积 或 和 的 方法 . 这 个 方法 不 适用 于 其 他 情形 . 还 有 一 个 更 一 般 的 
方法 “参数 变异 法 ”, 但 不 在 本 书 的 讨论 范围 内 . ) 
30.4.6 求 特 解 的 例子 


一 旦 写 出 了 yp 的 形式 , 还 需 将 其 代入 原 微分 方程 来 求 常数 . 为 使 计算 更 容易 ， 
首先 要 求 yp 和 骆 ( 对 一 阶 情形 , 只 需求 yp). 我 们 来 看 这 样 的 一 个 例子 , 然后 返回 
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并 完成 30.4 节 中 两 个 未 完成 的 例子 . 
首先 考虑 微分 方程 
Vy — Ady +4y= 25e0sin(27). 
我 们 快速 的 搞定 齐 次 部 分 . 其 实 , y' 一 4y/+4y = 0 的 特征 二 次 方程 是 万-4t+4 = 
0, 只 有 一 个 解 , 即 t== 2. 因此 我 们 有 yx = he 二 Bze?*, 其 中 A 和 B 为 常数 . 现在 
我 们 来 找 一 个 特 解 . 将 微分 方程 右边 的 2563 sin(2z), 分 成 两 部 分 ; 2563? 和 sin(27). 
根据 前 面 的 表 , e3” 的 常数 倍 形式 为 Ce3”, sin(2z) 的 形式 为 C cos(2z) + D sin(2x). 
我 们 需 将 这 些 乘 在 一 起 , 不 过 在 这 个 过 程 中 , 我 们 可 将 常数 合并 写成 形式 ; 
YP 一 ear(C cos(2z) + D sin(27x)) 
现在 多 次 运用 乘积 法 则 来 做 一 些 高 精度 的 计算 : 
yP =e3*(C cos{(27) + D sin(27)), 
yp =e3*(—20 sin(2z) + 2D cos(27x)) + 3e3°(C' cos(27) + D sin(27)) 
=e3*((3C 十 2D)cos(2z) + (3D — 2C) sin(2z))， 
y% =e3*(—2(3C + 2D) sin(27x) + 2(3D — 2C) cos(27)) 
十 3e3z((3C + 2D) cos(27) + (3D — 2C)sin(27)) 
一 eaz((5C + 12D) cos(27) + (5D — 12C) sin(27)). 
现在 该 将 这 些 代 入 原 微分 方程 y' - 4y + 4y = 25esz sin(2z) 了 . 我 们 得 到 了 看 起 来 
很 长 的 方程 
e37((5C + 12D) cos(2z) +(5D — 12C) sin(27)) 
一 4e3z((3C + 2D) cos(2x) + (3D — 2C) sin(27)) 
十 4e3az(C cos(2z) + D sin(2x)) = 25e37 sin(27z)， 
可 化 简 为 
e37(4D — 3C) cos(2z) + eaz(-4C — 3D) sin(2x) = 25e3” sin(2z). 
为 了 使 这 个 表达 式 对 所 有 zx 成 立 , eaz cos(2z) 部 分 需 为 0 且 ear sin(2z) 的 系数 需 
为 25. 这 意味 着 4D - 3C =0 且 -4C - 3D = 25. 同时 解 这 些 方程 , 可 得 C = -4 
和 DD = -3. 现在 我 们 知道 yp = e3*( 一 4 cos(27) 一 3sin(2z)), 故 全 解 为 
y=YyH+Yyp = 一 AM4e2r + Bze2z -esz(4cos(2z) 十 3sin(27))， 
其 中 A 和 B 为 常数 . 
现在 该 遵照 承诺 完成 30.4 节 中 的 两 个 例子 了 : 


y +2y=4z+ 3 sin(5z) 和 wy -5y 十 69 = 2z2ez. 
这 时 你 应 该 试 着 解 这 两 个 方程 . 如 果 完 成 了 , 继续 向 下 读 . 


左边 的 例子 是 一 个 一 阶 方程 . 齐 次 形式 为 y +2y = 0, 有 解 y= 4e ,其 中 4 
为 常数 . 根据 前 面 的 表 , 我 们 知道 特 解 的 形式 为 yp = az 十 bt+C cos(57) 十 Dsin(52). 
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我 们 需 知 导数 , 即 yp = a 一 5C sin(5z) 十 5Dcos(57x). 将 ys 和 yp 代入 原 方程 , 可 得 
(a— 5C sin(57)+ 5Dceos(57)) + 2(ar + b+ Ceos(57) + Dsin(57)) = 47 十 3 sin(57), 


化 简 为 


2az 十 ap 十 十 (5 十 2C)cos(5z) + (2D — 5C) sin(5zx) = 47 十 3 sin(57). 
现在 要 令 该 表达 式 中 各 部 分 的 系数 相等 . 左边 x 的 系数 是 2a, 右边 为 4, 故 a = 2. 
左边 的 常数 为 2 + a, 而 右边 没有 常数 , 故 25 十 a = 0. 这 就 意味 着 5 = --1. 同时 ， 
右边 没有 关于 cos(5z) 的 项 , 故 5D + 2C = 0. 另 一 方面 , sin(5z) 的 各 项 必须 对 应 ， 
故我 们 有 2D - 5C = 1/3. 同时 解 最 后 这 两 个 方程 ( 试 试 ! ) 可 得 C = -5/87 和 
D = 2/87. 因此 我 们 有 


5 2 ，，、 
JP 一 20 一 1 一 可 cos(5z) 十 如 sin(5x); 
把 这 些 整 理 后 , 我 们 得 到 解 
5 2 
— 一 一 22 1 一 一 -一 oi 
y=yH+yP= Ae +2r—1 87 cos(5zx) 十 村 sin(57), 


其 中 4 为 常数 . 
那 上 面 另 一 个 例子 呢 ? 那 是 一 个 二 阶 方程 , 齐 次 形式 为 y' -5y' + 6y = 0. 特 
征 二 次 方程 是 如 - 5t + 6 = 0, 其 解 为 1=2 和 t= 3. 因此 , yr = 4e2z + Besar, 其 
中 4 和 B 为 常数 . 现在 该 求 特 解 了 . 由 于 原 微分 方程 的 右边 为 2z2e”, 特 解 形式 应 
该 为 yp = (az2 + bz + cjez, 要 知道 e* 的 外 面 不 需 加 常数 , 因为 那个 常数 可 被 吸收 
到 a、b 和 c 中 . 我 们 对 yp 求 两 次 导 : 
yp 一 (az2 + by + ec)e”, 
yp 一 (az2 + bz + c)e* 十 (2az + b)e” 
一 (az2 + (2a + b)x + (bce))e”, 
yp =(axr2 + (2a + bzr+ (b+e))er 十 (2az + (20 + b))e” 
=(az? + (4a + b)z + (2a + 2b + ce))er®. 
代入 原 方程 y - 5y + 6y = 2x2er 可 得 
(az2 二 (4a 十 站 zZ 十 (2 十 28 十 c))ez 一 5(az2 十 (2c 二 bz 十 (pc))ez 十 6(az2 十 bz 十 cjez = 272ez. 
化 简 成 
(2az2 + (—6a + ab)z + (2 — 36+ 2c))e® 一 272e7. 
令 系数 相等 可 知 2a = 2、-6a+20=0 且 2a-35+2c= 0. 这 意味 着 a=1、b=3 


和 c= 了 ,因此 yp = (2 二 3z 十 3) e=. 因此 整个 方程 的 解 为 


7 
y= Ys+yp = Ae + Be 十 (+ em， 


to 
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其 中 4 和 B 为 常数 . 
30.4.7 解决 yp 和 yp 间 的 冲突 


30.4.5 节 中 表格 的 最 后 一 行 指出 yp 和 yy 间 可 能 会 有 冲突 . 为 什么 会 这 样 呢 ? 

考虑 微分 方程 
yy — 3y + 2y = 7e27. 
齐 次 形式 为 y’ 一 3y + 2y = 0, 特征 二 次 方程 由 万 一 3t+2= (t 一 了 )(t: 一 2)=0 给 
出 , 故 齐 次 解 为 
YH = 4ezr + Be2z. 
这 里 4 和 B 为 未 知 常数 ， 由 于 微分 方程 的 右边 是 7e2*, 由 表 可 知 特 解 的 形式 为 
yP = Ce2?. 唉 , 让 人 伤心 的 是 这 个 选择 会 彻底 失败 . 事实 上 , 当 令 A=0 且 B=C 
时 , yp 包含 在 yz 中 . 这 意味 着 若 将 yp = Ce2z 代入 微分 方程 , 左边 将 得 到 0,( 试 试 !) 
故 该 解 无 效 . 然而 , 如 表 的 最 后 一 行 所 示 , 可 引入 z 的 帘 来 使 该 解 起 作用 , 因此 , 我 
们 将 采用 yp = Cze”?. 现在 我 们 来 看 会 发 生 什么 . 首先 , 注意 yb = 2Cze?? 二 Ce2” 
且 到 = 4Czxe?? 十 4Ce2*?, 故 将 其 代入 前 面 的 微分 方程 时 , 可 得 
(4Cze2z + 4Ce2r) — 3(2Cze2r 十 Ce2z) + 2Cze2z ~ 7e2r. 

关于 ze? 的 项 完全 消 掉 了 , 留 下 Ce2* = 7e2*. 因此 C = 7, 意味 着 yp = 7ze2*. 最 
后 , 全 解 为 y = yn + yp = 4ez 十 Be2z 十 7ze2z. 

另 一 个 例子 . 要 想 解 

y +6y' + 9 = e337, 

需 比 原来 进行 更 进一步 的 计算 . 齐 次 方程 y+6y ++9y = 0 有 特征 二 次 式 如 十 6t 十 9 = 
(t 十 3)2, 因此 齐 次 解 为 yy = Ae-37 + Bre-3*. 由 于 微分 方程 的 右边 是 e-37, 我 们 
取 yp = Ce-3?. 这 个 解 无 效 , 因为 它 包 含 在 yn 中 ( 当 4=C 上 且 B=0 时). 甚至 
yP = Cze-37 也 无 效 , 因为 它 也 包含 在 yn 中 ( 当 4=0 且 B=C 时 ). 因此 我 们 需 
进一步 乘 以 xz? 并 令 yp = Cz2e-3z. 现在 可 求 两 次 导 得 ys = 2Cx-37 -3Czx2e-37 
和 网 = 2Ce-3z - 12Cze-3z 十 9Cz?e-37( 对 其 验证 ! ). 将 这 些 量 代 入 原 方程 并 验证 
化 简 后 为 2Ce-se = e-se 的 任务 留 给 你 完成 . 这 意味 着 C = > 故 微分 方程 的 解 为 
y=yH+yp = Ae + Bre + ze， 其 中 4 和 B 为 常数 . 
30.4.8 IVP 

我 们 来 看 如 何 处 理 涉及 常 系数 线性 微分 方程 的 IVP. 跟 平 时 一 样 , 要 解 IVP, 首 
先 解 微分 方程 , 然后 运用 初始 条 件 求 剩 下 的 未 知 常数 . 

我 们 将 30.4.6 节 的 两 个 例子 改 成 IVP, 然后 求解 ， 对 第 一 个 例子 , 假设 给 定 


y +2y = 4r+ 3 sin(5z), y(0) = -1. 现在 暂时 忽略 条 件 y(0) = 一 1, 我 们 已 经 知道 
通 解 是 
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一 4e- 和 好 十 25 一 1 一 元 5 cos(5z) 十 总 sin(5z). 


87 
又 因为 y(0) = -1, 意味 着 当 x = 0， 3 一 一 1 将 其 代 六， 可 得 
—1= Ae? +2(0)—1— 地 cos(0) 十 页 2 sin(0) = 一 工 一 总 


化 简 为 4 = 5/87, 故 IVP 的 解 为 
y= eo- 十 27 一 1 一 可 cos(57) + 二 7 sin(52). 

没有 未 知 常数 . 

为 了 修改 第 二 个 例子 , 我 们 假设 一 5y +6y = 2zzer, y(0) = y(0) =0. 如 我 ”人 @@ 
们 在 30.4.6 节 所 见 , 一 般 解 (忽略 初始 条 件 y(0) = 0 和 yY(0) = 0) 网 

y= 4e2z + Be3z 十 (z 十 3z 十 2) ez 
我 们 需 将 该 解 进行 一 次 求 导 运算 来 运用 初始 条 件 Y(0) 的 值 , 验证 
yy 一 24e2z 十 3Be3z 十 (= 十 5z 十 宇 ) ez ， 
因此 , 当 x = 0, 我 们 知道 y 和 y 都 等 于 0, 代入 关于 y 的 方程 可 得 
0= 4e0 + Be 十 (02+3(0)+3) e0 一 4 十 吾 十 2 
而 代入 关于 Y 的 方程 可 得 
0= 2Ae +3Be0 + (0 +5(0) + 2)" 二 2A 二 3B+ 六 
同时 解 这 些 方 程 , 我 们 得 到 4= -4 和 B= 3 这 意味 着 IVP 的 解 为 
2 = 一 4e 和 十 jo” 十 (zz 十 37 十 2 ez 

注意 , 两 个 例子 都 没有 留 下 未 知 常数 : 初始 条 件 使 得 我 们 能 够 求 得 唯一 的 解 . 
没有 初始 条 件 , 则 总 是 有 一 个 或 两 个 未 知 常数 . 

我 们 来 看 最 后 一 个 IVP 例子 . 假设 CC 

y+6y 十 13y = 26z3 一 3z2 -- 24z， y(0) = 1,y(0)=2. 
齐 次 方程 是 + 6y' + 13y = 0, 特征 二 次 方程 为 如 十 6t + 13 = 0， 运用 二 次 公 
式 , 最 后 这 个 方程 的 解 为 t = (-6 土 V 引 一 4.13)/2 = -3 土 31， 这 意味 着 yy = 
e-37(Acos(27) + B sin(27)). 现在 来 竺 角 由 于 原 方程 的 右边 ( 含 x 部 分 ) 是 三 次 . 
的 ， 我 们 应 该 写 出 形式 yP = az3 十 pz2 十 cz 十 dd 现在 我 们 需 将 WP 带 入 微分 方程 来 
求 出 a 到 d 的 所 有 常数 . 注意 凡 = 3az? +2z 十 c 和 ?= 6az 十 2b. 代入 ,可 得 
(6az 十 20) + 6(3az2 + 2bz+o) +13(ar3 + bz2 二 ez 十 四 = 2673 一 3z2 一 247. 


令 z3?、z?2、x 和 1 的 系数 相等 (如 我 们 在 部 分 分 式 中 所 做 一 样 ), 分 别 可 得 13a = 有 
26、18a+135 = -3、6a 十 125+13c= -24 和 20 二 6c+13d = 0. 我 把 解 这 些 方程 的 ”所 
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任务 留 给 你 完成 , 可 知 a=2、5= -3、c=0 和 d=6/13. 故 yp = 2x3 一 3zx2 十 6/13, 
因此 


y= Yn+yp =e (Acos(27) + Bsin(272)) 十 273 — 322 十 三 


对 某 些 常数 4 和 B 成 立 . 为 了 求 这 些 常 数 , 要 使 用 初始 条 件 . 由 于 y(0) = 1, 我 们 
知道 当 xz =0 时 y= 1, 代入 , 我 们 有 
1 = .0-30)(Acos(0) + Bsin(0)) + 2(0? — 3(0)? + 训 二 A+ 志 ， 
所 以 4 = 7/13. 同时 , 对 y 的 表达 式 求 导 得 
4 = e-3z(-24sin(2z)) + 2B cos(2x) — 3e-37(Acos(2x) + Bsin(2x)) 十 6z2 — 6zx. 

由 于 yy(0) = 2, 可 知 当 x =0 时 w=2, 代 入 上 面 yy 的 表达 式 , 得 

2= eo(—2Asin(0) + 2B cos(0)) — 3e° (Acos(0) + Bsin(0)) + 6(0)? — 6(0) 

一 2 也 一 34. 
因为 4 = 7/13, 我 们 可 以 解 最 后 这 个 方程 来 求 出 B = 47/26. 我 们 将 这 些 值 代入 来 
求 最 终 解 : 

Y=e 37 (在 cos(2z) 十 sin(2s) ) 十 273 一 322 十 

注意 , 该 解 中 没有 常数 : 初始 条 件 ( 即 y(0) 和 y(0) 的 值 ) 确定 了 显 式 解 . 


30.5 ”微分 方程 建 模 


现实 世界 的 很 多 量 都 可 以 用 微分 方程 模拟 ( 即 理论 近似 ). 例如 热流 、 波 高 、 通 
货 膨胀 、 电 路 中 电流 以 及 种 群 增长 , 列 出 的 是 一 小 部 分 . 这 里 只 是 一 个 现实 情形 中 
涉及 种 群 增长 的 简单 例子 ， 

某 细 菌 培养 以 这 样 的 方式 呈 指 数 增长 , 它 每 小 时 的 瞬时 增长 率 等 于 培养 血 中 细 
菌 数量 的 两 倍 . 假设 某 抗生素 以 每 小 时 8 鄙 司 的 恒定 速率 连续 注入 培养 中， 每 副 司 
抗生素 每 小 时 杀 死 25 000 细菌 .为 保证 培养 严 永 不 为 空 , 细菌 的 初始 数量 至 少 需 
为 多 少 ? 

这 里 的 问题 是 随 着 细菌 的 繁殖 , 细菌 的 数量 在 不 断 增长 ; 但 随 着 抗生素 不 断 注 
入 培养 四, 它 的 量 也 在 增长 . 哪个 会 赢 呢 , 细菌 还 是 抗生素 ? 要 解决 这 个 问题 , 我 们 
需 写 出 一 个 模拟 该 情形 的 微分 方程. 事实 上 , 我 们 需 将 文字 问题 转换 成 一 个 微分 方 
程 . 车 没 有 抗生素 , 则 有 标准 种 群 增长 微分 方程 (其 中 大 = 2): 


其 中 已 是 时 间 为 小 时 的 种 群 数量 . (我们 在 9.6.1 节 讨 论 过 这 种 问题 . ) 现在 我 们 
需 将 抗生素 考虑 进来 , 将 方程 进行 修改 . 在 t 小 时 , 我 们 知道 有 8t 一 司 的 抗生素 , 所 
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以 死亡 率 为 8t x 25 000 = 200 000t. 因此 正确 的 微分 方程 是 


= 2P — 200 000t. 
可 重新 整理 成 标准 形式 
入 — 2P = 一 200 000t. 
该 一 阶 线 性 方程 的 积分 因子 ( 见 30.3 节 ) 是 ef -at 可 化 简 为 e-%. 方程 乘 以 
积分 因子 , 得 
eT — 2e-2tP = 一 200 000e-2tt. 
跟 平 时 一 样 , 左边 化 简 成 P 与 积分 因子 之 积 的 导数 


d 
He PP) = 一 200 000e-2#, 


或 
e 2pP = —200 000 | oattat. 


右边 需 分 部 积分 ( 见 18.2 节 ), 证 明 
e“2tp = 100 000te- 闪 十 50 000e—2t + 200 000C. 
留 给 你 来 完成 . 现在 我 们 可 以 将 200 000C 蔡 换 为 等 价 的 任意 常数 C. 同 乘 e2 可 
得 
P= 100 000t + 50 000 + Ce2t. 
这 是 时 间 为 t 的 种 群 数 量 方程 . 若 初始 数量 为 马 , 则 我 们 可 令 方程 中 的 t = 0, 得 
PB = 100 000(0) + 50 000 + Ce?(0) = 50 000 + C. 
这 意味 着 C = 户 - 50 000, 因此 我 们 可 将 其 代入 方程 , 得 
P = 100 000t + 50 000 + (Py — 50 000)e2t, 

太 好 了 ! 我 们 掌握 关于 这 个 情形 的 很 多 情况 .我 们 还 需 回 答 给 定 的 问题 . 当 
媚 为 何 值 时 会 导致 种 群 数量 最 终 为 0? 似乎 50 000 是 一 个 临界 值 . 事实 上 ,车 
记 = 50 000, 上述 方 程 就 是 已 = 100 000t + 50 000. 在 这 种 情况 下 , 细菌 的 初始 
数量 为 50 000, 并 以 恒定 的 速率 每 小 时 100 000 增长 , 因此 种 群 永远 不 会 灭绝 . 若 
成 > 50 000, 则 要 加 上 e# 的 正 数 倍 , 所 以 种 群 数量 增长 得 更 快 . 若 PP < 50 000 
呢 ? 此 时 轧 一 50 000 是 负 的 , 故我 们 有 

PP = 100 000t 十 50 000 十 ( 负 常 数 )e2t. 
因为 最 终 指数 起 决定 作用 , 显然 若 t 足够 大 , P 最 终 趋 于 0, 例如 , 即使 初始 种 群 数 
量 为 49 999, 我 们 有 
P = 100 000t + 50 000 — e2t. 
这 是 该 情形 下 的 P-t 图 : 


ecy 
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图 30-1 


从 图 30-1 中 看 到 , 在 前 5 个 小 时 种 群 数量 近乎 线性 增长 ,然后 有 一 个 快速 的 转向 ， 
最 后 在 6.5 和 7 小 时 中 间 的 某 处 等 于 0. (当然 , 一 旦 等 于 0, 讨论 结束 一 一 种 群 数 
量 永远 不 会 小 于 0, 因为 种 群 数量 不 能 为 负 ! 所 以 上 图 并 未 准确 的 反映 已 < 0 的 情 
形 .) 我 们 得 出 的 一 般 结论 是 : 若 初始 种 群 数量 小 于 50 000, 则 细菌 将 灭绝 , 而 若 数 
量 为 50 000 或 更 多 , 培养 四 内 的 细菌 将 幸存 下 来 . 事实 上 , 它 将 类 似 增长 . 


附录 A 极限 及 其 证 明 


贯穿 本 书 , 我 们 使 用 了 大 量 的 极限 , 并 一 度 是 导数 定义 和 积分 定义 的 核心 部 分 . 
因为 极限 是 这 么 的 重要 , 现在 到 了 以 适当 方式 来 定义 它们 的 时 候 了 . 一 旦 我 们 知道 
它们 是 如 何 起 作用 的 , 就 可 以 证 明 许 多 原 以 为 理所当然 的 事实 ， 以 下 就 是 附录 内 
容 : 

。 极限 的 正式 定义 (包括 左 极限 与 右 极 限 、 无 穷 极限 、 在 土 wo 处 的 极限 及 数 

列 的 极限 ); 

。 联合 极限 及 三 明治 定理 的 证 明 ; 

。 连续 和 极限 的 关系 , 包括 介 值 定理 的 证 明 ; 

。 微分 和 极限 , 包括 乘积 法 则 、 商 法 则 及 链 式 求 导 法 则 的 证 明 ; 

。 有 关 分 段 函 数 结果 的 证 明 及 其 导数 ; 

©ce 的 存在 性 证 明 ; 

。 极 值 定理 、 罗 尔 定理 、 中 值 定理 (对 于 导数 )、 线性 化 中 的 误差 公式 及 洛 必 达 

法 则 的 证 明 ; 
。 泰勒 近似 定理 的 证 明 . 


A.1 极限 的 正式 定义 


我 们 以 函数 f 和 实数 a 开始 . 在 3.1 节 中 , 我 们 引入 了 记号 
lim f(z) =L, 
它 贯穿 整 本 书 . 直观 的 , 以 上 方程 意味 着 , 当 z 接近 于 a 时 , f (z) 的 值 就 会 极度 接 
近 L. 但 有 多 近 呢 ? 想 要 多 近 就 有 多 近 . 要 了 解 这 意味 着 什么 , 让 我 们 做 个 小 游戏 ， 
你 和 我 . 


A.1.1 小 游戏 


以 下 就 是 游戏 细节 . 你 需 在 y 轴 上 选择 一 个 以 工 为 中 点 的 区 间 并 在 其 中 移动 ， 
画 平 行 于 x 轴 通 过 区 间 端 点 的 线 . 图 A-1 是 一 个 例子 . 
注意 , 我 用 L 一 e 和 工 +s 标记 了 该 区 间 的 端点 . 故 这 两 个 端点 到 工 的 距离 都 
是 <. 
不 管 怎样 , 关键 是 不 容许 该 函数 的 任意 部 分 落 在 那 两 条 水 平 线 之 外 . 那么 , 我 
的 行动 是 , 通过 限制 定义 域 来 舍弃 该 函数 的 某 些 部 分 . 我 只 需要 确保 新 的 定义 域 是 
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A-1 


一 个 以 a 为 中 心 的 区 间 , 且 该 函数 的 每 一 点 都 位 于 你 的 两 条 线 之 间 , 可 能 z = a 时 
除外 . 以 下 是 我 的 行动 , 这 基于 你 刚才 的 移动 , 如 图 A-2 所 示 . 


我 可 以 拿 走 更 多 的 函数 部 分 , 这 仍然 没有 问题 
就 行 了 . 

现在 , 又 轮 到 你 移动 了 , 你 已 然 意识 到 , 当 你 那 两 条 线 彼此 接近 时 , 我 的 任务 就 
更 艰难 了 , 因此 , 这 一 次 你 选取 一 个 更 小 的 < 值 . 图 A-3 所 示 是 你 第 二 次 移动 之 后 
的 情况 . 


只 要 剩余 部 分 在 那 两 条 线 之 间 
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图 A-3 
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曲线 上 有 一 部 分 又 落 在 两 条 水 平 线 之 外 了 , 但 我 还 没有 行动 呢 . 我 要 舍弃 更 多 的 远 
离 z = a 的 函数 部 分 , 如 图 A-4 所 示 . 
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因此 , 我 又 能 够 对 抗 你 的 移动 了 . 

游戏 何 时 结束 呢 ? 希望 答案 是 游戏 绝 不 停止 ! 只 要 我 总 是 可 以 移动 , 不 管 你 让 
那 两 条 线 多 么 接近 ， 那么 , 事实 上 lim f(z) = 工 我 们 将 不 断 缩小 区 间 , 你 让 那 两 
条 线 不 断 接近 , 我 的 回应 是 只 观 注 函 数 足够 接近 z = a 的 部 分 . 另 一 方面 , 如 果 某 
次 移动 我 被 卡 住 了 , 那么 lim f(z) = 工 就 不 再 正确 了 . 极限 或 许 是 其 他 的 值 ,或 者 
不 存在 , 但 它 一 定 不 是 元 


A.1.2 ”真正 的 定义 


我 们 需要 将 这 个 游戏 转变 为 更 多 的 符号 ， 首 先 ， 注 意 你 选择 的 区 间 是 
(全 一 es 上 十 e). 事实 上 , 你 也 可 以 将 那个 区 间 看 作 是 满足 |y 一 < s 的 点 y 的 
集合 . 为 什么 呢 ? 因为 |y -- 工 | 就 是 在 数 轴 (如 y 轴 ) 上 的 y 和 工 之 间 的 距离 . 因 
此 , 你 的 区 间 是 由 所 有 距离 工 小 于 se 的 点 组 成 的 .你 或 许 会 猜测 , 能 够 将 一 个 像 
ly 一 工 | < 这 样 的 不 等 式 转变 成 其 等 价 形式 L 一 e <y < 工 十 s 并 再 反 转 回去 , 对 
于 你 来 说 将 是 极其 有 帮助 的 . 

现在 轮 到 我 行动 了 . 我 需要 保证 让 该 函数 落 在 你 的 区 间 里 . 这 意味 着 , 在 我 合 
弃 大 部 分 定义 域 之 后 , 所 有 保留 下 来 的 f (z) 的 值 都 必须 距离 L 小 于 <. 因此 , 在 我 
移动 之 后 , 你 将 必须 得 出 结论 

|f(z) 一 工 | < (zx 充分 接近 于 a 且 z 了 a). 
为 了 让 我 的 移动 更 精确 , 除了 那个 以 a 为 中 心 的 区 间 , 剩 下 的 一 切 我 都 要 舍弃 . 我 
的 区 闻 看 起 来 像 是 对 于 某 个 其 他 的 数 5 成 立 的 (a - 5, a 十 引 , 因此 , 我 也 可 以 把 它 
看 作 是 使 得 jz - al < 6 成 立 的 z 的 集合 . 事实 上 , 由 于 我 不 想 要 z 等 于 a, 我 就 可 
以 写 出 0< lz 一 ol<6. 
总 的 来 说 , 你 的 移动 是 由 选取 s > 0 构成 的 .( 它 最 好 是 正 的 , 否则 根本 不 存在 
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移动 区 间 ! ) 我 的 移动 是 选取 一 个 数 6 > 0, 使 得 
|f(z)—L<e(0<lz-al<d6). 
这 意味 着 只 要 z 距离 ao(z # a) 不 超过 5, f (zx) 的 值 距离 二 就 不 会 超过 e. 这 
就 确定 了 基本 思想 : 当 z 接近 a 时 , f (z) 接近 工 . 现在 , 所 剩 下 的 就 是 允许 你 来 选 
择 se, 你 想 要 多 小 就 多 小 , 而 我 仍然 需要 相应 的 选取 5. 以 下 就 是 我 们 要 找 的 正式 定 
义 : 


“lim f(z) = L” 表示 , 对 于 任 选 的 es > 0, 可 以 选取 5 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0 < |x 一 a| < 5 的 z, 有 |F(z) 一 < e. 


重要 的 是 , 在 你 移动 之 后 我 才能 开始 移动 ! 5 的 选取 依赖 于 < 的 选取 . 通常 我 
不 能 选择 一 个 普遍 的 6 并 保证 每 一 个 。 > 0. 我 必然 受 限 于 你 的 选择 . 


A.1.3 ”应 用 定义 的 例子 
作为 一 个 简单 的 例子 (不 使 用 连续 性 ), 我 们 来 证 明 


lim z2 = 9. 
rT—3 

我 们 很 容易 写 出 3” = 9 并 宣布 胜利 , 但 这 行 不 通 , 因为 极限 只 依赖 于 当 z 接 
近 而 不 是 等 于 3 时 的 行为 . 因此 , 我 们 必须 玩 一 下 那个 小 游戏 . 你 选择 。 > 0, 这 就 
产生 了 一 扇 约 束 我 的 小 窗 (9 一 e,，9 + e). 现在 , 我 开始 选取 6. 假设 = 是 8( 这 在 上 
下 文中 是 过 大 的 ), 那么 你 的 小 窗 是 (1，17). 现在 , 通过 选择 5 = 1, 我 可 以 轻易 地 
呆 在 那里 , 此 时 我 的 小 窗 是 (2, 4). (请 记 住 , 我 的 小 窗 中 心 位 于 3, 而 你 的 小 窗 中 心 
位 于 9. ) 事实 上 , 如 果 你 对 介 于 2 和 4 之 间 的 任意 的 数 取 平 方 , 你 会 得 到 一 个 介 
于 4 和 16 之 间 的 数 , 因此 我 的 移动 不 成 问题 . 如 果 s 甚至 比 8 还 大 , 就 会 加 宽 你 的 
区 间 , 但 是 我 会 坚持 5 = 1 并 且 这 使 我 的 移动 不 成 问题 . 

现在 , 如 果 你 选择 的 容忍 度 e 小 于 8, 我 必须 改变 策略 . 在 这 种 情况 下 , 我 的 选 
择 将 是 5 = ce/8， 即 , 不 管 你 如 何 选择 , 我 的 小 窗 都 将 比 你 的 小 窗 小 八 倍 ， 要 想 知 
道 这 是 怎么 回 事 , 我 们 必须 聪明 点 . 基本 上 说 , 必须 选取 我 的 区 间 内 的 任意 一 个 数 ， 
再 平方 , 并 证 明 它 位 于 你 的 区 间 内 . 我 的 区 间 是 (3 - a/8, 3 + s/8), 而 你 的 区 间 是 
(9—e, 9+e). 

让 我 们 在 我 的 区 间 中 选取 zx. 它 能 有 多 大 了 嘱 ? 它 必须 小 于 3 上 +e/8. 即 x < 3 十 e/8， 
你 也 可 以 将 它 写 为 z - 3 < s/8. 顺便 说 的 是 , 由 于 你 的 小 于 8, 故我 的 z 小 于 4 
因此 , 使 用 这 两 个 不 等 式 zx -3 < e/8 及 x < 4, 我 们 得 到 

(z -3)(2+3) < (£) 4+3) = La 

由 于 (zx 一 3) (x 十 3) 正好 是 z2 -- 9, 我 们 可 以 在 方程 两 边 加 上 9, 会 得 到 


7E 
2<9 十 一 . 
rz < 十 再 
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故 , 上 边 的 容忍 水 平 (两 条 线 中 上 边 的 一 条 ) 没有 问题 . 我 们 需要 x? < 9 + s, 而 我 
们 刚刚 证 明 过 . 那么 下 边 的 容忍 水 平 如 何 呢 ? 那 好 , 已 知 x 位 于 我 的 区 间 (3 一 6/8， 
3-+es/8) 中 , 那么 它 能 有 多 小 昵 ? 它 必然 大 于 3 一 </8, 因此 我 们 有 z > 3 一 </8; 这 意 
味 着 , x - 3 > -e/8. 因为 你 的 e 小 于 8, 也 有 z -3 > -8/8 = -1 这 就 是 说 x > 2. 
现在 应 用 不 等 式 z -3 > -se/8 和 x > 2, 我 们 得 到 


(2—3)(z+3)> (-#) (2+3) = 一 喜 ， 
再 次 使 用 (x 一 3)(z+3) = z2 一 9, 我 们 在 方程 两 边 加 上 9 得 到 


Se 
2>~9— 一 . 
TXT” > 8 


这 样 我 们 就 有 了 容忍 水 平 的 下 限 ! 我 们 已 经 证 明了 ， 如果 x 位 于 区 间 (3 - e/8， 
3 + s/8) 内 , 那么 z2 就 在 区 间 (9 一 5e/8, 9 十 7e/8) 内 . 由 于 5/8 和 7/8 都 小 
于 1, 我 们 也 可 以 确信 z2 位 于 区 间 (9- s, 9 十 2) 内 ; 毕竟 ,这 个 区 疝 包 含 另 一 
个 . 

综合 起 来 , 我 们 设 f(x) = 2?, 且 我 们 要 证 明 

lim f(z) = 9. 

你 选择 =, 而 我 就 相应 的 选取 5 = e/8, 除非 你 的 < 比 8 大 , 要 是 那样 的 话 , 我 就 选取 
56=1. 我 们 已 经 证 明了 , 在 这 两 种 情况 下 , 如 果 xz 位 于 区 间 (3 一 56, 3 十 65) 内 , 那么 
f(z) 就 在 区 间 (9 一 e, 9 十 e) 内 . 换 句 话说 , 只 要 lz- 3 < 6, 那么 |f(z) -9| < e. 
如 果 指 明 0 < |z 一 3| < 5, 那么 |f (z) -9| <e 的 话 , 我 们 也 可 以 把 x = 3 排除 . 这 
正 是 我 们 想 要 的 一 一 这 样 就 证 明了 上 述 方程 . 信 不 信 由 你 , 如 果 想 要 利用 定义 来 
证 明 以 上 极限 成 立 , 那么 必须 做 大 量 的 工作 ! 


A.2 由 原 极限 产生 新 极限 


最 后 一 个 例子 令 人 十 分 烦恼 . 要 是 想 证 明 当 x 一 3 时 , z2 一 9, 我 们 必须 做 大 
量 的 工作 . 幸运 的 是 , 事实 表明 , 一 旦 你 知道 一 些 极限 , 就 可 以 将 它们 放 在 一 起 讨论 
并 得 到 一 大 堆 新 的 极限 . 例如 , 你 可 以 在 合理 的 范围 内 对 极限 做 加 法 、 减法、 乘法 
及 除法 , 而 且 也 可 使 用 三 明治 定理 . 下 面 就 让 我 们 来 看 看 为 什么 这 些 都 是 成 立 的 . 


A.2.1 极限 的 和 与 差 及 证 明 


假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 9, 并 且 知 道 , 当 x 一 a 时 , f(z) 一 LL 和 g(xz) 一 MM. 
那么 , 当 x 一 a 时 , f (xz) +g (zx) 会 怎样 呢 ? 直观 上 , 它 应 该 是 趋 于 工 + M 的 . 让 我 
们 用 定义 来 证 明 它 , 我 们 知道 

lim f(2) = 也 及 lim g(2) =M. 


eo 
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这 意味 着 , 如 果 你 选取 es > 0, 我 可 以 将 z 限制 为 充分 接近 a 来 保证 |f (z) -十 < se. 
如 果 z 充分 地 接近 a, 我 也 可 以 保证 |g (z) -~ M| < e. 对 于 f 和 g 来 说 , 我 需要 的 
接近 程度 或 许 是 不 同 的 , 但 这 没有 问题 一 一 我 可 以 做 到 充分 接近 , 以 便 两 个 不 等 
式 都 成 立 . 

如 果 f(z) 二 g(x) 接近 工 +M, 则 这 两 个 量 之 闻 的 差异 应 该 很 小 . 因此 我 们 需 
要 查看 量 |(f (z) +g (z)) (KL 十 M)|. 我 们 将 它 写 为 |(f (z) 一 荆 ) 一 (g(x) 一 MM)|. 然 
后 , 我 们 可 以 使 用 所 谓 的 三 角 不 等 式 (就 是 说 * 对 于 任意 的 数 a 和 b, 有 la+ 引 < 
lal + lo) 得 

|(f(z2)— £5)+ (9(7z)— M) < |f(z)— LI+l9(7) ~ MI <et+e= 2e, 
这 里 假设 > 充分 的 接近 a. 这 已 经 够 好 了 , 不 过 你 想 要 的 容忍 水 平 是 s, 而 不 是 2e! 
因此 , 我 必须 再 次 移动 (对 不 起 了 ); 这 一 次 , 我 要 将 小 窗 变 窗 , 以 便 |f (z)] - 了 | 和 
lg (zx) -MI 都 小 于 ef2, 而 不 是 e. 这 是 没有 问题 的 , 因为 我 可 以 应 对 你 选取 的 任意 
一 个 正 数 . 不 管 怎样 , 如 果 你 再 做 一 遍 上 述 方程 的 话 , 在 右边 将 得 到 < 而 不 是 2e， 
这 样 , 我 们 就 证 明了 可 以 找到 一 扇 关 于 a 的 小 窗 使 得 
(f(z)+g9(7))—(L+M)| <e 
在 此 假设 z 在 我 的 小 窗 里 , (如 果 你 想 要 将 这 扇 小 窗 描述 的 更 好 , 也 可 以 使 用 5, 但 
事实 上 它 不 会 给 我 们 提供 任何 附加 的 信息 . ) 因此 , 这 就 证 明了 
如 果 Jim f(z) = LH lim g(z) = M, 那 么 lim (f(z) + g(z)) =L+M. 
即 , 和 的 极限 是 极限 的 和 . 它 的 另 一 种 写法 是 
lim (f(x) + 9(7)) = lim f(z) + lim g(z), 

但 在 这 里 , 你 必须 非常 仔细 地 检验 以 确保 右边 的 这 两 个 极限 是 存在 且 有 限 的 . 如 果 
其 中 一 个 极限 是 二 ce 或 不 存在 , 就 不 能 再 运用 上 述 公 式 了 . 两 个 极限 都 必须 是 有 
限 的 , 也 能 确保 可 以 相 加 . 如 果 它 们 不 存在 , 你 或 许 能 很 幸运 , 但 这 没有 保证 . 

f (z) -9g(z) 又 如 何 呢 ? 它 应 该 是 趋 于 工 -- 1 的 , 并 且 就 是 如 此 : 

如 果 lim f(z) = 工 且 lim g(z) = M ,那么 im(f(z) ~ g(z)) =L-M. 

该 证 明 几 乎 和 我 们 刚刚 看 到 的 那个 差不多 , 不 过 你 需要 一 个 略 有 不 同 的 三 角 不 等 式 
形式 : le- 外科 lal+ 串 . 事实 上 , 这 就 是 应 用 于 a 和 一 b 的 三 角 不 等 式 ; 的 确 如 此 ， 
le 十 (- 世 | < la| + |- 引 , 但 当然 有 |- 才 等 于 | 如 . 现在 由 你 来 重新 写 出 以 上 论证 , 但 
要 将 f(z) 和 g(x) 与 5 和 M 之 间 的 加 号 改 为 减 号 . 


A.2.2 ”极限 的 乘积 及 证 明 


现在 , 我 们 再 来 假设 两 个 函数 /和 9 使 得 
lim jz) = 工 且 lim g(z) =M. 
我 们 想 证 明 
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lim f(z)9(z) = LM. 
即 , 豫 积 的 极限 是 极限 的 乘积 . 它 的 另 一 种 写法 是 
lim f(x)g(7x) = lim f(z) x lim g(7), 
我 们 要 同样 知道 的 是 ， 右边 的 这 两 个 极限 是 存在 的 且 为 有 限 的 . 为 了 求证 , 我 们 需要 
证 明 f(z)g (zx) 与 (希望 中 的 ) 极限 LM 的 差 是 很 小 的 . 我 们 来 考虑 差 f (x) g (zx) 一 
LM. 技巧 是 减 去 Lg (x) 并 再 加 上 它 ! 即 ， 
f(z)g9(7) — LM = cz)g(z) ~— Lg(7x) + Lg(x) — LM. 
那样 我 们 会 得 到 什么 呢 ? 我 们 来 取 绝 对 值 , 然后 使 用 三 角 不 等 式 : 
|f (x)g(z) — LM|= |(f(x) — L)g(z) + L(g9(z) — M)| 
< |(f(z) — L)g(z)| + |L(9(z) — ML. 
我 们 可 以 整理 一 下 并 写 出 
f(z)g(z) — LM| < |f(z) — L|: lg(z)| + Zl: 19(z) — MI. 
现在 , 到 了 玩 游戏 的 时 候 了 .你 选取 你 的 正 数 e, 然后 我 开始 工作 . 我 将 观 注 环绕 
Zz 二 a 的 极 小 区 间 , 以 便 |f (zx) 一 L| <。 且 lg(z) -MI < e. 事实 上 , 如 果 你 选 
取 se > 1( 一 个 十 分 无 力 的 移动 , 因为 你 想 要 s 非常 小 ! ) 那么 我 甚至 会 继续 坚持 
lg (z) 一 M| < 1. 因此 , 我 们 知道 , 不 管 在 哪 种 情况 下 都 有 |g (z) - MI < 1; 这 意味 
着 , 在 我 的 区 间 上 M -1< 9g(z) < M +L. 特别 的 , 我 们 可 以 看 到 |g(z)| < LMI+ 1 
全 部 意义 就 是 , 在 我 的 区 间 上 有 一 些 理想 的 不 等 式 : 
[f(z)— Ll<e, lg(z) <IMI+1, flg(z)—- MI|<e. 
我 们 可 以 将 它们 代入 上 面 的 |f (z) g (zx) -LM|: 
|f(z)g9(z) ~ LM|< |f(z) — L| :lg(z)|+|Ll: le(z)— MI) 
<e:([IM|I+1)+|Ll':e=e([M|+|L|+1) 
其 中 zx 充分 的 接近 a， 这 几乎 就 是 我 们 想 要 的 了 ! 在 右边 我 应 该 得 到 <, 但 是 我 
得 到 了 一 个 额外 的 因子 ( 
一 次 , 但 这 一 次 , 我 将 确保 |f (z) 一 工 | 不 超过 ef (MI+ | 于 +D ; |g (zx) -MI 同 理 . 
然后 , 当 我 重 做 以 上 步骤 时 , s 将 由 es/ (|M1 + |L| 十 1) 代替 , 并 且 在 最 后 一 步 , 因子 
(al+| 下 +D 会 被 消除 , 而 我 们 正好 得 到 s! 这 样 , 我 们 就 证 明了 该 结论 . 
顺便 要 提 的 是 , 要 注意 上 述 情况 的 一 个 特例 . 如 果 c 是 常数 , 那么 
lim 1 cf (z )=clim f (7). 
通过 在 上 述 的 主要 公式 中 设 g(z) = co, 这 是 很 容易 看 出 的 ; 我 将 细节 留 给 你 来 填充 . 六 


A.2.3 ”极限 的 商 及 证 明 a 


现在 , 我 们 重复 做 一 下 练习 . 我 们 想 要 证 明 , 如 果 
lim f(z)=L 及 lim g(x)=M 


那么 , 我 们 有 
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因此 , 商 的 极限 是 极限 的 商 . 为 了 让 它 有 意义 , 我 们 最 好 是 保证 M 关 0, 否则 就 要 
除 以 0 了. 以 上 方程 的 男 一 种 写法 是 
f(z) _ lm f(?) 
”一 “9g(z) lim g(z) 
只 要 这 两 个 极限 都 存在 且 为 有 限 的 , 而 且 9 的 极限 非 零 . 
以 下 就 是 求证 过 程 ， 我 们 想 要 f (x) /g (z) 接近 L/M, 因此 , 我 们 考虑 它们 的 
差 . 然后 , 我 么 需要 通 分 : 
f(x) _ I _ Mf(z)— Lg(z) 
9g(z) M Mg(z) 
现在 , 我 们 使 用 一 个 类 似 于 在 极限 的 乘积 中 的 技巧 : 我 们 在 分 子 上 减 去 并 加 上 LM， 
然后 人 向 因 式 分 解 . 会 得 到 
f(z) I MHz) 一 EMT+TILM — Lg(z) 
g(r) MM Mg(z) 
MU 一 站 ZL 一 9(O 
Mo9(Z) Mg(7) 
_ f(r)—L L(g(z)— M) 
g(7) Mg(z) 
如 果 我 们 取 绝 对 值 , 然后 使 用 |a 一 6| < jal 十 16| 形式 的 三 角 不 等 式 , 将 得 到 
fx) I|_|f(z)-L L(g(z)— M) J 2 
9g(Z) M 9g(z) Mo9(z) g(x) Mg(x) 
因此 , 你 通过 选取 < > 0 来 移动 , 然后 我 会 将 z = a 附近 的 那 扇 小 窗 变 罕 , 使 得 在 这 
扇 小 窗 中 , | (z) 一 L| <e 且 |g(z) 一 M|<e. 现在 , 我 需要 变 得 更 加 聪慧 . 你 看 , 我 
知道 M 一 e < g(z) < M+es, 这 表示 |g (xz)| > IM| 一 se. 如 果 右 边 的 量 |M| - < 为 正 ， 
那么 一 切 将 不 成 问题 ; 但 是 如 果 它 是 负 的 , 这 不 会 告诉 我 们 任何 信息 , 因为 我 们 已 
经 知道 g (x) 不 可 能 是 负 的 . 因此 , 如 果 s 足够 小 , 那么 我 就 不 担心 了 ; 但 是 如 果 它 
大 一 点 的 话 , 我 就 需要 将 我 的 那 扇 小 窗 变 窄 , 使 得 |g (zj| > |M| /2. 总 之 , 在 这 个 区 
间 . 上 , 我 们 有 三 个 不 等 式 成 立 : 


f(z) -Tze leel> LE, Blg(s)- MI<e. 


? 


< 


中 间 的 那个 不 等 式 颠倒 过 来 为 
1 2 
[ga] ~ hat 
综合 起 来 , 我 们 有 
jz) _ oT ln M2 
gr) MI lg) [Mllg@) < hat MT Mat 


这 还 不 是 我 们 想 要 的 ”这 里 有 一 个 额外 的 因子 (2/ |M| + 2|Z|/ 1 六 ), 但 我 们 
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知道 如 何 处 理 它 一 一 我 只 是 要 再 移动 一 次 , 这 一 次 我 不 针对 s, 而 是 s 除 以 这 个 额 
外 因子 ， 


A.2.4 三 明治 定理 及 证 了 明 


在 3.6 节 中 , 我 们 看 到 了 三 明治 定理 . 现在 到 了 证 明 它 的 时 候 了 . 我 们 以 函数 
f、g 和 开始 , 使 得 对 于 所 有 充分 接近 a 的 z 有 9g (z) < f(x) < h(x). 我 们 也 知 
道 

lim g(x) 一 卫 及 lim h(x) = 二. 
直观 上 , f 被 越 来 越 紧 地 夹 在 9 和 之 间 , 以 至 于 当 x 一 a 时 , 我 们 也 应 该 会 有 
f(x) 一 工 . 即 , 我 们 需要 证 明 的 是 
lim fn) =L. 

好 吧 , 你 开始 选取 你 的 正 数 <, 然后 我 可 以 关注 一 个 中 心 位 于 a 的 小 区 间 , 以 至 于 
在 此 区 间 lg(z) -二 <= 且 In(z)- 也 < e. 我 还 需要 不 等 式 g(z) < f(x) < h(z) 
在 此 区 间 成 立 ; 由 于 不 等 式 或 许 只 有 当 zx 非常 接近 a 时 成 立 , 我 可 能 必须 缩减 我 的 
原始 区 间 . 

不 管 怎样 , 我 们 知道 当 z 充分 接近 a 时 , |h (zx) -元 | < si 该 不 等 式 可 以 被 重 写 

为 
L~—~e<h(zx)<L+e. 
事实 上 , 我 们 只 需要 右边 的 不 等 式 h(x) < L+e; 你 看 , 在 我 的 小 区 间 里 可 知 f (x) < 
h (x), 因此 我 们 也 有 
f(z2) < h(xz) <L+e. 
类 似 的 , 我 们 知道 
L—e<g(x)<L+ie 
其 中 z 充分 接近 a; 这 一 次 , 我 们 舍弃 右边 的 不 等 式 而 使 用 g (z) < f(z) 会 得 到 
L—e< g(r) < f(x). 
综合 起 来 , 我 们 证 明了 , 当 x 接近 a 时 ， 
五 一 E< Flz) < 二 十 E， 
或 简单 的 形式 |f (z) 一 L| < e. 这 就 证 明了 我 们 的 极限 一 一 这 样 , 我 们 就 证 明了 
三 明治 定理 ! 


A.3 极限 的 其 他 情形 


现在 我 们 来 快速 看 一 些 其 他 类 型 极限 的 定义 : 无 穷 极 限 、 左 极限 与 右 极限 及 在 
土 oo 处 的 极限 . 
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A.3.1 无 穷 极 限 
如 果 想 要 使 用 我 们 的 游戏 来 定义 一 个 如 下 的 极限 : 


lim f(z) = co. 

那么 它 将 不 再 发 挥 作 用 ， 当 你 尝试 画 出 那 两 条 接近 极限 的 线 时 , 你 会 被 完全 卡 住 ， 
由 于 该 极限 应 该 是 oo 而 不 是 某 个 有 限 的 值 L. 因此 , 我 们 必须 对 规则 做 些 修正 . 我 
的 移动 不 会 有 太 大 改变 , 但 是 你 的 移动 会 变化 很 大 . 取代 选取 一 个 很 小 的 数 s 然后 
画 出 两 条 水 平 线 (高 度 为 L 一 e 和 工 十 e) 的 是 , 这 一 次 你 要 选取 一 个 很 大 的 数 M 
并 且 只 画 一 条 线 , 其 高 度 为 M. 我 仍然 通过 舍弃 该 函数 的 大 部 分 来 移动 , 不 过 保留 
一 个 围绕 x = a 的 很 小 部 分 ; 尽管 如 此 , 这 一 次 我 必须 确保 所 剩 部 分 总 是 在 你 那 条 
线 的 上 方 . 例如 , 图 A-5 显示 了 你 可 能 的 一 次 移动 以 及 接 下 来 我 的 反应 . 


A-5 
如 果 你 做 另 一 次 移动 , 这 一 次 的 M 值 更 大 了 , 会 发 生 什么 呢 (参见 图 A-6)? 


-人 -FF——————— 


图 A-6 
因此 基本 思想 就 是 , 这 一 次 你 将 那 条 线 提升 得 越 来 越 高 ; 如 果 我 总 是 可 以 对 你 的 移 
动 做 出 反应 , 那么 该 极限 的 确 是 oo. 用 符号 表示 就 是 , 我 需要 能 够 保证 不 管 M 有 
多 大 , 只 要 z 充分 接近 a 就 有 f(z) > M. 定义 如 下 : 


“lim f(z) = co” 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 M > 0, 我 可 以 选取 5 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0 < jz 一 ol < 6 的 z, f(x)>M. 


这 和 当 极 限 是 某 个 有 限 数 工时 的 情况 差不多 , 只 是 不 等 式 |f (zx) 一 L|<e 由 f(x)> 
AM 所 代替 . 
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例如 , 假设 我 们 想 要 证 明 


你 以 选取 数 M 开始 ; 然后 , 我 必须 确保 当 z 充分 接近 a 时 , f(z) > M. 那 好 , 假设 
我 舍弃 满足 |z| < 1/VM 的 z 之 外 的 一 切 . 对 于 这 样 的 一 个 zx, 我 们 有 z2 < 1/M， 
故 1/z? > M( 注 意 我 们 假设 了 z # 0). 这 意味 着 在 我 的 区 间 里 f (x) > M, 也 就 是 
说 我 的 移动 是 有 效 的 . 对 于 你 选取 的 任意 M, 我 都 可 以 做 一 个 有 效 的 移动 , 这 样 ， 
我 就 证 明了 该 极限 的 确 是 oc. 

那么 -oo 的 情况 会 怎样 昵 ? 一 切 正好 反 转 过 来 . 你 仍然 选取 一 个 很 大 的 正 数 
M, 但 这 一 次 , 我 需要 移动 的 同时 确保 该 函数 总 是 在 高 度 为 -MM 的 水 平 线 的 下 方 . 
故 定义 如 下 : 


“ lim f (zx) = -oo” 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 M > 0, 我 可 以 选取 5 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0 < jz 一 al < 65 的 x, 了 (x)< -MM. 


A.3.2 ” 左 极 限 与 右 极限 


为 了 定义 右 极限 , 我 们 来 做 相同 的 游戏 , 只 是 这 一 次 , 我 们 已 经 提前 舍弃 了 zx = 
a 左边 的 一 切 . 其 效果 就 是 : 当 我 移动 时 只 需要 考虑 (aa 十 9, 而 不 是 选取 一 个 像 
(a -0 a 十 0) 这 样 的 区 间 . a 左边 的 一 切 都 是 无 关 紧 要 的 . 

类 似 的 , 对 于 左 极限 , 只 有 a 左边 的 x 值 是 相关 的 . 这 表示 , 我 的 区 间 会 如 同 
(a 一 6, oa); 我 已 经 舍弃 了 zx = oa 右边 的 一 切 . 

这 一 切 表 明 , 你 可 以 取 以 上 加 框 定义 中 的 任意 一 个 , 并 将 不 等 式 0 < |z 一 a| <56 
改 为 0 < xz 一 a < 6 来 得 到 右 极限 . 而 为 了 得 到 左 极限 , 就 要 将 不 等 式 0 < |zx 一 a| <56 
改 为 0 < a 一 zx <6. 我 免 去 你 详细 写 出 全 部 六 个 形式 的 任务 (就 是 极限 为 L、oo 及 
-ee 的 左 极限 和 右 极限 ), 但 这 对 于 你 来 说 的 确 是 一 个 不 错 的 练习 机 会 , 可 以 不 看 这 
些 页 的 内 容 自 己 尝试 一 下 . 


A.3.3 在 oo 及 -oo 处 的 极限 


我 们 最 后 的 极限 情形 是 , 我 们 在 ce 或 -oo 而 不 是 在 某 个 有 限 值 a 取 极 限 . 因 

些 , 我 们 想 要 定义 如 下 方程 的 意义 : 
im f(z)=L5. 

当然 , 我 们 需要 对 游戏 稍 作 改 动 , 但 是 我 们 已 经 知道 如 何 去 做 了 .事实 上 , 我 们 只 
需要 改写 A.3.1 节 中 的 方法 . 你 将 以 选取 很 小 的 数 = > 0 开始 , 建立 你 的 容忍 区 间 
(三 一 s, 虐 十 6); 然后 我 的 移动 将 是 含 弃 某 条 垂 线 x = N 左 侧 的 函数 部 分 , 以 便 这 条 
线 右 侧 的 所 有 函数 值 都 落 在 你 的 容忍 区 间 内 ; 然后 , 你 选取 一 个 更 小 的 e, 如 果 我 
必须 要 落 在 你 的 那个 新 的 小 区 间 内 , 我 就 要 向 将 那 条 垂 线 右 移 . 图 A-7 所 示 就 是 我 
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们 两 个 开始 的 几 次 可 能 的 移动 . 


en 


Liel -NA 
L 


DD 


L—ef-=#-—-----—-—- 
! 


T 


一 一 一 一 一 一 一 一 


第 二 次 移动 
图 A-7 


在 你 第 一 次 移动 后 , 我 的 移动 保证 了 垂 线 z = N 右 侧 的 函数 值 都 落 在 你 的 容 
忍 区 间 内 . 你 的 反应 是 使 两 条 水 平 线 逼 近 , 而 我 只 需要 将 垂 线 右 移 , 直到 我 可 以 满 
足 你 的 新 的 且 更 加 受 限 制 的 容忍 区 间 . 同样 , 如 果 我 总 是 可 以 对 你 的 移动 做 出 反应 ， 
那么 以 上 极限 成 立 . 

更 正式 地 , 我 的 移动 是 由 选取 组 成 , 使 得 只 要 x > N(z 位 于 垂 线 z NN 的 
右 侧 ), 都 有 f (z) 位 于 区 间 代 - es, 工 +e). 使 用 绝对 值 , 我 们 可 以 将 它 写作 : 


“lim f(z) = L” 表示 对 于 你 选取 的 任意 e > 0, 我 都 可 以 选取 NN, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 z > N 的 zx,|f (xz) 一 LL|<&e. 


需要 注意 的 是 , 当 z 一 co 时 的 极限 必定 是 一 个 左 极限 一 一 在 oo 的 右 侧 什么 也 没 
有 ! 不 管 怎样 , 我 们 仍然 有 一 些 情形 要 看 . 首先 ， Jim 7 (z) = oo 是 什么 意思 ? 你 只 
需要 改写 之 前 的 定义 . 特别 的 , 你 可 以 取 上 述 定义 并 将 你 的 移动 变 为 选取 M > 0， 
现在 用 / (z) > M 来 代替 |f (z) -也 < s. 反之 , 如果 你 想 要 证 明 Jim f (z) = 一 co， 
就 要 将 不 等 式 改 为 f(z) < -M. 这 相当 简单 . 

定义 下 列 极限 的 意义 很 简单 : 
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和 z 一 co 时 的 情况 不 同 的 是 , 我 的 垂 线 变 为 zx = 一 N, 且 现 在 的 函数 值 都 必须 
落 在 该 线 左 侧 的 你 的 容忍 区 闻 , 而 不 是 右 侧 . 即 , 你 只 需 在 所 有 的 定义 中 将 不 等 式 
zZ>AN 改 为 zZ< 一 N. 
事实 上 , 我 们 可 以 使 用 相同 的 思想 来 定义 一 个 无 穷 数 列 的 极限 .在 22.1 节 , 我 们 
给 出 了 一 个 非 正式 的 定义 , 但 现在 我 们 可 以 做 得 更 好 . 我 们 由 一 个 无 穷 数 列 a1，a2， 
3; -… 开始 ; 那么 


“lim an=L” 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 e > 0, 我 可 以 选取 N, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 n > 六 的 m,|an — L| < &. 


如 果 你 用 该 定义 和 以 上 的 
dim f(z)=L 

相 比 较 , 你 会 看 到 它们 几乎 是 一 样 的 . 唯一 的 区 别 就 是 连续 变量 z 由 整数 值 型 变量 
n 所 代替 . 此 时 工 由 ee( 或 -oo) 所 代替 , 那么 你 选择 M > 0 而 不 是 。 > 0, 且 不 等 
式 |an -了 <s 变 为 a, > M( 或 相应 地 有 an < 一 M). 

现在 , 如 果 你 真 的 想 要 挑战 , 就 请 尝试 写 出 每 一 个 可 能 的 极限 类 型 的 定义 吧 (我 
们 看 过 18 个 ! ), 再 来 一 次 , 看 你 是 否 可 以 类 似 证 明 A.2 节 中 的 所 有 结论 在 其 他 情况 
下 的 结果 . 


A.3.4 两 个 涉及 三 角 函 数 的 例子 
在 3.4 节 中 , 我 们 说 以 下 极限 不 存在 (DNE): 


lim sin(z). 
赁 直觉 , sin (zx) 一直 在 -1 和 1 之 间 振 荡 , 因此 它 不 会 趋 于 任意 一 个 数 . 让 我 们 用 
A.3.3 节 中 的 定义 来 证 明 这 个 直觉 的 正确 性 . 假设 , 该 极限 存在 且 极 限 值 为 L. 你 选 
取 你 的 数 = > 0, 然后 我 需要 选取 一 个 很 大 的 数 N, 只 要 x > N, 就 有 |sin (z) 一 工 | < 
e. 我 们 假设 你 选取 s 为 3. 这 意味 着 , 我 需要 保证 只 要 z > N, 就 有 |sin @)- L|< 
3. 另 一 种 方式 来 看 , 就 是 对 于 所 有 的 z > N, sin (z) 必须 落 在 区 间 (L 一 3, 卫士 动 
中 . 不 幸 的 是 , 不 管 工 入 是 什么 , 这 都 是 不 可 能 的 ! 要 知道 为 什么 ， 我 们 首先 选取 
大 于 N 的 x 的 倍数 ; 对 于 某 个 整数 n, 我 们 说 这 个 数 是 rr. 那么 , sin (nr 十 一 =1, 
而 sin (nr + 3x/2) = 一 1. sin(z) 的 这 两 个 值 的 距离 为 2, 由 于 区 间 (L 一 二 工 十 二) 
的 长 度 仅 为 1, 故 它 们 不 可 能 都 落 在 该 区 间 中 . 因此 ， 该 极限 不 可 能 是 ”从 有 限 的 
数 工 . 
A-8 所 示 是 我 们 对 极限 工 期 望 的 三 个 可 能 的 候选 图 像 . 


Sa 
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图 A-8 


在 每 种 情况 下 , 围绕 地 的 区 间 的 宽 都 是 3, 但 是 在 这 三 种 情况 下 , 即使 我 含 弃 函数 
的 大 部 分 , 还 是 不 能 将 sin (z) 填塞 到 该 区 间 中 . 由 于 sin (x) 总 超出 区 间 , 因此 没有 
一 条 垂 线 可 以 让 我 画 出 来 并 说 在 该 线 的 右 侧 , 我 总 是 在 你 的 区 间 内 移动 . 不 管 哪个 
高 度 为 1 的 水 平 线条 , 结果 都 是 一 样 的 . 

要 尽 一 切 努 力 , 我 们 还 应 该 确保 该 极限 不 可 能 是 oo 或 -oo. 事实 上 , 如 果 该 极 
限 是 oo 的 话 , 那么 你 将 选取 M > 0, 而 我 必须 确保 对 于 某 个 N, 只 要 x > N, 就 有 
sin (7) > M. 然而 , 要 想 阻 挠 我 你 只 需 选 取 M = 2. 由 于 对 于 任意 的 x 都 不 会 有 
sin (Z) > 2, 这 样 我 就 被 钉 住 了 ， 可 用 相同 的 移动 来 处 理 -co 的 情况 (做 做 看 ) 这 
样 , 我 们 的 确证 明了 以 上 极限 不 存在 . 

在 3.3 节 中 , 我 们 还 说 过 以 下 极限 


， ._ /1 
.sn (3) 
不 存在 . 为 了 证 明 这 是 真 的 , 你 可 以 选取 一 个 可 能 的 极限 二 并 进行 如 同上 例 的 论 
证 . 如 果 你 的 移动 是 选取 s = 二 那么 我 需要 试 着 选取 5 > 0, 使 得 只 要 0 < z <5 
就 有 |sin (1/z) 一 工 | < 雪 . (这 里 我 们 使 用 的 是 A.3.2 中 的 定义 . ) 现在 你 可 以 变 聪 明 
些 并 尝试 找到 两 个 会 把 上 述 情形 搞 乱 的 很 小 的 > 值 . 事实 上 , 对 于 足够 大 的 n, 如 
果 你 尝试 z = 1/ (nr 十 x/2), 然后 尝试 z= 1/ (nz 十 3x/2), 你 将 在 0 <z < 6 中 , 但 
事实 表明 , sin (1/z) 的 结果 分 别 是 1 和 -1; 由 于 不 管 5 如何, 它们 两 个 不 可 能 都 落 
在 容忍 区 间 ( 工 一 二 工 十 3) 中 , 这 就 是 个 问题 . 
你 应 该 尝试 写 出 这 些 细节 ; 但 有 一 个 更 简单 的 方法 . 你 来 看 , 由 于 我 们 已 经 知 
道 Jim sin (z) 不 存在 , 我 们 可 以 只 做 一 个 简单 的 极限 变量 的 替换 . 事实 上 , 如 果 你 
令 炎 = 1/z, 那么 z = 1/w, 而 我 们 立刻 知道 


ii sin (2) 
不 存在 . 现在 , 1/u 一 oo 何 时 为 真 呢 ? 唯一 的 情况 就 是 当 忌 0+. 总 的 来 说 , 证 明 
这 个 切换 并 不 难 ( 见 A.4.1 节 ), 因此 , 我 们 看 到 


lim sin (2) 不 存在 . 
wu—0+ wu 
现在 只 需要 将 哑 变 量 v 改 为 x, 这 样 不 用 费劲 就 会 得 到 我 们 想 要 的 结果 了 ! 
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A.4 连续 与 极限 


正如 我 们 在 5.1.1 节 中 看 到 的 , 说 一 个 函数 /在 x = a 上 连续 , 也 就 是 说 
lim f(z) = f(a). 
即 , 当 z a 时 , 我 人 有 f(z) 一 了 (a). 因此, 函数 7 保持 极限 ; 这 就 是 连续 的 核心 
思想 . 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 使 用 极限 的 知识 来 证 明 , 当 你 用 两 个 在 z = a。 上 连 
续 的 函数 做 加 法 、 减 法 、 乘 法 或 除法 时 , 新 的 函数 在 那里 也 是 连续 的 . (在 除法 的 情 
况 下 , 分 母 在 z a 上 不 能 为 0. ) 事实 上 , 我 们 假设 / 和 9 在 z = a 上 连续 . 那么 
我 们 知道 
lim f(z) = fa) 及 lim g(x) = g(0). 
因此 , 为 了 证 明 函数 站 9 在 z = a 上 连续 , 我 们 所 要 做 的 就 是 拆 分 极限 , A.2.1 节 
我 们 证 明 过 : 
lim (f(z) + g(2)) = lim f(2) + lim glz) = f(a) + 9(0). 
就 是 这 么 简单 . 现在 , 你 可 以 用 -、x 或 / 号 来 替换 + 号 , 以 便 得 到 对 于 减法 、 乘 
法 和 除法 的 类 似 结果 . 


A.4.1 连续 函数 的 复合 


让 我 们 来 看 一 些 稍 复杂 的 情况 . 假设 f 和 9 都 是 处 处 连续 ; 我 们 想 要 证 明 复 
合 函 数 fog 也 是 处 处 连续 . 我 们 需要 集中 考虑 一 个 特殊 的 z 值 . 因此 , 假设 g 在 
2 一 0 上 连续 . 那么 我 们 需要 f 在 哪里 连续 呢 ? 我 们 想 要 证 明 

lim jg(o)) = f(g(0)). 
因此 没有 必要 去 担心 f 在 xz = ac 上 是 否 连续 ; 而 我 们 需要 的 是 它 在 g(a) 上 连续 ， 
因为 我 们 要 在 g (a) 的 附近 且 在 点 g(a) 上 评估 /. 

下 面 就 是 我 们 面临 的 情况 : 我 们 知道 g 在 x = 上 连续 , 且 了 在 zx=9(a) 上 
连续 , 而 我 们 想 要 证 明 fog 在 x = a 上 连续 . 为 了 求证 , 我 们 需要 在 游戏 中 增加 第 
三 参与 者 . 事实 上 , 我 将 对 抗 这 个 新 的 参与 者 , 我 们 称 之 为 Smiddy, 而 Smiddy 将 
对 抗 你 . 

来 看 看 我 们 是 如 何 玩 游戏 的 吧 . 由 于 了 在 g(a) 上 连续 , 我 们 知道 

in f(y) = f(g(0)). 
注意 , 我 使 用 y 作为 代替 x 的 哑 变 量 , 但 这 没 问 题 你 可 以 将 y 改变 成 你 喜欢 
的 任意 字母 , 而 它们 表示 的 是 同一 个 意义 . 不 管 怎样 , 我 们 设 L = f(g (a)). 然后 ， 
你 选取 你 的 = > 0, 建立 你 的 容忍 区 间 (L 一 e, 工 +e), 而 你 要 挑战 Smiddy, 你 舍弃 
以 y = g(a) 为 中 心 的 一 个 小 区 间 外 面 的 一 切 , 以 便 所 剩 的 函数 值 都 落 在 你 的 区 间 
内 . 即 , Smiddy 应 该 选取 入 > 0, 使 得 jy 一 g(a)| < 入 时 都 有 |f (y) - 也 | < e. 因为 


eo 
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以 上 极限 是 正确 的 , Smiddy 就 可 以 这 样 做 . 为 什么 要 用 入 代替 6 呢 ? 因为 Smiddy 
非常 喜欢 它 . 

现在 , 轮 到 我 来 对 抗 Smiddy 了 . 这 一 次 , 我 们 根据 9 在 x = a 上 连续 的 事实 
写 出 

lim g(z) = g(a). 

关键 是 : Smiddy 使 用 的 是 数 和 , 而 不 是 你 已 经 使 用 的 e! 因此 , Smiddy 的 容忍 区 
间 是 (g (a) 一 入, g(a) + 入 ). 现在 , 我 必须 舍弃 以 x = a 为 中 心 的 一 个 小 区 间 外 的 一 
切 , 以 便 所 剩 的 函数 值 落 在 Smiddy 的 区 间 内 , 因为 以 上 极限 是 正确 的 , 我 可 以 选择 
6 > 0, 使 得 只 要 lz - a| < 5, 我 们 有 |g (zx) 一 g(a)| < 入 . 

我 们 所要 做 的 就 是 综合 考虑 . 由 于 我 和 Smiddy 的 游戏 , 我 们 知道 只 要 |x - al < 
6, 我 们 也 有 |g (z) -g(a)| < 入 现在 , 你 和 Smiddy 的 游戏 显示 , 如 果 |y -g(a)| < 入 
那么 |f (y) 一 | < e. 我 们 不 管 Smiddy, 并 用 f (g(a)) 替换 L, 用 g(x) 替换 y. 我 
们 看 到 , 只 要 lz - ol < 6, 我 们 就 有 |f (g (zx)) 一 了 (g(a))| < e. 这 表示 , 如 果 我 直接 
与 你 对 抗 , 我 总 是 可 以 做 一 次 合 情 理 的 移动 , 不 管 = 是 什么 (只 要 它 为 正 ). 因此 , 我 
们 实际 上 就 证 明了 

lim f(g(2)) = f(g9(0)), 

其 中 9g 在 zz =a 上 连续 且 f 在 g(a) 上 连续 . 当然 , 如 果 f 和 9g 都 是 处 处 连续 , 那 
么 复合 函数 fo9 也 是 处 处 连续 . 

我 们 可 以 对 论证 进行 修正 , 以 便 包 括 x 一 oo 或 xz 一 -oo 而 不 是 a 的 情况 . 由 
于 右边 不 能 是 g (co), 故我 们 必须 对 陈述 稍 作 修改 . 我 们 最 好 的 做 法 就 是 : 

Jim f(g(z)) = f ( lim g(x)), 

并 且 我 们 可 以 对 z 一 -co 的 情况 做 类 似 的 修改 . 我 将 该 证 明 的 细节 留 给 你 来 写 出 ， 
但 基本 思想 如 下 . 你 和 Smiddy 的 对 抗 将 是 不 变 的 , 但 我 和 Smiddy 的 对 抗 会 稍 有 
不 同 : 我 选取 而 不 是 5, 且 不 等 式 jz -al < 6 必须 由 x > N 或 zx < N 来 替换 ， 
这 取决 于 你 所 处 的 情况 是 z 一 co 还 是 x 一 -cc. 

我 们 现在 可 以 建立 如 下 极限 , 它 在 3.4 节 出 现 过 : 


1 
lim sin (2) 一 0. 
ZT—00 Tr 


事实 上 , 如 果 你 设 f (x) = sin(z) 且 g (x) = 1/z, 除了 9 在 zx= 0 上 不 连续 外 , 那么 
f 和 9 都 是 处 处 连续 . 因为 


Jim, oo) = Jim, $=0 
我 们 可 以 使 用 上 述 公 式 来 推出 结论 
Jim sin (2) = lim f(g(z))=f ( lim g(z)) = f(0) = sin(0) = 0. 


了 一 CO 王 一 CO 
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更 直观 的 一 种 表达 方式 是 , 当 z 一 co 时 1/z 一 0, 故 当 > 一 oo 时 sin (1/z) 一 
sin (0) = 0. 


A.4.2 介 和 值 定理 的 证 阴 


在 5.1.4 节 中 ,我 们 看 到 了 介 值 定理 , 它 表明 如 果 f 在 [a, 入 上 连续 , 且 f (a) <0 
及 f(b) > 0, 那么 存在 某 个 数 c 使 得 f (c) = 0. 现在 , 我 们 来 看 看 证 明 此 定理 的 基 
本 思想 . 

我 们 考虑 区 间 [a, 9 上 的 zx 值 的 集合 , 其 zx 值 使 得 f (xz) < 0; 我 们 知道 a 在 
这 个 集合 中 , 因为 f(a) < 0; 而 5 不 在 这 个 集合 中 . 我 们 想 要 求 出 此 集合 中 最 大 的 
数 c, 但 这 或 许 不 太 可 能 . 例如 , 小 于 0 的 最 大 数 是 什么 呢 ? 没有 一 一 对 于 任意 的 
负数 , 你 总 是 可 以 找到 一 个 接近 0 的 负数 , 例如 , 将 你 的 数 除 以 2. 另 一 方面 , 我 们 
可 以 找到 此 集合 中 的 右边 穿插 的 一 个 数 <. 特别 的 , 我 们 可 以 坚持 说 此 集合 当中 没 
有 一 个 元 素 在 c 的 右边 , 此 外 , 任意 带 有 端点 e 的 开 区 间 至 少 包 括 此 集合 中 的 一 个 
元 素 . (这 是 由 于 实 轴 的 一 个 很 好 的 性 质 , 它 被 称 为 完备 性 . ) 以 下 就 是 我 们 所 知道 
的 , 用 符号 表示 : 

(1) 对 于 任意 的 zx > c, 我 们 有 f (x) > 0; 

(2) 对 于 任意 的 区 间 (c 一 6, 0c), 其 中 6>0, 区 间 内 至 少 存在 一 点 z 使 得 f(x)<0. 
现在 就 让 我 们 忙 起 来 吧 . 以 下 就 是 重要 的 问题 ，f (c) 是 什么 ? 我 们 假设 它 是 负 的 . 
在 这 种 情况 下 , 由 于 f(b) > 0, 故 cb. 因为 了 是 连续 的 , 当 z 在 c 的 附近 时 , f(x) 
的 值 应 该 在 f (c) 的 附近 ; 而 当 zx 在 c 的 右边 一 点 时 , 就 会 有 问题 , 因为 f (x) 预期 
应 该 是 正 的 , 而 f (c) 为 负 . 更 正式 的 , 你 可 以 选择 e = 一 f (c) /2( 它 是 正 的 ); 那么 你 
的 容忍 区 间 就 是 (3f (c) /2，f (c) /2), 它 仅 由 负数 组 成 . 我 不 能 选取 任何 位 于 [a, 可 
中 的 形 如 (c 一 5, c 十 6) 的 区 间 , 因为 任何 这 样 的 区 间 都 包含 一 个 大 于 c 的 z. 根据 
以 上 的 条 件 1, 我 们 知道 f(x) 一 定 为 正 , 这 表示 它 不 会 位 于 你 的 容忍 区 间 . 因此 ， 
不 可 能 有 f (c) < 0. 直观 的 , 如 果 有 f(c) < 0, 那么 你 的 穿插 仍然 有 数 在 它 的 右边 ! 

或 许 f (c) > 0. 在 这 种 情况 下 , 我 们 不 可 能 有 c = a, 因为 f(a) < 0. 现在 , 当 z 
在 c 的 附近 时 , f (z) 的 值 应 该 在 f (c) 附近 ; 特别 的 , 它们 应 该 是 正 的 . 由 于 以 上 的 
条 件 2, 这 是 个 问题 . 更 明确 些 , 这 一 次 你 可 以 选择 < = f (ce) /2, 则 你 的 容忍 区 间 是 
(f (c) /2, 3f (c) /2). 我 需要 尝试 找到 一 个 在 fa, 9] 中 的 区 间 (ec- 5 c 十 5), 使 得 对 
于 我 的 区 间 中 的 任意 的 zx, f (z) 总 是 位 于 你 的 容忍 区 间 里 . 特别 的 , f (z) > 0. 这 意 
味 着 , 对 于 (c 一 5, c) 中 的 所 有 的 x 有 f(z) > 0, 这 和 条 件 2 是 相悖 的 . 故 f (c)>0 
也 不 可 能 ; 如 果 它 是 真 的 , 那么 我 们 可 以 将 穿插 再 向 左边 推 一 些 , 因此 它 不 会 是 c. 

剩 下 的 是 什么 呢 ? 唯一 可 能 就 是 f (c) = 0, 因此 , 我 们 证 明了 该 定理 . 顺便 要 
说 的 是 , 我 们 很 容易 将 情况 改 为 f(a) > 0 及 f(b) <0 的 情况 ; 你 可 以 稍稍 改写 一 
下 证 明 , 或 者 设 g (x) = -f(x) 并 对 9 而 不 是 f 应 用 该 定理 . 
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A.4.3 ”最 大 -最 小 定理 的 证 了 明 


现在 我 们 来 证 明 在 5.1.6 节 中 看 到 的 最 大 - 最 小 定理 . 基本 思想 是 , 假定 我 们 
有 一 个 在 闭 区 间 fa, 9 上 连续 的 函数 f; 我 们 断言 , 该 区 间 上 存在 某 个 数 c, 在 那里 
f 达到 最 大 值 . 正如 我 们 看 到 的 , 这 表示 f (c) 大 于 或 等 于 其 他 f (x) 的 值 , 其 中 zx 
在 整个 区 间 [a, 中 上 漫游 . 

以 下 就 是 证 明 . 首先 , 我 们 想 要 证 明 的 是 , 你 可 以 放置 某 条 水 平 线 y = N, 使 
得 所 有 的 函数 值 f (xz) 都 位 于 这 条 线 的 下 方 . 如 果 你 不 能 做 到 这 一 点 , 那么 此 函数 
就 会 在 [w 9] 内 的 某 处 变 得 越 来 越 大, 而 它 不 会 有 最 大 值 . 因此 , 我 们 假设 你 不 能 
画 出 这 样 的 一 条 线 来 . 那么 , 对 于 每 一 个 正 数 N, 在 [a, | 中 存在 某 个 点 zw 使 得 
f(zn) 在 水 平 线 y = N 的 上 方 . 即 , 我 们 找到 了 某 个 点 zw, 对 于 每 一 个 N, 都 有 
J (zw) > N. 我 们 在 xz 轴 上 用 X 将 它们 标 出 来 . 

这 些 标记 的 点 在 哪里 呢 ? 有 无 穷 多 个 这 样 的 点 . 因此 , 如 果 我 们 将 区 间 [a, 可 
分 成 两 半 得 到 两 个 新 的 区 间 , 它们 中 的 一 个 定然 包含 有 无 穷 多 个 标记 的 点 . 可 能 它 
们 都 包含 , 但 是 它们 不 可 能 都 包含 有 限 多 个 标记 的 点 , 否则 总 合 将 是 有 限 的 . 让 我 
们 把 注意 力 集中 在 原始 区 间 的 包含 无 穷 多 个 标记 的 点 的 那 一 半 上 ; 如 果 它 们 都 是 
这 样 的 , 那么 选择 你 最 喜欢 的 那个 (这 没有 关系 的 ). 现在 , 我 们 用 新 的 更 小 的 区 间 
来 重复 这 个 练习 : 将 它 分 成 两 半 . 其 中 之 一 一 定 包含 无 穷 多 个 标记 的 点 . 我 们 继续 
做 此 练习 , 只 要 你 喜欢 的 话 , 你 会 得 到 一 个 变 得 越 来 越 小 的 区 间 的 集合 , 一 个 套 一 
个 , 并 且 每 一 个 都 包含 无 穷 多 个 标记 的 点 ， 我 们 将 这 些 区 间 一 个 一 个 地 堆 在 一 起 ， 
人 9 所 未 每 一 个 线段 不 是 在 它 下 方 

的 县 夺 的 三 坟 计 是 一 二 
一 上 二 ee 天 Oooapec 一 一 一 一 一 
“ 《无穷 多 个 标记 的 点 位 于 每 “ 
一 个 线段 的 下 方 
图 A-9 


直观 上 , 在 这 些 区 间 中 一 定 各 自 存在 某 个 实数 . ” 我 们 称 之 为 数 9. 了 (q) 是 什么 呢 ? 
我 们 可 以 使 用 f 的 连续 性 来 获得 一 些 有 关 情 况 . 事实 上 , 我 们 知道 
lim f(z) = f(9). 

因此 , 打 个 比方 , 如 果 你 选取 的 。 是 1, 那么 我 应 该 能 够 找到 一 个 区 间 (g 5, gq +6)， 
使 得 对 于 所 有 该 区 闻 中 的 z, 都 有 |f (z) -f(g)| < 1. 问题 是 , 这 个 区 间 (g 一 6， 二) 
包含 了 无 穷 多 个 标记 的 点 ! 这 是 因为 不 管 5 多 么 小 , 我 们 选择 的 最 后 一 个 小 区 间 位 
于 (g 一 6 q+6) 内 . 这 是 个 实际 问题 : 所 有 的 这 些 标记 的 点 都 应 该 在 我 们 的 区 间 
(g -649+6) 内 , 但 是 当 你 对 其 中 任意 一 个 点 取 了 值 时 , 会 得 到 一 个 介 于 f (g) 一 1 


@ 同样 , 我 们 需要 使 用 实 轴 的 完备 性 来 证 明 . 事实 上 , 一 定 只 存在 一 个 这 样 的 数 你 知道 为 什么 
吗 ? 
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入 (o)+1L 之 间 的 数 . 因此 , 不 管 f(g) 是 什么 , 我 们 都 会 陷入 困境 : 某 些 标记 的 点 
的 函数 值 会 远 远大 于 f(g) + 1. 一 切 都 将 失去 控制 . 因此 , 画 不 出 像 y = N 的 一 条 
线 让 整个 函数 位 于 其 下 方 , 我 们 就 错 了 . 

事情 还 没有 结束 . 我 们 有 这 条 线 y = NN, 它 位 于 y = f(x) 在 [a, 4 的 图 像 的 上 
方 , 但 现在 , 我 们 需要 将 它 向 下 移动 , 直到 它 接触 到 该 图 像 以 便 求 最 大 值 . 因此 , 我 
们 选取 尽 可 能 小 的 N, 使 得 对 于 在 [a, 5] 内 的 所 有 的 z, f(z) < N. (我 们 再 次 使 用 
了 完备 性 . ) 现在 我 们 需要 证 明 , 对 于 某 个 。 有 N = j (oj. 为 了 求证 , 我 们 要 重复 
上 述 标记 的 点 中 所 使 用 的 技巧 , 只 是 这 一 次 它们 将 被 圈 起 来 . 我 们 选取 一 个 正 整数 
n; 在 [a, 中 中 我 们 一 定 能 够 找到 某 个 数 co, 使 得 f (cs) > N 一 1/n. 如 车 不 然 , 那 
么 我 们 就 应 该 在 y = N 一 1/n( 或 更 低 处 ) 而 不 是 在 y = N 处 画 那 条 线 . 因此 , 存 
在 这 样 的 一 个 c, 且 对 于 每 一 个 正 整数 n 都 存在 . 我 们 将 这 些 点 圈 起 来 . 有 无 穷 多 
个 这 样 的 点 , 当 你 对 它们 取 /7 值 时 , 其 结果 会 越 来 越 接近 一 一 事实 上 是 任意 的 接 
近 一 一 N. (没有 一 个 值 会 超过 N, 因为 对 于 所 有 的 x, f(x) < N! ) 现在 , 我 们 所 
要 做 的 就 是 持续 将 区 闻 [a, 可 进行 二 分 , 使 得 每 一 个 小 区 间 都 包含 无 穷 多 个 圈 起 来 
的 点 .和 前 面 一 样 , 在 所 有 的 区 间 中 都 存在 一 个 数 ce， 这 个 数 又 被 圈 起 来 的 点 所 环 
绕 着 . 

f (c) 是 什么 呢 ? 它 不 可 能 大 于 N, 但 或 许 它 会 小 于 N. 我 们 假设 f (c) = M， 
其 中 M < N, 另外 设 s= (N - M)/2. 由 于 f 是 连续 的 , 我 们 实际 上 需要 

lim f(z)= cl) = M 

你 有 你 的 =e， 因此 我 需要 找到 一 个 区 间 (c- 6, c+ 5), 使 得 对 于 在 我 区 间 内 的 zx， 
fj(z) 位 于 (M 一 e,，M +e) 中 . 问题 是 M+s= N -se, 且 不 管 我 如 何 选取 6 > 0， 
都 有 无 穷 多 个 圈 起 来 的 点 位 于 (c 一 6, c+ 6) 中 . 它们 其 中 一 些 的 函数 值 可 能 位 于 
COM-es Mr+e) 中 , 但 由 于 函数 值 会 变 得 接近 N, 大 多 数 不 会 位 于 (M - ec,M + e) 
中 . 因此 , 我 不 能 移动 . 唯一 解脱 的 方法 就 是 f (c) = N. 这 表示 c 是 函数 取得 最 大 
值 的 点 , 这 样 我 们 就 完成 了 求证 ! 

为 了 得 到 定理 的 最 小 值 的 形式 , 只 需要 将 定理 重新 应 用 到 g (zx) = 一 f (x) 上 就 
可 以 了 . 毕竟 , 如 果 c 是 9 取得 最 大 值 的 点 , 那么 它 就 是 f 取得 最 小 值 的 点 . 


A.5 重 返 指数 函数 和 对 数 函 数 


在 9.2 节 中 , 我 们 发 展 了 指数 函数 和 对 数 函 数 的 理论 , 到 达 极 致 的 发 现 就 是 
d d 1 
gz 一 ezZ 及 gz ln(?) 一 了 
有 一 个 不 精确 的 结尾 : 我 们 断言 


lim (1 十 LA 
h—0+ 
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存在 , 并 称 之 为 e, 但 我 们 从 来 没有 证 明 过 它 . 直接 证 明 以 上 极限 存在 是 可 能 的 , 但 
这 提供 不 了 任何 特别 的 信息 . 反之 , 我 要 假设 你 已 经 学 了 积分 和 微 积分 基本 定理 ( 见 
第 16 章 和 第 17 章 ), 从 而 我 要 用 一 个 不 同 的 方法 解决 手边 的 问题 . 事实 上 , 一 切 都 
是 从 对 数 函 数 开 始 的 . 

我 们 先 根据 规则 定义 一 个 函数 下, 


F(z) = | 记 
对 于 所 有 的 z > 0 成 立 . 这 是 一 个 基于 另 一 个 函数 的 积分 的 函数 ; 就 这 类 函数 请 参 
见 17.1 节 . 现在 , 我 知道 你 可 以 写 出 
?1 
F(z) = | 记 = Inlt| 


= In|z| 一 Inlll = Im(z)， 
1 . 
这 是 因为 z > 0 且 In (1) = 0. 问题 是 , 我 们 的 行动 过 早 了 ! 如 果 我 们 真 的 想 要 以 恰 
当 的 方式 求解 , 就 不 能 使 用 | 1/tdt = nlt|+ C 这 一 事实 . 实际 上 , 这 是 我 们 想 要 证 
明 的 事情 之 一 . 目前 为 止 , 我 们 不 能 假设 F(z) = In|zl; 就 让 我 们 从 证 明 它 开始 吧 . 
让 我 们 写 出 函数 FF 的 一 些 有 趣 性 质 . F 的 导数 由 以 下 定义 给 出 
, d f*1 1 
根据 是 微 积 分 第 一 基本 定理 . 因此 , 下 可 导 , 这 意味 着 它 是 连续 的 ( 见 5.2.11 节 ). 
接 下 来 , 我 们 设 x = 1 会 看 到 
F(1) = | ia = 0， 
1 
因为 车 积分 上 下 限 都 相等 且 函 数 在 那里 确实 有 定义 , 所 以 任何 函数 的 积分 都 是 0( 见 
16.3 节 ). 以 下 极限 
si Pl®) 
如 何 呢 ? 事实 上 , 根据 反常 积分 的 定义 ( 见 20.2 节 ), 我 们 有 
lim F(x) = lim | i 一 | za 一 co. 
我 们 必须 非常 小 心地 来 说 反常 积分 J> 1/tdt 发 散 . 当 我 们 最 初 证 明 它 的 发 散 性 时 ， 
我 们 使 用 了 公式 『 1/tdt = nlt| 十 C, 但 我 们 不 能 这 样 做 ! 取而代之 的 是 , 我 们 使 用 
了 积分 判别 法 来 说 J 1/tdt 和 二 1/n 同时 收敛 或 同时 发 散 ; 然后 使 用 22.4.3 节 
中 的 论证 来 证 明 该 级 数 发 散 ; 故 该 积分 也 发 散 . 因此 我 们 有 
F(1)=0 及 Jim F(z) = oo. 
由 于 F 连续 , 介 值 定理 ( 见 5.1.4 节 ) 表明 , 一 定 存在 一 个 数 。 使 得 FF(e) = 1. 毕 
竟 , 1 介 于 0 和 ow 之 间 ! 此 外 , 对 于 所 有 的 > > 0, F(z) = 1/z > 0, 我 们 因此 知道 
已 总 是 递增 的 . 因此 , 不 可 能 存在 其 他 的 数 c, 使 得 下 (ce) = 1. 我 们 已 经 有 了 。 的 正 
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式 定 义 : ， 
o 是 唯一 使 得 | 359 = 1 的 数 
1 
现在 , 我 们 选取 一 个 有 理 数 a 并 定义 
G(x) = F(z°) = | | zat. 


我 们 可 以 使 用 17.5.2 节 中 描述 的 变形 2 的 技巧 , 会 看 到 


d 


| 1 1 
G'(z) = 去 | 了 业 = ar a 一 G :一 


区 

(不 使 用 对 数 函数 求 导 ,假设 我 们 知道 六 (ze) = aze-1 如 果 只 知道 对 于 正 整 数 
是 成 立 的 , 正如 我 们 在 6.1 节 中 看 到 的 , 那么 我 们 来 看 看 你 是 否 可 以 对 于 所 有 的 
有 理 数 来 证 明 这 个 事实 .) 另 一 方面 , 我 们 知道 F'(z) = 1/z, 因此 ， 上述 方程 瞳 
示 了 G' (x) = aF' (z)， 由 于 a 是 常数 , 我 们 看 到 G(z) = aF(z) + C, 其 中 C 
是 常数 .特别 的 , 如 果 我 们 设 z = 1, 此 方程 变 为 G(1) = aF(1) + C. 现在 有 
GQ) = F(1°) = FQ) = 0, 故 C = 0， 由 于 G(z) = (ze), 我 们 就 证 明了 
五 (5?) = aF (7z), 对 于 任意 有 理 数 a 及 x > 0 成 立 . 事实 上 , 由 于 下 连续 , 结果 对 
于 任意 实数 a 一 定 也 适用 ! 现在 我 们 设 z = e, 会 看 到 焉 (ec) = aF (e) = a 因为 
F(e) = 1. 我 们 将 a 变 为 x, 这 样 就 证 明了 下 (er) = z. 因此 ,已 是 er 的 反 函 数 , 这 
表示 F(z) = In (x). 因为 我 们 知道 F(x) = 1/zx, 我 们 就 证 明了 对 In (x) = 1/z. 现 
在 , 如 果 y = ez, 那么 = jn (y), 故 

dz 1 1 


dy y 

根据 链 式 法 则 , dy/dz = ez. 因此 , 我 们 对 jn (z) 和 er 求 导 且 证 明了 e 存在 ! 
现在 , 我 们 所 要 做 的 就 是 证 明 
lim (1+ AL =e. 
这 就 变 得 十 分 简单 了 : 令 y = (1+ 有 ,使 得 In (y) = In(1+ 及 ) /h. 那么 
| nth) 
je In(y) = sim, h =1 

根据 我 们 在 9.4.3 节 中 使 用 的 论证 (或 洛 必 达 法 则 ). 当然 , 如果 当 hh 一 0+ 时 ， 
In(y) 一 1, 那么 当 h 一 0+ 时 , y 一 el = e.， 这 就 证 明了 以 上 极限 . 关键 是 , 一 
且 你 知道 hn (z) 关于 z 的 导数 是 1/z, 那么 这 对 你 非常 有 利 : 其 余 的 一 切 就 很 容易 
了 . 


er 


A.6 ”微分 与 极限 
在 这 一 节 , 我 们 将 证 明 一 些 涉及 微分 和 极限 的 结论 . 更 确切 地 说 , 我 们 要 处 理 
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函数 的 常数 倍 、 函 数 的 和 与 差 的 求 导 以 及 乘积 法 则 、 商法 则 与 链 式 求 导 法 则 ; 然后 ， 
我 们 将 证 明 极 值 定理 、 罗 尔 定理 、 中 值 定理 以 及 线性 化 中 的 误差 公式 . 最后, 我 们 
会 看 到 分 段 函 数 的 导数 以 及 洛 必 达 法 则 的 证 明 ， 
A.6.1 ”函数 的 常数 们 
假设 y 是 x 一 个 可 导 函 数 , c 是 某 个 常数 . 我 们 想 要 证 明 

A379) = cy 
这 相当 简单 . 我 们 用 y = f (x) 定义 f; 那么 上 述 方程 的 左边 就 是 
cf (2z 十 AD 一 cy) 


lim 
和 zx 一 0 


你 所 要 做 的 就 是 从 分 子 中 提 衣 一 个 的 因 他 并 将 它 拖 到 极限 之 外 ,这 是 在 A.22 忆 
的 结尾 部 分 证 明 过 的 ; 
in SVG 二 Amoim esUGE 上 GO) 


Az 0 Ar ~ Az—0 
f (z+ A f(z) 
Az 一 0 Arz 


右边 正好 是 cf' (x), 它 和 c(dy/dz) 是 一 样 的 , 这 样 我 们 就 完成 了 求证 . 
A.6.2 ”函数 的 和 与 差 
如 果 w 和 w 都 是 z 的 可 导 函 数 , 我 们 想 要 证 明 的 是 


以 及 类 似 的 用 减 号 代替 加 号 . 目前 几乎 没有 这 个 必要 . 如 果 w= f(x) 及 vw = 9g(z)， 
那么 上 述 方程 的 左边 就 是 
jz 二 Am)+gz 十 Az) 一 (Co 十 gz)) 

Az 


Am 


你 所 要 做 的 就 是 重新 整理 这 个 和 , 并 拆 分 极限 , 这 是 在 A.2.1 节 中 证 明 过 的 , 你 会 看 
到 上 述 极限 等 于 


lim {E+ 人 A) 一 jz) | lim 
Az—0 AT Az 一 0 


但 这 只 是 f' (zx) + g'(z)， 它 等 字 我 们 起 要 证 明 的 方程 的 在 边 用 减 号 替换 加 号 的 情 
况 也 就 这 么 简单 ! 


A.6.3 ”乘积 法 则 的 证 明 


对 于 乘积 法 则 和 商法 则 的 证 明 , 我 们 将 继续 使 用 记号 dy/dz 而 不 是 疡 (z)， 
为 使 用 前 者 对 于 理解 概念 来 说 更 简单 些 . 正如 我 们 在 5.2.7 节 中 看 到 的 , 我 们 有 
dy .Ay 
dx Az 一 0 Ax ? 


其 中 Ay 是 将 z 变 为 z + Az 时 y 的 变化 量 . 


9(Z 十 Se)— 9(7) 
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因此 , 我 们 想 要 证 明 的 乘积 法 则 说 的 就 是 


也 
假设 我 们 将 zx 变 为 z 十 Arz. 那么 , wv 就 变 为 4 十 Au v 就 变 为 十 Av. 这 表示 , uv 
就 变 为 (uw + Au) (v + Av). 这 个 变化 量 有 多 大 了 呢 ? 我 们 取 原 来 的 量 与 新 的 量 的 差 来 
看 看 : 
A(uv) = (w+ Au)(v + Av) — uv. 
我 们 做 展开 并 消除 , 会 得 到 
A(uv) = vAu + uAv + AuAv. 

现在 用 该 方程 除 以 Az. 对 于 最 后 一 项 , 我 们 要 除 以 额外 的 一 个 Azx, 然后 再 乘 以 这 


个 量 以 便 方程 两 边 保持 平衡 . 结果 是 
A(luv) _ Au Av ，AvAv A 


如 果 你 取 当 Az 一 0 时 的 极限 , 那么 所 有 的 比率 都 会 趋 于 相应 的 导数 , 但 最 后 一 个 


Az 的 因子 会 趋 于 0: 


d 加 du dv dudv 0 
tt 
由 于 最 后 一 项 为 0, 我 们 就 证 明了 乘积 法 则 . 现在 , 你 应 该 尝试 写 出 一 个 使 用 f (x) 


记号 (形式 1) 的 证 明了 . 
A.6.4 商法 则 的 证 明 
现在 我 们 想 要 证 明 


dz \v v2 
同样 , 当 > 变 为 > 二 Az 时 , 我 们 知道 w 和 v 就 会 分 别 变 为 uw 十 Aw 及 wv 十 Av. 这 
表示 , w/v 就 变 为 (w 十 Aw) / (v 十 Av). 这 个 变化 量 是 
A(2)-= Yu+Au wu 
vy vAv vv 
我 们 对 上 式 通 分 并 消除 wv - wuv 会 得 到 
A (2) VA — LAY 
vy v2 十 Au 
将 上 式 除 以 Az, 再 用 Ax 和 分 母 中 的 Av 的 项 相 习 并 相 除 , 得 到 
和 的 + 百 -v 忽 
Az 2 十 VA2 AZ 
现在 令 Az 一 0. 所 有 的 分 式 都 变 为 导数 , 并 且 分 母 中 的 最 后 一 个 因子 趋 于 0, 因此 
我 们 得 到 结果 


du _ 1d 
d (= 2 4 人 
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由 于 分 母 中 的 最 后 一 项 就 是 0, 我 们 证 明了 商法 则 . 
A.6.5 ” 链 式 求 导 法 则 的 证 明 


假设 y 是 * 的 可 导 函 数 , 而 v 本 身 是 z 的 可 导 函 数 . 我 们 想 要 证 明 
dy dydu 
dr dudz. 
第 一 眼看 上 去 这 也 没什么 , 可 使 用 A 记号 写 出 
AY = AY A 


并 取 极 限 . 不 幸 的 是 , Au 有 时 可 能 入 0， 市 这 会 导致 攻 个 方程 无 效 因此 , 我 们 使 用 
函数 记号 . 令 f 和 9 都 是 可 导 的 , 并 设 hh(z) = f(g (z)). 我 们 想 要 证 明 
h(x) = f(g(7))g’ (7). 

如 果 9 是 一 个 在 > 附近 的 常数 , 那么 hh 也是, 因此 方程 两 边 都 是 0. 否则 , 我 们 知道 

pls) = tim E+ AD) Me) jm, fae+A) 一 fag) 
Aaz 一 0 Ar 。 Az 一 0 
用 该 分 式 乘 以 并 除 以 g(z + Az) - g(z), 对 于 无 穷 多 个 在 0 尾 近 的 Az 值 , 这 一 定 
是 非 零 的 , 然后 我 们 将 极限 拆 分 会 得 到 

， Z 十 Az)) 一 (9(z 1 Z 十 AZ) 一 9(z 

hr(z) = dim, Me 十 = fa 2 x Amo 上 1 
右边 的 极限 就 是 9 (z), 但 左边 的 是 什么 呢 ? 求解 技巧 是 设 = = g (z+ Ax) 一 9g(z). 
那么 , 左边 极限 的 分 子 中 的 量 g(x + Az) 可 以 被 写作 g (x) + s;( 你 知道 这 是 为 什么 
吗 ? ) 而 分 母 正 是 s 本 身 . 因此 我 们 有 

W(x) = m, © 十 = f(g(z)) x g'(z). 


现在 , 当 Az 一 0 时 , 会 怎样 呢 ? 由 于 gn 可 时 ， 由 5.2.11 节 我 们 知道 9 连续 . 特别 
的 , 有 


Aim， 9(zZ 十 Az) = g(z). 
如 果 从 两 边 减 去 g (zx), 那么 你 会 看 到 , 当 Az 一 0 时 , s 一 0. 这 表示 , 在 hv (z) 的 表 
达 式 中 , 我 们 可 以 用 < 一 0 替换 Az 一 0, 得 到 
p(x) = lim f(g(z) 十 3 — f(g(7)) x g'(z). 
现在 第 一 项 正 是 f' (g(x)), 故 ky (z) = f(g (z))g (z), 这 样 我 们 就 证 明了 链 式 求 导 
法 则 . 


A.6.6 ” 极 值 定理 的 证 明 


在 11.1.2 节 中 , 我 们 陈述 了 极 值 定理 . 它 说 的 是 , 如 果 f 在 x =c 有 一 个 局 部 
最 大 值 或 局 部 最 小 值 , 那么 x = c 是 f 的 一 个 临界 点 . 这 表示 , 或 者 f'(c) 不 存在 ， 
或 者 f' (c) = 0. 
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为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 假设 f 在 z = ec 有 一 个 局 部 最 小 值 . 如 果 f'(c) 不 
存在 , 那么 它 就 是 一 个 临界 点 , 这 正 是 我 们 所 希望 的 ， 另 一 方面 , 如 果 fr(c) 存在 ， 
那么 

f'(e) = lim fc 二 9 f(c) 
由 于 / 在 c 上 有 一 个 局 部 最 小 值 ， 我 们 知道 当 2 非常 接近 c 时 , f (c+h) > f (ce). 
当然 ， 只 有 当 h 接近 于 0 时 ， c 二 +h 才 会 非常 接近 c. 对 于 这 样 的 h, 以 上 分 式 中 的 
分 子 f(c 十 甩 一 了 (oc) 一 定 是 非 负 的 . 当 h>0 时 , 量 
fc+h)— fo) 


h 
是 正 的 (或 0); 但 是 当 h<0 时 , 此 量 是 负 的 (或 0). 因此 右 极限 
ji FE+h) = FO) 
h 


2 一 c 十 


一 定 大 于 或 等 于 0, 而 同样 的 左 极限 是 小 于 或 等 于 0. 由 于 双 侧 极限 存在 , 故 左 极限 
等 于 右 极 限 ; 唯一 的 可 能 性 就 是 它们 都 是 0. 这 就 证 明了 f'(c) =0, 故 z=c 是 了 
的 一 个 临界 点 , 

如 果 f 在 x = c 有 一 个 局 部 最 大 值 会 如 何 呢 ? 我 把 它 留 给 你 来 重复 这 个 论证 
过 程 . 唯一 的 区 别 就 是 , 当 h 接近 于 0 时 , 量 f(c 二 hh) -了 (c) 现在 是 负 的 (或 0). 


A.6.7 罗 尔 定理 的 证 阴 


假设 f 在 [a, | 上 连续 , 在 (a, b) 内 可 导 , 且 满 足 条 件 f (a) = f(b). 接 下 来 , 我 
们 想 要 证 明 在 (a, b) 内 存在 一 个 数 c, 使 得 f'(c) = 0. 为 了 求证 , 我 们 使 用 最 大 -最 
小 值 定理 来 说 明 f 在 fo, ] 上 有 一 个 全 局 最 大 值 和 一 个 全 局 最 小 值 . 如 果 最 大 值 或 
最 小 值 中 任 一 个 出 现在 (a, 5b) 内 的 某 个 数 c 上 , 那么 极 值 定理 告诉 我 们 f' (c) = 0. 
(我 们 知道 族 (c) 存在 , 这 是 因为 f 在 (a, b) 内 可 导 . ) 其 他 的 唯一 可 能 性 就 是 全 局 
最 大 值 和 全 局 最 小 值 都 出 现在 端点 a 和 上. 在 这 种 情况 下 , 由 于 f(a) = 也 ,该 
函数 一 定 为 常数 , 因此 , (a, 5) 内 的 每 一 个 数 c 都 满足 广 (c) = 0, 这 就 是 完整 的 证 
明 ! 


A.6.8 中 值 定 理 的 证 明 
现在 , 我 们 知 了 在 [a, 中 上 连续 , 在 (a,5) 内 可 导 , 但 我 们 不 假设 f (a) = f @). 


中 值 定理 表明 , 在 (a, 5b) 内 存在 某 个 c, 且 


1 区 -17@ 
b—a 
为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 由 以 下 方程 定义 一 个 新 的 函数 g: 


g@) = fo) — {EO- LY 0) 


ee 
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它 看 起 来 有 点 复杂 , 但 实际 上 我 们 只 是 从 f(z) 中 减 去 线性 函数 > 一 a 的 一 个 常数 
倍 , 我 们 称 之 为 g. 因此 , 函数 9 也 在 [a, 8] 上 连续 且 (a, 5) 内 可 导 , 且 可 知 


go) = f(0) — 1- (a 0) = f(a) 及 

90) = 10 — -HY 0) = fl0) 
因此 , 我 们 证 明了 g(a) = 9 (5), 这 表示 我 们 可 以 应 用 罗 尔 定理 了 ! 结果 是 , 存在 一 
个 数 。 使 得 9 (c) = 0. 现在 , 我 们 只 需要 对 9 求 导 来 看 看 这 对 于 意味 着 什么 . 由 
于 量 f(b) 一 f(a) 和 6b 一 a 都 是 常数 , 我 们 得 到 

9 -70) -OIE 
现在 ,将 z=c 代 入. 由 于 g (6 = 0, 我 们 有 
EO 
这 表示 
70= Of, 

这 正好 是 我 们 想 要 证 明 的 ! 


A.6.9 ”线性 化 的 误差 


让 我 们 来 整理 一 下 另外 一 个 不 精确 的 结果 . 在 13.2 节 , 我 们 看 到 函数 f 关于 
z 二 a 的 线性 化 L, 其 中 a 是 f 定义 域内 的 某 个 数 : 
L(x) = f(a) + fF'(a)(z — a). 
如 果 xz 在 a 的 附近 , 我 们 可 以 使 用 工 (z) 来 估算 f (z) 的 值 . 我 们 的 错误 可 能 有 多 
大 了 呢 ? 根据 13.2.4 节 中 的 公式 , 如 果 在 z 和 a 之 间 "存在 , 那么 
| 误差 | = 下 fj"(ollz 一 a?; 
这 里 的 e 是 介 于 z 和 a 之 间 的 某 个 数 . 我 们 来 证 明 这 个 公式 . 首先 , 我 们 称 误 差 
项 为 >(z); 由 于 ”>(z) 是 f(z) 的 真 值 和 猜测 值 的 差 ， 猜测 值 就 是 线性 化 工 (z) = 
f (a) 十 (a) (x 一 a). 我 们 有 
r(z) = f(z) — L(z) = f(z) — f(a) — f(a)(z —o). 
现在 , 聪明 的 做 法 是 将 z 固定 为 一 个 常数 并 且 令 a 为 变量 . 由 此 启发 得 到 
gt) = f(7) — f(0) — f(t) (zt). 
因此 , 只 有 当 t= a 时 , 才 有 误差 > (z). 即 , 误差 为 g (a). 注意 
g(7) = jz) — f(z) — F(z)(z — 72)=0. 
我 们 求 g 关于 t 的 导数 . 项 f (x) 是 常数 , 故 其 导数 为 0. 此 外 , 我 们 需要 用 乘积 法 
则 来 处 理 f' 人 (z 一 全 . 总之, 我 们 得 到 
gt)=0— 0 — (fF) x (D+ -= -A(t). 
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特别 的 , 我 们 有 

9g(7)=—f"(7)(z— 72)=0. 
目前 为 上 上 , 我 们 所 做 的 一 切 都 是 非常 合理 的 . 现在 , 我 们 必须 做 一 些 看 起 来 有 些 发 
狂 的 事情 . 请 记 住 , 我 们 想 要 证 明 误 差 是 3 (ec) (x 一 a)*, 其 中 c 介 于 x 和 a 之 间 . 
由 于 误差 是 g (a), 这 就 暗示 了 9 (t) 形 如 K (zx 一 如 >, 其 中 K 是 某 个 不 依赖 于 + 而 
只 依赖 于 > 和 a 的 数 . 即使 这 也 不 完全 正确 , 但 它 或 许可 以 解释 我 们 为 什么 会 令 

h(t) = g(t) — K(x —t)2. 

你 看 , 当 你 对 它 关 于 t 求 导 时 , 保持 x 为 常数 , 你 得 到 

W(t) = g(t) +2K(z—t). 
这 又 怎么 样 ? 我 们 可 以 使 用 中 值 定理 ( 见 11.3 节 ) 得 到 

Wo) = LO = 

对 于 某 个 介 于 x 和 a 之 间 的 e 成 立 . 我 们 可 以 使 用 上 述 方程 对 hy (c)、h (zx) 及 h(a) 
做 替换 : 
— K(x — 7)*)— (g(a) — K(x — a)?) 


g(c)+2K(z—e)= gl?) se 
-sO + Ke) 
r—a 
因为 g(xz) = 0. 因为 g'(c) = 一 了 "(ce) (z 一 oo), 最 后 一 个 方程 可 以 被 重新 整理 为 
g(a) — K(x —a)? = (7—a)(z—o)(f"(c) —2K). 
我 们 的 任务 快 完成 了 , 但 仍然 有 一 个 问题 . 我 们 不 能 处 理 因 子 (zx - oj, 因为 在 我 们 
的 误差 项 中 没有 它 ! 唯一 一 种 消除 它 的 可 能 就 是 左边 等 于 0. 即 , 我 们 应 该 选取 K 
使 得 g(a) -K(x 一 a)? = 0. 事实 上 , 如 果 太 =g(a)/(z 一 a)?, 那么 上 述 方程 变 为 


0 = (x a)(z c) (ra ce) ’ 
由 于 xz 关 a 且 zwz 关 6, 我 们 一 定 会 有 


1 2g(a) _ 
f (ce) — (2 — a)? = 0, 


这 表示 g(a) = 3]” (6) (z a)?. 由 于 g(a) =7(z) 是 我 们 要 找 的 误差 , 因此 我 们 完 
成 了 求解 z 
A.6.10 “分 段 函 数 的 导数 
假定 /以 分 段 的 形式 定义 如 下 
f(z) = | 万 (z) 若 z > a. 


户 (z) 若 z < a. 
(你 可 以 将 xz > a 改 为 z > o 将 zx 和 a 改 为 zx < ai 这 无 关 紧 要 . ) 不 管 怎样 , 在 6.6 
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节 中 , 我 们 考虑 了 一 个 问题 , 就 是 是 否 在 a 上 可 导 . 我 们 假设 了 , 如 果 函 数 有 和 
户 在 z=a 处 互相 匹配 , 它们 的 导数 H 和 天 在 z=a 处 也 互相 匹配 , 那么 , 了 在 
a 上 可 导 . 我 们 如 何 来 证 明 呢 ? 首先 要 注意 的 是 及 和 局 在 z=a 处 互相 匹配 的 意 
思 是 
im, 万 (z) = dim fo(7x) = f (0). 
这 就 确保 了 7 至 少 是 连续 的 . 现在 ， 我 们 还 要 假设 它们 的 导数 也 互相 匹配 : 这 意味 
着 户 在 最 接近 a 的 右 侧 是 可 导 的 , fo 在 最 接近 a 的 及 
dim, fi(x) = dim fz(7) = 

其 中 区 是 某 个 很 好 的 有 限 数 . “因此 ， 我 们 来 考虑 

fla+h)— f(a) 


h 
其 中 h 是 某 个 很 小 的 数 且 h 关 0. 如 果 有 hh > 0, 那么 我 们 可 以 应 用 中 值 定理 ( 见 11.3 
节 ) 得 

如 + 二/ -Ko 
其 中 e 是 介 于 a 和 a + 户 之 间 的 某 个 数 . (这 里 我 们 需要 f 在 [a, a 十 加 上 的 连续 
性 . ) 根据 三 明治 定理 , 当 h 一 0+ 时 , 数 ec 就 被 夹 在 a 和 a 十 疡 之 间 , 故 当 有 一 0+ 
时 有 e 一 a+. 我 们 现在 看 到 
lm, ye = im Ho = lm fi(0) = 
同 理 得 左 极限 , 只 是 我 们 要 使 用 态 代替 衣 : 


0 


左 极限 和 右 极 限 都 等 于 L, 因此 , 我 们 证 明了 f' (a) 存在 且 它 也 等 于 工 . 
A.6.11 洛 必 达 法 则 的 证 明 


“我们 来 证 明 洛 必 达 法 则 ( 见 第 14 章 ). 确切 的 说 , 假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 9， 
它们 在 某 个 包含 点 a 的 区 间 上 可 导 (但 或 许 不 在 a 本 身 ); 且 f(a) = g(a) = 0; 此 
外 , 除了 可 能 在 a 本 身 外 , g' (z) 关 0. 那么 , 我 们 需要 证 明 

f (7) f(z) 
2 g(r) A g(a) 
假设 右边 的 极限 存在 . 我 们 需要 一 个 形式 略 有 不 同 的 中 值 定理 , 它 被 称 为 柯 西 中 值 
定理 : 如 果 f 和 yg 在 [4,，B] 上 连续 且 在 (4，B) 内 可 导 , 且 在 (4, B) 上 9 (x) #0， 
那么 , 在 (4，B) 内 存在 某 个 C 使 得 
f'(C) _ 1(B)- f(4) 
y(C) g(B)—g(A) 
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我 们 首先 来 证 明 它 , 然后 用 它 来 证 明 洛 必 达 法 则 . 顺便 提 一 句 , 请 注意 , 如 果 对 于 所 
有 的 zx 有 jg(z) = z, 那么 g' (xz) = 1, 并 且 以 上 方程 变 为 
1O- 7 四 -1 
这 正好 是 常规 的 中 值 定理 ! 尽管 如 此 , 它 不 会 帮 我 们 太 多 . 让 我 们 回 到 原始 方程 
中 去 看 看 右边 的 分 母 吧 , 即 g(B) - 9(4)， 这 不 可 能 等 于 0; 要 是 那样 的 话 , 那么 
9(B) = g(4), 这 表示 根据 罗 尔 定理 ( 见 11.2 节 ), 对 于 在 (4，B) 内 的 某 个 C， 
9 (CO) = 0. 因此 , 右边 有 意义 . 现在 , 我 们 定义 一 个 新 的 函数 h: 
_ ji) (18) 1) 
h(z) = f(z) (fA ) sl 
对 于 在 (4，B) 内 的 所 有 的 x 成立 (将 这 个 函数 与 A.6.8 节 中 的 常规 中 值 定理 的 
证 明 中 的 函数 9 做 比较 . ) 不 管 怎样 , 我 们 来 写 出 有 关 这 个 函数 的 某 些 事实 吧 . 首 
先 , 计算 hh(4) 及 (B). 我 们 有 
(7B) 一 4) 
MT 一 (区 二 ) sq 
_ 7(4)g(B) ~ f(A4)g(A)— f(B)g(A)+ f(A)g(4) 
g(B)— 
9(4) 


9(4) 
_ 1(4)9(B) — f(B)g(A) 
9(B) 一 9(4) 


_ ) 
"(8)= 1(5) ~ (B= ) 1) 
_ fF(B)g(B) - f(B)g(A) - f(B)g(B) + f(A)g(B) 
g(B) —g(A) 
_ f(4)g(B) 1(B)g(A) 
gtB) —g(A) 
故 h(4) = 有 hh(B). 此 外 , 注意 h 是 可 导 的 , 并 且 由 于 4 和 B 都 是 常数 , 我 们 有 
， /FBON, 
W(z) = Pa) - (#8 = 人) g'(z). 
由 于 及 (4) = 及 (B), 我 们 可 以 使 用 罗 尔 定理 来 推出 结论 : 在 (4，B) 内 存在 一 个 数 
OC, 使 得 pr' (0C) = 0. 这 意味 着 
1 1 f(4 了 
W(C) = PC) - (党 = ) gr(C) =0. 
如 果 你 重新 整理 这 个 方程 , 就 会 得 到 我 们 想 要 的 结果 
f(C) _ 1(B) -1(4) 
g(C) 9g(B)—g(A) 
现在 , 我 们 来 证 明 洛 必 达 法 则 . 由 于 f(a) = g(a) 二 0, 我 们 有 
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， jz) jz) 一 Fa) 
sg 一 59 
如 果 z > a, 那么 在 区 间 [ec，z] 上 , 我 们 可 以 使 用 柯 西 中 值 定理 (就 是 我 们 刚刚 证 明 
的 ) 来 说 明 
ji 0) ji FO) fo) _ ,FO 
zag(Z) z=0 g(2)—9(a) 7» 9'(c) 
对 于 在 (a, zx) 内 的 某 个 c 成 立 . 否则 , 如 果 z < a, 那么 我 们 会 有 相同 的 结果 , 只 是 
c 在 (z, a) 中 . (注意 , 我 们 使 用 的 事实 是 , 除了 可 能 在 a 外 , 9' 不 为 0; 这 是 柯 西 中 
值 定理 的 一 个 条 件 . ) 当然 , 数 c 依赖 于 z 的 值 ; 而 我 们 看 到 ; 当 x 一 a 时 , 也 会 有 
c 一 a. 因此 , 我 们 有 


lim (2) lim 三 - li f (0) 


zag(z) so glo) ea glo) 
所 剩 的 工作 就 是 将 c 看 成 虚拟 变量 并 将 它 改 为 z, 这 样 , 我 们 就 完成 了 洛 必 达 法 则 
的 证 明 . 
咽 , 其 实证 明 不 算 完整 . 我 们 还 没有 证 明 ceoy/ee 的 情况 , 也 没有 证 明 x 一 co( 或 
-co) 时 的 情况 . 如 果 你 敢于 挑战 , 就 请 尝试 将 上 述 证 明 应 用 到 这 些 情况 中 吧 , 这 会 
是 一 个 极 棒 的 练习 . 


多 


A.7 泰勒 近似 定理 的 证 阴 


现在 , 我 们 来 看 看 如 何 证 明 24.1.3 节 中 的 泰勒 近似 定理 吧 . 该 定理 说 的 是 : 如 
果 了 在 z = ao 处 是 平滑 的 , 那么 , 在 所 有 N 次 或 N 次 以 下 的 多 项 式 中 , 对 于 在 a 
附近 的 z 的 f (z) 的 最 佳 近似 就 是 N 阶 泰勒 多 项 式 Pny, 由 下 式 给 出 


Py(D)= 0 + FO 0) + (eo) 
WO 
31! NI 


我 们 的 计划 是 , 证 明 该 定理 是 如 何 从 24.1.4 节 中 看 到 的 完整 泰勒 定理 中 推导 出 来 
的 , 我 省 略 了 完整 泰勒 定理 的 证 明 , 这 是 因为 你 可 以 在 大 多 数 教科 书 中 找到 它 或 在 
搜索 引擎 上 打出 “泰勒 定理 的 证 明 ” 就 可 以 找到 . 你 不 容易 找到 的 是 这 个 近似 定理 
的 证 明 , 因此 , 现在 我 们 就 来 看 看 它 吧 . 

首先 , 让 我 们 设 a = 0 来 化 简 一 下 这 个 问题 . 由 于 我 们 假设 完整 泰勒 定理 已 经 
被 证 明了 , 因此 可 知 f(z) = Pw (zx) 二 Rw (7z), 其 中 


N p(n) 
Pv(z) = >》， {0) iD Zz” 


n=0 


是 一 个 N 次 多 项 式 , 及 
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N+1 
Ry(s) = 人 和 oN+1 
其 中 e 介 于 0 和 zx 之 间 . (请 记 住 , 我 们 设 了 a = 0, 因此 , 形 如 (x - o)” 的 因子 就 
变 为 z”, 且 形 如 f(™ (a) 的 量 就 变 为 f("(0). ) 我 们 想 要 证 明 的 就 是 : 

在 所 有 N 次 或 N 次 以 下 的 多 项 式 中 , Py 是 在 0 附近 f 的 最 佳 近似 . 

你 到 底 如 何 证 明 类 似 的 陈述 呢 ? 而 上 下 文中 的 “最 佳 ” 又 意味 着 什么 呢 ? 求解 
技巧 是 , 另外 选取 一 个 次 数 不 超过 N 的 多 项 式 ; 我 们 称 之 为 Q@. 由 于 Q@ 不 同 于 Pv， 
我 们 知道 8 至 少 有 一 个 系数 不 同 于 Py 中 的 相应 系数 . 我 们 想 要 证 明 Py(z) 比 
Q(z) 更 接近 f(x), 至 少 当 z 接近 0 时 如 此 . 为 了 看 到 这 两 个 量 多 么 接近 , 你 需 查 
看 一 下 这 两 个 量 的 差 . 因此 , 我 们 真正 想 要 证 明 的 就 是 以 下 不 等 式 : 

[f(x) — Pw (2)| < |f (72) — Q(z)| 
其 中 取 z 接近 0 时 . 如 果 这 是 正确 的 , 那么 就 可 以 推出 结论 一 Pn (z) 确实 比 Q(zx) 
更 接近 f (x) 的 理想 值 . 

为 了 得 到 以 上 我 们 想 要 的 不 等 式 , 我 们 来 分 别 看 看 两 边 的 情况 . 左边 是 f (zx) 一 
Pn (x) 的 绝对 值 , 这 实际 上 就 是 余 项 Ry. 上 面 我 们 有 一 个 Rw 的 表达 式 ; 它 包 括 三 
个 因子 , 即 f+D (c)、zN+l 及 1/ (N +1)!. 我 们 知道 c 介 于 0 和 z 之 间 ; 当 z 一 0 
时 , 根据 三 明治 定理 我 们 一 定 有 c 一 0. 由 于 我 们 假定 f 非常 平滑 , 函数 f(N+1) 是 
连续 的 . 因此 , 当 z 一 0 时 我 们 有 c 一 0, 故 得 出 AN+D (ce) ~ f+D (0). 将 这 三 个 
因子 号 在 一 起 并 取 绝 对 值 , 我 们 有 

JCY+U(O N+1| , | gt 


0) -Py = Ry = Tr CT 


其 中 xz 一 0. 事实 上 , 我 们 可 以 令 C = FLX3+0 (0)/ (N 填 1)1, 并 且 注 意 C 只 是 某 个 
不 依赖 于 z 的 常数 . 因此 , 我 们 有 
|f(z)— Pry(z)| ~ ICllzINt! 当 z 一 0. 

这 太 棒 了 . 现在 , 我 们 来 看 看 要 证 明 的 不 等 式 的 右边 . 这 个 量 是 |f (zx) -Q(z)|. 我 
们 写 出 f (x) = Pw (z) + Rw (z, 从 而 

[f(x) — Q(z)| = IPN (x) + Rn(z) — Q(z)| = 13S(2) + Rn(2)), 
其 中 , 我 们 通过 设 5 (x) = Pw (z) 一 Q(z) 将 Pw (zx) 和 Q(z) 放 在 一 起 . 让 我 们 来 
好 好 看 看 S$. 它 是 两 个 次 数 不 超 过 N 的 不 同 多 项 式 的 差 . 因此 , 5 是 一 个 次 数 小 于 
或 等 于 NN 的 多 项 式 , 但 它 不 是 零 多 项 式 , 我 们 假设 , 如 果 你 用 zx 的 窜 来 写 5 (zx), 它 
就 好 像 : 


|f (N+ (0) 


S(T) = amz™ 十， 
其 中 , amzm 是 最 低 次 数 项 . 数 m 必然 介 于 0 和 NN 之 间 , 这 是 因为 5 的 次 数 小 于 
或 等 于 N. 我 们 知道 5 的 行为 就 好 像 它 的 最 低 次 数 项 ( 见 21.4.1 节 ). 即 , 当 z 一 0 
时 , 5 (z) ~ amz"m. 另 一 方面 , 我 们 需要 看 看 5 (z) + Rw (z), 因为 这 是 我 们 想 要 的 
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不 等 式 的 右边 . 我 们 已 经 看 到 了 , 当 zx 一 0 时, Ry (z) ~ Cznt+l, 故 3S(z) 二 Rnv(z) 
中 的 最 低 次 数 项 的 行为 仍 会 像 omzzm 一 样 (请 记 住 , m < NN, 故 mm 是 一 个 次 数 低 
于 zN+1 的 项 ). 综 上 所 述 , 我 们 有 
|f(z) — Q(z)| =|S(z) + Ry(z)| ~ lamllz™| 当 z— 0. 
太 棒 了 一 一 我 们 想 要 证 明 不 等 式 
|f (2) — PN (2)| < 7z) — Q(z)| 
当 zx 接近 0 时 是 成 立 的 . 我 们 知道 , 当 z 一 0 时 , |f (x) - Pn (zw 1Cllzlw+l 及 
f(z) 一 8 (z)| ~ oallz| 由 于 mm < N+1( 及 |C| 与 |am| 都 是 常数 ), 易 知 当 z 很 
小 时 , |Cllzl>+: 比 jam||zj” 小 得 多 . 事实 上 , 这 两 个 量 的 比率 是 
N+1 
Re = Ce 

其 中 , G1 = |C| /|am| 只 是 另 一 个 常数 . 当 x 一 0 时 , 右边 的 量 趋 于 0. 因此 , 当 x 
接近 0 时 , 以 上 不 等 式 实际 上 是 成 立 的 , 最 终 我 们 完成 了 泰勒 近似 定理 的 证 明 ! 

事实 上 , 有 一 点 我 们 没有 考虑 : 我 们 假设 a = 0. 为 了 由 此 推出 一 般 情况 , 你 
只 需 在 上 述 证 明 过 程 中 在 每 一 处 用 被 平移 的 量 (z - a) 替换 量 z， 你 只 需要 注意 ， 
(Zz 一 a) 一 0 和 z 一 oa 是 同一 个 意思 . 我 把 证 明细 节 留 给 你 来 完成 . 如 果 你 能 通过 
上 述 证 明 做 到 这 点 的 话 , 那 你 就 太 棒 了 . 


附录 B 估算 积分 


看 到 定 积分 时 , 我 们 习惯 于 通过 反 导 数 以 及 微 积分 的 第 二 基本 定理 来 给 出 一 个 
确切 的 答案 . 可 实际 上 , 求解 一 个 有 用 的 反 导 数 可 能 会 很 困难 或 者 根本 不 可 能 . 有 
时 候 , 最 好 选择 是 求 出 一 个 积分 值 的 近似 . 因此 , 我 们 将 讨论 估算 定 积分 的 三 种 技 
巧 , 以 下 就 是 最 后 这 个 附录 的 计划 内 容 : 

。 使 用 条 纹 、 梯 形 法 则 及 辛普森 法 则 估算 定 积分 ; 

。 估算 上 述 近 似 中 的 误差 . 


B.1 使 用 条 纹 估 算 积 
以 下 是 一 个 完全 合理 的 定 积分 : 
| e-* dz. 


它 相 当 于 由 z 轴 、 曲 线 y = e。-* 以 及 直线 x = 0 与 z = 2 所 围 成 区 域 的 面积 , 如 
图 B-1 所 示 . . 


B-1 


求 类 似 于 这 样 的 区 域 面积 或 许 看 起 来 便于 技术 性 , 但 它 有 非常 大 的 实际 意义 . 以 上 
的 曲线 通常 被 认为 是 钟 形 曲 线 , ”而 且 它 是 概率 论 学 习 的 基础 . 因此 , 特别 烦 扰 的 
是 , 没有 简单 优良 的 方法 来 写 出 反 导 数 
”ac 

实际 上 , 你 可 以 使 用 麦克 劳 林 级 数 把 这 个 积分 写成 一 个 无 穷 级 数 , 但 这 也 不 是 简单 
优良 的 方法 . 当前 的 严峻 现实 是 , 无 法 将 本 节 最 开始 的 那个 定 积分 的 确切 值 以 简洁 
的 方式 写 出 来 . (在 16.5.1 节 中 , 我 们 已 经 讨论 了 这 一 点 . ) 

另 一 方面 , 我 们 可 以 使 用 黎 曼 积分 的 定义 求 出 这 个 积分 的 近似 值 , 即 一 个 估算 . 


@@ 技术 上 说 , 钟 形 曲线 (或 正 态 分 布 ), 实际 上 是 由 方程 y = e~*/2/V3_ 给 出 的 . 
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实际 上 , 在 16.2 节 , 我 们 讨论 了 分 割 、 网 格 以 及 黎 曼 和 . 由 于 积分 是 黎 曼 和 的 极限 ， 
不 取 极 限 , 我 们 就 可 以 得 到 一 个 近似 . 因此 , 为 了 估算 积分 
。 aada， 
你 可 以 将 区 间 [a, 引 做 一 个 形 如 。 
GO=X0 HI < < Rn < Tn = b, 
的 分 割 , 然后 在 [zo，z1] 中 选取 一 点 cu 在 [z1，z2] 中 选取 一 点 ca, 以 此 类 推 直到 
你 在 [zn—1, Zn] 中 选取 一 点 Cm、 那 时， 你 就 可 以 写 出 


b n 
| f(z)dz SS Fe)(oi ~ £7-1). 


j=1 
这 就 是 说 , 积分 近似 等 于 它 的 一 个 黎 曼 和 |. 

所 有 的 一 切 看 起 来 都 很 抽象 . 我 们 来 看 看 它 在 上 例 中 是 如 何 起 作用 的 吧 . 我 们 
要 从 0 到 2 积分 , 因此 , 我 们 需要 区 间 [0, 2] 上 的 一 个 分 割 . 该 区 间 上 最 简单 的 分 
割 就 是 这 个 区 间 [0, 2], 这 相当 于 我 们 选择 ”= 1、zo=0 及 zi =2. 我 们 只 需要 在 
[0, 3] 内 选取 ci. 我 们 求 出 的 近似 很 大 程度 上 依赖 于 这 个 选取 ! 例如 , 如 果 你 选取 
ca =0.、c=1 或 cl=2, 那么 你 的 近似 就 会 分 别 对 应 图 B-2 所 示 区 域 的 面积 . 


图 B-2 


很 明显 , 第 一 个 估算 过 高 了 , 而 第 三 个 则 估算 过 低 了 . 中 间 的 那个 不 算 太 糟 , 但 它 仍 
不 完美 . 为 了 计算 这 三 个 估算 值 , 我 们 使 用 公式 : 


2 n 
| ea f(s -ai 


j=1 
我 们 用 1 替换 n、e- 扫 蔡 换 j (cl)、0 替换 zo, 并 用 2 蔡 换 ri, 我 们 得 到 
er dzse-c(2 一 0) = 2e-9. 
当 cl 是 0、1 或 2 时， 这 些 值 分 别 是 2、2/e 兰 0.736 及 2/ed 兰 0.037. 正如 你 看 到 
的 , 这 三 个 估算 有 很 大 的 差别 ! 
现在 , 我 们 来 看 看 , 使 用 更 多 的 条 纹 是 否 可 以 做 得 更 好 . 假设 我 们 取 了 [0, 2] 上 


的 一 个 五 条 的 分 割 , 如 下 : 


1 5 .3 
0<3<1<7<3<2. 
因此 ,m”=5 及 xzo=0、zl 一 下 za 一 1、zs 一 中 、 4 一 呈 、z5 一 2. 假设 , 我 们 选取 的 


数 Ci 是 每 一 个 小 区 闻 的 左 端点 . 这 表示 cl 一 0、c2 一 云 、 Ca 一、cd 三 5 及 Cs 3. 
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我 们 将 这 些 代入 上 述 近 似 公式 中 , 可 得 
2 n 
| er dre f(c)(z; -zh 
0 和 二 


5 


e F(z; — 2j-1) 
一 1 


e-0 (3 一 0 +e-(/2)? ( 一 3) +e-! (3 一 1 
-(5/o2 (3 5 -(3/2)* /2 _ 3 
+e G 4) +e (2 2): 


如 果 你 喜欢 , 可 以 再 做 一 些 简化 , 或 者 使 用 计算 器 或 计算 机 得 出 其 近似 到 小 数 点 后 
四 位 的 结果 1.086 5. 现在 , 我 给 你 的 任务 是 , 求 使 用 每 一 个 小 区 间 的 右 端 点 而 不 是 
左 端 点 时 的 估算 值 . 


均匀 分 割 


取 一 个 均匀 分 割 总 会 是 很 方便 的 . 这 表示 , 每 一 个 小 区 间 都 有 相同 的 宽度 , 并 
且 要 计算 出 其 宽度 也 不 是 很 难 的 事情 . 如 果 积 分 区 间 是 [a, 引 那么 其 长 度 是 5 _a 
单位 ; 因此 , 如果 你 将 该 区 间 n 等 分 , 那么 每 一 个 小 区 间 的 长 度 是 (5 一 a) /n 单 
位 ， 我 们 称 这 个 量 为 h; 故 h = (5 一 a) /n， 此 外 ,出 现在 黎 曼 和 定义 中 的 表达 式 
(zj -zj_1) 正 是 第 ; 个 条 纹 的 宽度 , 因此 , 它 正 是 h. 我 们 的 表达 式 


> fe)(z; — zs-1) 


j=1 


现在 可 以 被 简化 为 
hx fle;). 
j=1 


你 仍然 需要 选取 数 cj, 但 这 一 次 就 简单 多 了 . 例如 , 我 们 使 用 10 个 等 宽 的 条 纹 来 
估算 积分 
| e—*? dy 
0 


每 一 条 的 宽度 是 h = (2 - 0) /10, 即 1/5, 而 且 ”= 10, 因此 , 我 们 有 
n 10 
| ea hx 》 fc)= ye 本 
0 j=1 j=1 


这 些 区 间 的 宽度 都 是 1/5, 因此 从 0 开始 , 我 们 看 到 它们 是 如 下 的 分 割 : 
0< 二 < 二 < 二 <<<1<5<7 < < 2 
5 5 5 5 5 5 5 5 
如 果 我 们 令 c; 为 每 一 个 小 区 间 的 右 端点 , 那么 我 们 会 有 cl = 、cz = 3, 以 此 类 扒 


Ne 


pp 
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直到 oo ~ 2. 我 们 将 这 些 数 代入 到 上 述 公式 中 , 会 得 到 
[ea 兰 5 (ee 十 e-(2/57 十 .十 e-(9/5)” 十 e-”) 有 


在 这 个 和 中 有 10 项 . 由 于 我 们 的 函数 了 在 0 和 2 之 间 是 递减 的 , 而 且 我 们 使 用 了 
每 一 条 的 右 端点 , 以 上 就 是 估算 过 低 的 情况 . (你 知道 为 什么 吗 ? ) 不 管 怎样 , 你 可 
以 使 用 计算 器 或 计算 机 来 求 上 面 的 和 , 大 约 是 0.783 670( 近 似 到 小 数 点 后 六 位 ). 

如 果 你 想 要 使 用 每 一 个 小 区 间 的 中 点 , 而 不 是 左 端点 或 右 端 点 , 情况 又 会 怎样 
呢 ? 我 们 知道 , [0, 世 的 中 点 是 碳 、[， 引 的 中 点 是 徊 , 以 此 类 推 . 因此 , 另 一 个 
可 能 的 近似 是 

| ear ~ 了 ee 十 e-(G/102 4 ... + e-(17/10)? + e—(19/10)?). 
0 


这 大 约 是 0.882 202. 


B.2 梯形 法 则 


涉及 选取 数 ci 的 问题 是 很 困难 的 . 大 多 数 情况 下 , 人 们 或 者 选择 左 端点 或 者 
选择 右 端 点 , 但 是 中 点 也 是 一 个 常见 的 (并且 合理 的 ) 选择 . 这 里 还 有 一 种 估算 积分 
的 方法 , 它 不 需要 选择 (当然 是 在 你 决定 使 用 这 种 方法 的 时 候 ! ) 但 会 给 出 更 好 的 
估算 . 它 被 称 作 梯形 法 则 . 

基本 思想 非常 简单 : 我 们 允许 条 纹 的 上 边 不 平行 于 底 边 . 每 一 条 纹 的 上 边 都 是 
连接 曲线 y = f(x) 上 的 两 个 相应 点 的 线段 . 图 B-3 中 就 是 说 明 这 两 种 方法 闻 区 别 
的 图 像 . 


图 B-3 


让 我 们 来 好 好 看 看 其 中 的 一 条 新 条 纹 , 如 图 B-4 所 示 . 

由 于 有 两 条 边 是 平行 的 , 故 该 条 纹 是 一 个 梯形 . 底 边 长 是 (z; - zi?-1) 单位 , 而 平行 
的 边 的 高 度 为 f(z;-1) 单位 和 f(z;) 单位 . 根据 梯形 面积 公式 , 这 个 梯形 条 纹 的 面 
积 是 二 (f(zj_1) 十 下 (zj)) (zi 一 zj-1) 平方 单位 . 如 果 我 们 确保 分 割 都 是 均匀 的 , 那 
么 如 同上 一 节 , 可 知 zj - zj_1 就 是 (5 oa] /n. 这 怡 好 就 是 条 纹 的 宽度 (单位 ), 我 
们 称 之 为 h, 因此 , 一 条 的 面积 变 为 


和 fei) + fe3)) 
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图 B-4 图 B-5 


平方 单位 . 余下 的 工作 就 是 把 所 有 的 梯形 条 纹 面 积 都 加 在 一 起 . 我 们 可 以 只 将 一 个 
2 符号 放 在 以 上 那个 量 的 外 面 , 提取 常数 因子 h/2, 如 下 : 


pb n 
| flare 3 Ds 1D) + fla). 


事实 上 , 我 们 可 以 把 这 个 表达 式 再 简化 一 些 . 你 看 , 除了 最 左边 和 最 右边 的 条 纹 , 其 
他 的 相 邻 条 纹 都 共用 一 条 边 , 如 图 B-5 所 示 . 

这 意味 着 , 我 们 可 以 将 很 多 项 合并 . 特别 的 , 除了 zo 和 zn 之 外 , 形 如 f(z;) 的 每 
一 项 都 被 用 到 两 次 . 例如 , n = 4 时 我 们 有 


[aa 全 S((f (zo0) + f(z21)) + (f(z1) + fF(22)) + f(z2) + fz3)) + (f (xa) + fF (24))). 
因此 我 们 可 以 将 和 中 的 除 第 一 项 和 最 后 一 项 外 的 所 有 项 组 合并 , 得 到 

[We | (1(zo) 十 2j(zi) +2f(72) 十 27(zs) + f (24)). 
同样 的 技巧 适用 于 一 般 情 况 : 因此 有 


梯形 法 则 : 如 果 zo < zl < … < zn 是 [a, 8] 上 的 一 个 均匀 分 割 ， 且 h = 


(5 一 a) /n 是 条 宽 , 那么 [f(z)dz 全 (f(z0) + 2f (21) + 2j(ca) + … 十 27(zn 3) 
+2f (zn_1) + f(zn)). 


让 我 们 应 用 它 来 求 下 面积 分 的 近似 值 : 
2 


| e-”*dz. 


我 们 取 n == 5. 由 于 [0, 2] 的 长 度 为 2 单位 , 从 而 每 一 条 的 宽度 为 = 单位 , 且 分 
割 是 

0<E<s<E<E<2 
根据 梯形 法 则 , 我 们 有 
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| edzs 等 (e+ 2e-2/ + 26-(4/5)” + 2e-(6/5)” + 2e-(8/5) 十 e- 2) 
0 
如 果 你 愿意 , 也 可 以 将 右边 简化 为 
3 (1 十 9e—4/25 十 9e—16/25 十 De—36/25 十 De—64/25 十 e-4) 8 
你 也 可 以 使 用 计算 器 或 计算 机 来 计算 , 结果 数 近似 到 小 数 点 后 六 位 是 0.881 131. 这 


比 我 们 在 B.1 节 结尾 部 分 求 出 的 估算 1.08 65 略 小 一 点 , 但 它 很 接近 B.1.1 节 结 尾 
部 分 的 估算 0.882 202. 


B.3 ”辛普森 法 则 


为 什么 要 止步 于 梯形 法 则 呢 ? 梯形 仍然 有 一 个 牺 抽 的 线形 的 上 边 . 在 条 纹 的 上 
边 使 用 曲线 而 不 是 线段 , 我 们 可 以 做 得 更 好 . 以 下 就 是 操作 细节 . 首先 , 我 们 来 看 看 
相 邻 的 两 个 条 纹 , 但 不 用 线段 连接 上 边 , 而 是 
用 一 个 二 次 曲线 , 如 图 B-6 所 示 . 
正如 我 们 将 在 B.3.1 节 中 看 到 的 , 阴影 部 分 
的 面积 是 
S(f(z0) + 4f (m1) + f(z2)) 
平方 单位 , 其 中 , 我 们 又 设 了 h = (5 一 a)/n. 
现在 , 如 果 我 们 对 每 一 对 条 纹 重复 这 个 操作 
并 且 将 所 有 的 面积 相 加 , 就 会 得 到 近似 ， 如 
同 梯形 法 则 的 情况 ， 相 邻 的 两 个 条 纹 共用 一 
条 边 , 因此 会 有 一 些 量 被 重复 一 次 . 例如 , 如 
果 有 四 个 条 纹 , 那么 面积 和 将 是 
Blo0) + 4F (01) + ytaa)) + (f (22) + 4f (23) 二 fa) 
我 们 把 形 如 f(z2) 的 两 项 合并 起 来 变 为 2f (za), 因此 面积 和 是 
(fleo) + 4f (1) + 2f (22) + 4f(z3) + fa) 
如 果 有 更 多 的 条 纹 依然 会 有 相同 样式 的 结果 , 如 果 ; 是 偶数 , f (zj) 的 系数 等 于 2; 
如 果 7 是 奇数 , 7 (zj) 的 系数 等 于 4/ (zo) 和 7 (zn) 除外 , 它们 的 系数 都 是 1 
总 之 , 我 们 有 
辛普森 法 则 : 如 果 n 是 偶数 , zo < zi < … < zn 是 [a, 中 上 的 一 个 均匀 分 割 ， 
且 =(6 一 0) /n 是 条 宽 , 那么 f(z)dz 宕 生 (J(zo) 十 4f(z1) 十 2f(za) +4f(zs) 十 
+2f(xn_2) 十 4f (zn-1) 十 f(zn)). 


B.3 辛普森 法 则 “639 


我 们 拿 它 和 上 一 节 的 梯形 法 则 比较 一 下 . 代替 形 如 1，2，2，.…，2，2, 1 的 系数 , 这 
一 次 系数 的 形式 为 1 4 2, 4 2, .…, 2, 4, 2, 4, 1. 还 要 注意 的 是 , 前 面 分 母 中 的 常 
数 为 3 而 不 是 2. 
我 们 很 容易 应 用 辛普森 法 则 . 让 我 们 回 到 原来 的 那个 例子 中 : 个 


| eu 

0 

并 应 用 辛普森 法 则 , 其 中 n = 8，( 我 们 不 能 用 n = 5, 因为 ”必须 为 偶数 才能 使 用 
辛普森 法 则 . ) 每 一 条 的 宽度 为 h = (2 - 0) /8 单位 , 即 3, 因此 分 割 为 


1 1 
1 


2 4 4 2 4 
根据 以 上 公式 , 我 们 有 


2 
| e-* dz er + 4e-(1/4)” + 2e-(1/2)” + 4e—(3/4)? + 2e—1 
0 


+4e-(5/4) + 2e-(3/2) + 4e-(7/9 + e-2). 

根据 我 们 的 计算 器 , 这 大 约 是 0.882 066. 这 十 分 接近 我 们 在 上 一 节 的 估算 ; 确切 的 
说 , 当 我 们 使 用 梯形 法 则 时 (其 中 ”= 5), 我 们 得 到 估算 0.881 131. 为 了 准确 起 见 ， 
我 使 用 了 计算 机 程序 , 得 积分 近似 到 小 数 点 后 六 位 的 正确 值 是 0.882 081, 因此 , 辛 
普 森 法 则 (nm = 8) 比 梯形 法 则 (n = 5) 更 好 . 当然 , 更 公平 的 比较 需 在 两 种 情况 下 
都 使 用 ”= 8; 希望 你 来 重复 这 种 情况 下 的 梯形 法 则 的 计算 , 并 和 刚才 相应 的 辛 普 
森 法 则 的 估算 结果 进行 比较 . 
辛普森 法 则 的 证 明 


让 我 们 将 图 像 平移 , 以 便 中 线 位 于 y 轴 ， 

如 图 B-7 所 示 . 
正如 你 所 看 到 的 , 平移 的 结果 将 分 割 端点 的 
z 坐标 移 到 了 -h、0 和 几 不 再 使 用 
f(zo)、f(z1) 和 f(xz)， 我 们 只 分 别 写 出 
P、Q 和 R. 上 边 的 点 由 某 二 次 曲线 连接 , 但 
我 们 不 知道 它 是 什么 ， 好 吧 , 我 们 就 称 它 为 
9 并 假设 g(z) = hx? + Bz + C. 我 们 知道 
P=g(-h)、Q@==g(0) 及 呈 =g(h); 这 表示 

P= A(-h)?+B(-h)+O, 

Q = A(0)? + B(0) +0, 

R= Ah?+ Bh+C. 
中 间 的 那个 方程 表明 C = Q; 那么 , 你 可 以 重新 整理 其 他 两 个 方程 , 会 看 到 4 = 
(P+ 民 一 28) / (2A2). (我 们 不 需要 知道 B 是 什么 ! ) 现在 , 所 求 阴影 部 分 的 面积 简 


eo 
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化 后 就 是 
h h 
| (4z2 + Bz + C)dz = ($= 十 2 十 cz 
—h —h 
平方 单位 . 从 以 上 公式 中 代 换 4 和 C 的 值 , 上 述 表 达 式 简化 为 
3 一 
分 一 5 20 + 0h = 2(P+4Q+R). 
现在 , 我 们 所 要 做 的 就 是 将 它 平移 至 一 个 更 一 般 的 位 置 (不 影响 其 面积 ) 并 用 函数 
值 f(zo)、f (zi) 和 f(z2) 分 别 蔡 换 P、Q 和 RR, 来 获得 上 一 节 开 始 部 分 的 锥 形 公 
式 . 


3 
= +2ch 


B.4 近似 的 误差 


做 近似 (或 估算 , 如 果 你 更 喜欢 这 个 词 ) 的 意义 就 是 求 接近 于 你 要 找 的 真实 的 
量 的 结果 . 如 果 你 真 的 能 够 确切 地 回答 这 个 问题 , 你 就 应 该 去 做 , 但 有 些 时 候 这 太 
难 了 . 因此 , 近似 至 少 可 以 给 你 提供 接近 于 真实 值 的 一 个 数 . 正如 我 们 多 次 看 到 的 ， 
特别 是 当 我 们 讨论 线形 化 以 及 泰勒 级 数 的 时 候 ( 见 13.2 节 及 25.3 节 ), 还 有 一 个 重 
要 的 问题 近似 有 多 好 呢 ? 你 的 近似 至 少 是 接近 真实 值 的 , 还 是 在 四 周 打 转 呢 ? 

为 了 将 这 个 问题 量化 , 我 们 再 来 看 看 近似 中 的 误差 , 它 就 是 真实 的 量 和 近似 之 
闻 的 差 . 因此 , 假设 我 们 使 用 上 述 技巧 中 的 一 个 均匀 分 割 的 条 纹 、 梯 形 法 则 
或 辛普森 法 则 一 一 来 近似 积分 ]? f(z) dz. 我 们 会 得 到 

| f(z)dr = 4， 
其 中 4 是 我 们 的 近似 值 . 误差 的 绝对 值 是 
6 
| 误差 | = | f(z)dz — 4 


事实 表明 , 通过 /的 导数 (如 果 它们 存在 的 话 ), 我 们 可 以 对 误差 大 小 有 些 了 解 . 在 
那 种 情况 下 , 我 们 可 以 设 Mi 是 |f' (z)| 在 [a, 中 上 的 最 大 值 . 类 似 的 , 设 M 是 
jf”(z)| 在 [a, 6] 上 的 最 大 值 , 最 后 , 设 Ma 是 | 7 (z)| 在 [a, 四 上 的 最 大 值 . 那么 ， 
我 们 可 以 证 明 下 列 误差 的 范围 , 这 取决 于 所 使 用 的 方法 : 

对 于 均匀 分 割 的 条 纹 ， “| 误差 | < 3Mi (6 _ a)h, 


对 于 梯形 法 则 |， | 误差 | < 石 Ma(b 一 局， 


对 于 辛普森 法 则 ， | 误差 | < -MaG -oj 


这 里 的 h, 如 往常 一 样 是 条 纹 宽度 (5 一 a) /n. 尽管 上 述 公式 都 很 相似 , 但 是 它们 还 
是 有 所 不 同 . 首先 , 前 面 的 系数 不 一 样 . 其 次 , 所 涉及 的 导数 不 同 ;: 对 于 条 纹 , 出 现 
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的 是 一 阶 导 (Mi 的 形式 ); 对 于 梯形 法 则 , 出 现 的 是 二 阶 导 ; 而 对 于 辛普森 法 则 , 则 
是 四 阶 导 . 然而 , 最 显著 的 区 别 是 h 的 次 数 . 这 显示 了 条 纹 宽度 变 小 时 , 误差 减少 
的 程度 , 这 当然 发 生 在 你 取 了 很 多 条 纹 的 时 候 . 当 h 变 小 时 , tr 会 比 及 或 hh 更 快 
变 小 , 因此 , 当 你 使 用 很 多 条 纹 时 , 辛普森 法 与 其 他 方法 相 较 更 胜 一 筹 . 
B.4.1 ”估算 误差 的 例子 
我 们 来 看 看 在 这 个 附录 中 早先 的 例子 
| e—? dz, 
0 
中 误差 结果 的 情况 , 首先 , 我 们 设 f(z) = e-” ,然后 计算 
P(z) = —2re-” , f"(z)= (4z2 — 2)e-™, Fa)(z) = 一 4z(2z2 一 3)e-®, 
及 f(z) = 4(4z4 - 12z2 + 3)e-?. 
首先 , 我 们 来 求 M1. 这 表示 , 我 们 需要 求 出 |f' (zx)| 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 , 它 实际 
上 是 -了 (xz). 由 于 二 阶 导 f”(z) 在 z=1/V2 时 为 0, 并 且 在 那里 其 符号 由 负 变 为 
正 , 故 在 1/V3 处 f' (z) 有 一 个 局 部 最 小 值 . 这 意味 着 , f' (zx) 在 [0, 2] 上 的 最 小 值 
是 -V2e-172, 因此 , |f' (zx)| 的 最 大 值 是 V2e-12. 即 Mi = V2e-1/2. 
现在 , 我 们 可 以 回 到 B.1.1 节 中 的 积分 估算 中 了 . 那里 , 我 们 使 用 了 10 个 均匀 
分 割 的 条 纹 来 估算 积分 . 由 于 a= 0、5=2 及 严 =(2-0)/10= 志 我 们 有 


| 使 用 10 个 均匀 分 割 的 条 纹 的 误差 |< 5Mi -ah 一 上 x V6 2-0)5 
= ews 


这 大 约 是 0.171 553. 注意 , 不 管 你 使 用 左 端 点 、 右 端点 或 中 间 的 某 个 点 作为 你 的 
cn, 这 都 不 要 紧 . (在 B.1.1 节 , 我 们 使 用 了 右 端 点 和 中 点 来 求 两 个 不 同 的 估算 , 但 它 
们 都 精确 到 大 概 士 0.171 553.) 

我 们 再 来 看 看 梯形 法 则 . 在 B.2 节 , 我 们 使 用 了 5 个 宽度 为 h = 2/5 的 梯形 来 
估算 积分 ( 故 ”= 5). 为 了 查看 误差 会 有 多 大 , 我 们 需要 在 [0, 2] 上 最 大 化 |f" (z)| 
来 求 M2. 为 此 , 回头 看 看 上 述 公式 中 的 /2) (z) 和 f(3) (z). FG) (z) 在 [0, 2] 上 的 零 
点 在 z = 0 和 z = V3/2, 因此 , 这 些 点 就 是 /2) (z) 的 临界 点 . (请 记 住 , 三 阶 导 是 
二 阶 导 的 导数 ! ) 因此 , 我 们 可 以 检验 f” (0) 和 六 (V372) 的 值 , 还 有 在 另 一 个 端点 
2 上 的 7 (2) 的 值 . 我 们 求 出 1 (0) = -2、f"(V3/2) = 4e-32 和 f"(2) = 14e-4. 
它们 绝对 值 当中 的 最 大 值 是 J” (0). 这 意味 着 Ma = 2. 现在 , 我 们 可 以 估算 误差 了 
( 记 住 h = 2/5): 


2 
| 使 用 5 个 梯形 的 误差 | < 二 Moa(b 一) = 五 x2(2 一 0) (8) - 弃 ， 
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这 大 概 是 0.053 333.... 这 比 使 用 10 个 条 纹 的 误差 要 小 很 多 , 尽管 我 们 只 使 用 了 5 
个 梯形 ! 由 于 我 们 之 前 的 估算 大 约 是 0.881 131, 我 们 证 明了 
2 


| edz 兰 0.881 131 


0 
这 个 近似 可 精确 到 +0.053 333. (这 当然 和 我 们 在 B.3 节 结 尾部 分 的 观察 是 一 致 的 ， 
其 中 , 近似 到 小 数 点 后 六 位 的 正确 值 实际 上 是 0.882 081. ) 
最 后 , 我 们 使 用 辛普森 法 则 来 估算 误差 . 在 B.3 节 , 我 们 使 用 了 n = 8 时 的 辛 
普 森 法 则 来 证 明 
2 
| ez dz 0.882 066. 


0 
我 们 需要 Mi, 它 是 |/ (z)| 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 . 这 可 能 非常 繁杂 , 因为 1 人 2 (z) = 
4 (4z4 一 12z? + 3) e-*”.， 我 们 来 分 别 求 这 三 个 因子 的 最 大 值 . 对 于 4 没有 任何 问 
题 , e-* 是 正 的 且 在 > = 0 上 达到 最 大 (其 最 大 值 为 1); 因此 , 我 们 只 需要 求 出 
|4x4 一 12x? 十 3| 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 点 . 我 们 有 


d 
7 一 12z2 + 3) = 16z3 — 24x = 8z(2z2 — 3)， 


因此 , 我 们 要 找 的 最 大 值 点 只 能 出 现在 临界 点 x = 0 和 z = V372, 或 另 一 个 端点 
Zz 二 2 上. 将 这 些 数 代入 , 我 们 可 以 求 出 最 大 值 19 出 现在 x = 2, 这 意味 着 在 [0, 2] 
上 , 我 们 有 

|4z4 — 12z2+3|<19 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 说 

MA4<4x19x1=76. 
(实际 上 Ma = 12, 但 是 你 需要 看 看 f 的 五 阶 导 , 这 就 够 了 ! ) 现在 , 终于 可 以 使 用 
我 们 的 公式 了 (h = (2 一 0)/8= 1/4): 

| 使 用 n= 8 的 辛普森 法 则 的 误差 | < Ma(b 一 a) 
1 1Y* 19 
< 180 * 76(2 —0) (3) = 05: 

这 大 约 是 0.003 299, 它 比 我 们 之 前 计算 的 那 两 个 误差 更 低 一 些 . 


B.4.2 ”误差 项 不 等 式 的 证 阴 
B.4 节 中 三 个 误差 不 等 式 的 后 两 个 的 证 明 有 点 超出 本 书 的 范围 , 但 是 并 不 难 证 
| 使 用 n 个 均匀 分 割 条 纹 宽度 为 h 的 误差 | < 3 Mi(b— a)h, 


其 中 , Mi 是 r(x) 在 [a, 如 上 的 最 大 值 . 假设 我 们 使 用 左 端 点 来 做 估算 . 就 让 我 们 
来 看 看 其 中 的 一 条 吧 . 如 果 它 的 底 是 区 间 [g, g + 加 (对 于 某 个 q), 那么 它 看 起 来 就 
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如 图 B-8 所 示 . 

近似 矩形 的 高 度 是 f (gq) 且 宽 度 为 h 个 单位 , 因 
此 , 近似 的 面积 是 hf (q) 平方 单位 . 一 般 的 , 这 
个 近似 的 结果 会 有 多 糟 昵 ?这 完全 取决 于 f 的 
图 像 和 常数 直线 y = f (q) 的 偏离 程度 . 如 图 B-9 
所 示 就 是 两 种 最 坏 的 情况 . 

第 一 个 图 像 显示 了 一 条 始 于 (g，f (9)) 且 斜 率 为 
AM 的 线段 , 而 第 二 个 图 像 显示 了 一 条 始 于 同一 B-8 

点 且 斜 率 为 -Mi 的 线段 . 事实 上 , 该 函数 一 定 

被 夹 在 这 两 个 极 值 之 间 ， 的 确 , 第 一 条 直线 的 方程 为 y = f (9) 二 Mi(z 一 gq). 如 
果 f(z) 高 过 这 条 线 (对 于 在 区 间 [g, g 十 有 加 内 的 z), 那么 我 们 有 f(x) > f(g)++ 
Mi (z 一 9), 或 


fz) 


f(0) -fy 


TT—4 


1. 


根据 中 值 定理 ( 见 11.3 节 ), 对 于 在 [ge，z] 的 某 个 c, 左边 部 分 等 于 1 (c), 故 fr(c) > 
M1. 这 是 不 可 能 的 , 因为 Mi 是 |f' (zx)| 在 [a, 引 上 的 最 大 值 . 一 个 类 似 的 论证 显示 
了 y= f(z) 总 是 位 于 那 条 向 下 倾 的 线 的 上 方 . 

现在 , 我 们 可 以 来 看 看 误差 了 . 在 第 一 种 最 坏 的 情况 中 , 真正 的 区 域 包括 该 条 
纹 及 一 个 边 长 为 h 与 Mih 个 单位 的 三 角形 ; 在 第 二 种 最 坏 的 情况 中 , 实际 上 从 该 
条 纹 中 去 除了 一 个 同样 的 三 角形 . 不 管 在 哪 一 种 情况 中 , 可 能 会 偏离 的 面积 是 这 个 
三 角形 的 面积 , 即 43Min? 平方 单位 . 独 下 要 做 的 就 是 , 用 这 个 误差 和 条 纹 的 个 数 n 
相 乘 , 会 看 到 我 们 的 近似 不 可 能 再 比 Mih2n 更 糟 了 . 事实 上 , 我 们 可 以 拿 掉 衣 的 
某 个 因子 , 并 使 用 方程 nh = (b - a) 将 以 上 的 表达 式 写作 Mi (b - oa) h. 这 就 是 我 
们 想 要 的 了 ! 有 时 我 们 不 是 必需 选择 左 端点 的 , 此 时 , 请 你 来 重复 上 述 的 证 明 . ( 事 
实 上 , 如 果 你 使 用 中 点 , 你 可 以 证 明 误差 实际 上 仅仅 是 3Mi (8 一 a)h. ) 
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渐进 函数 或 数列 

约 等 于 

自 变量 z 所 发 生 的 变化 
函数 /关于 z 的 导数 

函数 关于 z 的 二 次 导数 
函数 f 关于 z 的 n 次 导数 
y 关于 z 的 导数 

y 关于 z 的 二 次 导数 

位 移 , 速度 , 加 速度 
重力 加 速度 

割 线 Ab 的 长 度 

以 A、B、C 为 定点 的 三 角形 
自然 对 数 的 底 
放射 性 物质 的 半衰期 

不 连续 〈 使 用 在 符号 表格 里 ) 
线性 化 

函数 了 的 微分 

从 了 =a 到 忆 的 和 

下 (a) — F(b) 

函数 f 关于 zx 的 定 积分 
函数 关于 z 的 不 定 积分 ( 反 导 数 ) 
函数 7 的 平均 值 

积分 数 n “递归 公式 》 

数列 Ql, Q2,03... 

无 穷 级 数 ai + aa + as 十.… 
n 的 阶 匀 (1x2x3x.……x 人 (mn 一 1xm) 
N 阶 泰勒 多 项 式 

n 阶 余 项 

极 坐 标 

V 一 1 

笛 卡 儿 形 式 的 复数 

极 坐标 形式 的 复数 


符号 列表 
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cos (Z)，191 

N 阶 泰 勒 多 项 式 , 478 
和 阶 误差 项 , 479, 490 
N 阶 余 项 , 479, 490 
cot h (2), 180 

cos™1 (x), 191 

2zn 系数 , 16 

忆 判别 法 , 406 

Dp 判别 法 , 446 

ooe 及 一 co 处 的 极限 , 611 
oo 附近 的 对 数 ，423 
oo 和 一 co 附近 的 常见 函数 , 415 
csc(z), 22 

阿 基 米 德 螺 旋 线 ，537 
白费 力气 ，403 

半 开 区 间 , 3 

半衰期 , 177 
被 积 函 数 , 296 

比较 判别 法 , 401, 444 
比较 判别 法 的 发 散 情形 , 414 
比较 判别 法 的 收敛 情形 ,414 
比 式 判别 法 , 448, 460 
闭 区 间 , 3, 71 

变化 率 , 139 
变量 是 积分 下 限 ，334 
表面 积 , 579 

不 定 积 分 , 331 

不 定式 , 48 

不 可 导 , 77 

不 连续 , 64 

不 连续 点 , 64 

不 在 0 或 co, 433 

部 分 分 式 , 363 
部 分 和 , 439 

参考 角 , 25 

参数 , 526, 579 
参数 版 ,， 575 

参数 方程 , 526 

参数 方程 的 导数 , 528 
参数 化 , 527, 576 
拆 分 积分 ,411 


引 


常数 倍 , 65 
常数 倍 的 导数 , 88 

常 系数 微分 方程 ， 588 
乘积 法 则 , 84 
乘积 法 则 的 证 明 , 622 
冲突 , 596 

垂 线 检验 , 5 
垂直 渐 近 线 , 19, 225 
次 数 , 55 

大 数 , 40 

带 有 绝对 值 的 函数 ，19 
代数 和 面积 , 296 
单位 图 , 24 

导 函 数 , 76 

导数 , 63, 182 
等 比 数列 ，438 
笛 卡 儿 形 式 ，545 

笛 卡 儿 形 式 和 极 坐 标 形式 互 换 ，546 
笛 卡 儿 坐 标 ，537 

笛 卡 儿 坐 标 系 , 531 
底 , 122 

底数 ，148 

第 n 项 判别 法 , 443, 459 
递归 公式 , 383 

点 斜 式 , 76 

定 积 分 , 296 

定 积分 的 定义 , 299 
定义 域 , 1, 3 

度数 , 16 

对 数 , 4, 150, 159 

对 数 的 导数 , 159 

对 数 法 则 , 148, 151 
对 数 函 数 , 1, 18, 19, 148 
对 数 和 指数 的 关系 ，148 
多 项 式 , 16 

多 项 式 的 次 数 ，55 

多 项 式 的 系数 , 16 

多 项 式 型 函数 , 56 

二 次 导数 , 203 

二 次 函数 , 17 

二 次 近似 , 476 


二 阶 导 , 63, 80 

二 阶 导数 ，80, 531 
二 阶 修正 项 , 477 

二 项 定理 , 494 

发 散 , 436 

反常 积分 , 394, 396 
反 函 数 , 1, 182 

反 函 数 的 导数 , 182 
反 三 角 函 数 , 182 

反 双 曲 函 数 , 182, 199 
反 余 割 函数 ，196 

反 余 切 函数 , 196 

反 余 芍 , 191 

反正 割 , 195 

反正 切 , 193 

非 负 的 , 1 

非 负数 , 2 
非 齐 次 方程 , 591 
分 部 , 364 
分 部 积分 法 , 358 

分 段 函数 的 导数 ，627 
幅 角 ，546 

复合 函数 , 10 

复合 函数 的 导数 , 91 
复 利 , 153 

复 平面 , 544 

复数 , 543 

复 指数 函数 , 543 

负 函 数值 , 412 

高 估 , 495 

高 阶 导 , 63 
根 式 判别 法 , 450, 463 
共 思 表 达 式 , 50, 102 
共 二 复 数 ,542 

估算 , 633 

估算 积分 , 315 

损 点 , 214 

关于 三 角 函 数 的 帘 的 积分 ， 377 
关于 三 角 换 元 法 的 积分 ，385 
函数 , 1, 150 

弧 长 , 574, 577 

弧度 , 21 

换 底 法 则 ，168 


积分 的 中 值 定理 , 319 
积分 端点 , 296 

积分 极限 ,296 

积分 技巧 综述 , 392 

积分 判别 法 , 451, 453, 464 
积分 上 下 限 都 为 函数 ,336 
积分 上 限 是 一 个 函数 ，334 
积分 因子 , 585 

极限 比较 判别 法 , 403, 445 
极限 的 乘积 ，606 
极限 的 和 与 差 , 605 

极限 的 商 , 607 

极限 伪装 成 导数 ， 337 

极 值 点 , 203 

极 值 定理 , 204 

极 值 定理 的 证 明 , 624 
极 坐 标 , 531, 575 

极 坐 标 与 笛 卡 儿 坐 标 互 换 ，532 
级 数 的 收敛 与 发 散 ，439 
级 数 发 散 , 458 

级 数 和 反常 积分 ，444 
几何 级 数 , 441 

夹 晕 定理 , 43 

加 速度 , 72, 99 

简 谐 运动 , 111, 128 

减 函 数 , 213 

渐进 , 445 

渐 近 线 , 18, 404 
交错 级 数 判别 法 , 454 
截 距 , 225 

解 二 阶 齐 次 方程 ,589 

解 一 阶 齐 次 方程 ， 589 

解 z" = w, 548 

解 ez = w, 553 

介 值 定理 的 证 明 , 617 
近似 值 , 475, 633 
镜面 对 称 性 , 12 

局 部 极 值 , 203 
局 部 最 大 值 , 204 

距离 , 19 

绝对 收敛 , 447 

绝对 收敛 判别 法 , 408, 446, 447 
绝对 值 , 1 


绝对 值 函数 ,19 
绝对 最 大 值 , 204 

开 区 间 , 3 

壳 法 ，561 

可 导 , 77, 182 

可 导 函 数 , 63 

可 导 函 数 必 连 续 , 83 

可 导 性 , 63, 82 

可 分 离 变量 的 一 阶 微分 方程 ， 582 
可 积 的 , 300 

勒 贝 格 积分 , 322 

黎 曙 和, 300 

利用 麦克 劳 林 级 数 求 极限 ，522 
连续 的 , 65 

连续 函数 , 63, 290 

连续 函数 的 复合 , 615 
连续 性 , 63, 82 
连续 性 和 可 导 性 , 63 

链 式 求 导 法 则 , 84 

链 式 求 导 法 则 的 证 明 , 624 
两 个 立方 差 , 48 

两 曲线 间 的 区 域 , 565 

两 条 曲线 之 间 的 面积 , 310 
临界 点 , 204 

罗 尔 定理 , 203 

罗 尔 定理 的 证 明 , 625 

洛 必 达 法 则 , 116, 264, 437 
洛 必 达 法 则 的 证 明 , 628 
孝 克 劳 林 级 数 ，116, 484, 491 
没有 瑕 点 会 , 412 

罕 级 数 ，481, 482, 557 

香 级 数 的 收敛 性 ，505 

第 级 数 的 中 心 ， 483 

符 指 数 , 16 

模 , 546 

模 - 幅 角 式 , 546 

模 写 , 542 

牛顿 方法 , 258 

欧 拉 , 544 

欧 拉 等 式 , 557 

偶 函 数 , 12, 14 

判别 法 , 415 

判别 式 , 17 
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配方 , 17, 389 

平滑 程度 , 63 

平均 速度 , 63, 73, 318 
平均 速率 , 71 

破裂 点 , 395 

奇 函 数 , 12, 13 

齐 次 方程 , 589 

齐 次 解 , 592 

切片 法 , 561 

切线 , 63, 75 

求 非 代数 和 面积 , 308 

求 极 坐 标 曲 线 的 切线 ，537 
求 极 坐 标 曲线 转 成 的 面积 ，538 
区 域 上 的 连续 性 , 63 

区 域 在 曲线 和 y 轴 , 563 
册 线 与 y 轴 所 围 成 的 面积 ,312 
取 黎 曼 上 和 法 , 321 

取 歼 最 下 和 法 , 321 

全 局 极 值 , 203 

全 局 最 大 值 , 204, 205 
全 局 最 小 值 , 205 

绕 平 行 于 坐标 轴 的 轴 旋 转 , 567 
三 角 函 数 , 19, 21, 111 

三 角 恒 等 式 , 21 

三 角 换 元 法 ,389 
三 角 级 数 ，555 

三 阶 导 , 80 

三 明治 定理 , 43, 609 
商法 则 , 84 
商法 则 的 证 明 , 623 

上 域 , 1, 4 

伸缩 级 数 ，282 
伸缩 求 和 法 ,281 

使 用 导数 证 明 反 函数 存在 ,182 
使 用 条 纹 估算 积分 , 633 
收 伍 , 43, 436 

收敛 半径 ，505 

输出 , 1 

输入 , 1 

数列 , 613 
数列 的 收敛 和 发 散 ,435 
衰退 常数 , 177 

双 曲 函数 , 148, 178 
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双 曲 几何 学 , 179 

双 曲 余 割 ,180 

双 曲 余 切 , 180 

双 曲 余弦 , 181 

双 曲 余弦 函数 ,178 

双 有 曲 正 割 ， 180, 181 

双 曲 正弦 函数 , 178 
水 平 浙 近 线 , 18, 226 
水 平 线 检验 , 7, 19 

瞬时 速度 ,63, 73 

速率 , 576 

泰 勤 定理 , 479 
索 勒 多 项 式 , 475 
泰勒 级 数 , 481, 484, 487, 491 
索 勒 级 数 的 收敛 性 , 485 
索 勒 级 数 求 导 , 514 
泰勒 级 数 求 积 分 , 515 

秦 勒 级 数 相 加 和 相 减 ，517 
泰勒 近似 定理 , 477 
泰勒 近似 定理 的 证 明 , 630 
特 解 , 591, 592 
特征 二 次 方程 , 589 
梯形 法 则 , 636 

替代 法 , 349 

条 件 收敛 , 454 

完备 性 , 617 

微分 , 253 

微分 方程 ,174 

微分 方程 的 阶 , 581 

微分 方程 建 模 , 598 

微 积分 的 第 一 基本 定理 ,326 
微 积分 第 二 基本 定理 , 330 
微 积分 第 一 基本 定理 的 证 明 ，347 
伪装 的 导数 ，103 

位 移 , 63, 72 

蜗牛 形 曲 线 ，537 

误差 , 640 

误差 项 估算 , 502 
系数 线性 微分 方程 的 TVP, 596 
限制 , 1 
限制 函数 的 定义 域 , 3 
线性 函数 , 1, 14 

线性 函数 的 导数 ，80 


线性 函数 的 图 像 ，14 
线性 化 , 79, 476 
线性 化 的 误差 , 626 
相对 最 大 值 , 204 
相关 变化 率 , 139 
象限 , 24 

小 数 , 40 

斜率 , 99 
辛普森 法 则 , 638 
心 形 线 , 537 
信封 线 , 44 

虚 部 , 541 

虚拟 变量 , 36 
虚数 ，541 
旋转 体 的 表面 积 ，577 
旋转 体 的 体积 ，559 
哑 变 量 ，102 

一 般 固体 体积 , 569 
一 阶 微分 方程 , 581 
一 阶 线性 方程 , 584 
隐 函 数 , 132 

隐 函 数 求 导 , 129 
应 用 三 角 函 数 公式 的 积分 ,374 
游戏 , 601 

有 理 函 数 , 1, 18 
右 导 数 , 81 

右 极 限 , 36, 611 
右 连 续 , 65 

余 割 , 22 

余 切 , 22 

余 艺 ,179 

圆 盘 法 ,560 
增长 常数 , 175 

增 函 数 , 213 


: 正 割 , 22 


正 态 分 布 , 633 

值 域 , 1, 2 

指数 , 88, 148, 619 
指数 法 则 , 87, 148 
指数 函数 , 1, 18, 148 
指数 衰退 , 176 

中 值 定理 , 69, 203 
中 值 定理 的 证 明 , 625 


钟 形 曲线 ，633 

轴 , 570 

主导 系数 , 16 
自然 对 数 , 156, 159 
总 结 , 414 

最 大 -最 小 定理 , 70 

最 大 -最 小 定理 的 证 明 , 618 
最 大 值 , 70 

最 高 次 项 , 416 

最 小 值 , 70 

左 导数 , 81 

左 极限 , 36, 611 

左 连续 , 65 

瑕 点 , 399 

cot(z), 173 

0 附近 的 对 数 函 数 , 431 
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0 附近 的 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 ，427 
0 附近 的 三 角 函 数 ，428 
0 附近 的 指数 函数 ，429 


ASTC 方法 , 25 


cot, 382 
csc, 383 


IVP, 596 
IVT, 67 


sec 的 反 函 数 ，391 
sec 的 客 , 380 
sin 或 cos 的 帘 , 377 


tan 的 宕 , 379 
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